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HOMOLOGIE DE HOCHSCHILD ET
ESPACES ALGÉBRIQUES

ABHISHEK BANERJEE

Résumé
Le but de cet article est de définir les homologies de Hochschild et les homologies cycliques d’un
espace algébrique X. Nous considérons deux définitions de l’homologie de Hochschild et nous
montrons que ces définitions sont les mêmes en cas d’un espace algébrique séparé. De plus, nous
construisons un produit shuffle sur les homologies de Hochschild de X. Enfin, nous montrons
qu’on a un appariement entre les homologies et les cohomologies de Hochschild de X.

Abstract
The purpose of this article is to define the Hochschild and cyclic homologies of an algebraic space
X. We consider two definitions of Hochschild homology of X and show that these definitions
coincide in the case of a separated algebraic space. Moreover, we construct a shuffle product on
the Hochschild homologies of X. Finally, we show that one has a pairing between the Hochschild
homologies and cohomologies of X.

1. Introduction

Soit k un corps et Y un schéma sur k. Alors, l’homologie HHn(Y ), n ∈ Z
de Hochschild de Y est définie comme dans [4, §4]. De même, l’homologie
cyclique d’une algèbre sur k introduite par Connes [2], [3], a été étendue aux
schémas (Loday [7, 3.4], voir aussi [4]). Pour la cohomologie de Hochschild
d’un schéma, voir les définitions de Gerstenhaber et Schack [5] et Swan [10, §1,
2]. Quand Y est un schéma quasi-projectif, les cohomologies de Hochschild
définies par Gerstenhaber et Schack [5] sont les mêmes que les cohomologies
de Hochschild définies par Swan [10].

Dans cet article, nous définissons les homologies de Hochschild HHn(Xesp),
n ∈ Z et les homologies cycliques HCn(Xesp), n ∈ Z d’un espace algébrique X

sur k. Ces définitions sont motivées par Weibel [13] et les groupes HHn(Xesp),
HCn(Xesp) sont définis en termes d’hypercohomologie (voir Définition 2.1).
En particulier, si X est un schéma, nous montrons que HHn(Xesp) ∼= HHn(X).
Quand X est un schéma noethérien de dimension finie et k est un corps de
caracteristique nulle, on a HCn(Xesp) ∼= HCn(X), où HCn(X) est l’homologie
cyclique de X définie comme dans [7]. De plus, nous montrons que les groupes
HH∗(Xesp) sont munis d’un produit shuffle (voir Proposition 2.5).
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Quand X est un espace algébrique séparé, nous considérons une autre défin-
ition des homologies de Hochschild de X (voir (3.2)). Elle est motivée par la
définition de Buchweitz et Flenner [1] dans la contexte des espaces com-
plexes. Pour les espaces algébriques séparés, nous montrons que ces groupes
d’homologie coïncident avec les groupes HH∗(Xesp). La cohomologie de
Hochschild HH∗(Xesp) (voir Définition 3.3) d’un espace algébrique est définie
de manière analogue à Swan [10, §1]. Enfin, nous montrons qu’on a un ap-
pariement HHq(Xesp) ⊗ HHr (Xesp) → HHq−r (Xesp), ∀ q, r ∈ Z.

2. Homologie de Hochschild pour les espaces algébriques

Dans toute la suite, si T est un site de Grothendieck, nous notons par Fsc(T )

la catégorie des faisceaux des groupes abéliens sur T . Soit k un corps de cara-
ctéristique nulle et soit X un espace algébrique sur k au sens de [6, Chapter 2].
Soit Xet (resp. Xesp) le site dont les objets sont les morphismes étales U → X,
où U est un schéma (resp. un espace algébrique). On dispose d’un morphisme
continu des sites Xet → Xesp qui induit un foncteur Fsc(Xesp) → Fsc(Xet).
Si F est un faisceau sur Xet, on peut l’étendre uniquement à un faisceau sur
Xesp (voir [6, II.2.5]). Il résulte que le foncteur Fsc(Xesp) → Fsc(Xet) est une
équivalence des catégories.

Si T est un site, il est bien connu que la catégorie Fsc(T ) possède suffisam-
ment d’objets injectifs (voir, par exemple, [11, I.3]). Si K∗ est un complexe
des faisceaux sur Xesp, on dispose d’une résolution injective I ∗∗ ainsi qu’une
augmentation K∗ → I ∗0 vérifiant certaines conditions détaillées dans [12,
5.7.9]. Alors, les groupes d’hypercohomologie (de Cartan-Eilenberg) de K∗
sont définis comme Hi (Xesp, K

∗) := Hi(�(X, Tot I ∗∗)), ∀ i ∈ Z.
Dans [4, §4], Geller et Weibel ont définit l’homologie de Hochschild d’un

schéma comme l’hypercohomologie du complexe des faisceaux associé au pré-
faisceau des complexes de Hochschild. D’une manière analogue, nous défin-
issons l’homologie de Hochschild d’un espace algébrique.

Si X est un espace algébrique, nous notons par OX le faisceau sur Xet

qui associe un objet U → X au �(U, OU), où OU est le faisceau struc-
tural de U . Pour n ≥ 0, posons Cn(X)(U) := �(U, OU)⊗kn+1. En util-
isant les différentielles de Hochschild b(U) : Cn(X)(U) → Cn−1(X)(U)

(voir [8, §1.1.1]), on a un complexe cohomologique (C∗
h(X)(U), b(U)) où

Cn
h(X)(U) := C−n(X)(U) pour chaque n ≤ 0. De plus, pour chaque n ≥ 0,

on a l’opérateur B(U) : Cn(X)(U) → Cn+1(X)(U) de Connes (voir [8,
§2.1.7]). Le bicomplexe mixte (BC∗∗(X)(U), B(U), b(U)) est défini comme
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suit (pour p, q ≤ 0):

(2.1)

BCp,q(X)(U) := Cp−q(X)(U)

B(U) : BCp,q(X)(U) −→ BCp+1,q(X)(U)

b(U) : BCp,q(X)(U) −→ BCp,q+1(X)(U)

On définit ainsi un complexe (C∗
h(X),b) (resp. un bicomplexe (BC∗∗(X),B,b))

des préfaisceaux sur Xet en posant U 
→ (C∗
h(X)(U), b(U)) (resp. U 
→

(BC∗∗(X)(U), B(U), b(U))) pour chaque U → X dans Xet.

Définition 2.1. Soit X un espace algébrique. Nous notons par (C∗
h(Xesp),

b) (resp. BC∗∗(Xesp), B, b) le complexe (resp. bicomplexe) des faisceaux
sur Xesp associé à (C∗

h(X), b) (resp. (BC∗∗(X), B, b)). Pour chaque n ∈ Z,
l’homologie de Hochschild (resp. l’homologie cyclique) de X est définie
comme le groupe d’hypercohomologie:

(2.2)
HHn(Xesp) := H−n(Xesp, C

∗
h(Xesp))

(resp. HCn(Xesp) := H−n(Xesp, Tot(BC∗∗(Xesp))))

Si X est un schéma, soit (C∗
h(XZar), b) le complexe des faisceaux sur le

site (petit) de Zariski XZar associé à (C∗
h(X), b). D’après [4, §4], [13, §1],

l’homologie de Hochschild HHn(XZar) de X est définie comme HHn(XZar) :=
H−n(XZar, C

∗
h(XZar)), ∀ n ∈ Z. De même, l’homologie cyclique HCn(XZar) de

X est définie comme HCn(XZar) := H−n(XZar, Tot(BC∗∗(XZar))), où
BC∗∗(XZar) est le bicomplexe des faisceaux surXZar associè à (BC∗∗(X), B, b).

Proposition 2.2. Soit X un schéma sur k. Pour chaque n ∈ Z, on a un
isomorphisme naturel HHn(Xesp) ∼= HHn(XZar).

Démonstration. Soit (C∗
h(Xet), b) le complexe des faisceaux sur le site

Xet associé à (C∗
h(X), b). Pour chaque n ≤ 0, on peut uniquement étendre

le faisceau Cn
h(Xet) à un faisceau sur Xesp. Il résulte que Cn

h(Xesp)|Xet =
Cn

h(Xet) pour chaque n ≤ 0. Considérons une résolution injective I ∗∗ de
C∗

h(Xesp) dans la catégorie Fsc(Xesp) ainsi qu’une augmentation C∗
h(Xesp) →

I ∗0 vérifiant les conditions détaillées dans [12, 5.7.9]. En conséquence de
l’équivalence Fsc(Xesp) → Fsc(Xet) des catégories, les restrictions I ∗∗|Xet

sont des objets injectifs dans Fsc(Xet). De plus, on sait que les restrictions
I ∗∗|XZar = (I ∗∗|Xet)|XZar sont des objets injectifs dans Fsc(XZar) (voir
Milne[9, Remark 8.9]). En utilisant la résolution I ∗∗|XZar pour calculer les
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groupes d’hypercohomologie de C∗
h(Xet)|XZar, on voit que (∀ n ∈ Z)

(2.3)

H−n(XZar, C
∗
h(Xet)|XZar) = H−n(�(X, Tot I ∗∗|XZar))

= H−n(�(X, Tot I ∗∗))
= H−n(Xesp, C

∗
h(Xesp))

= HHn(Xesp)

Pour n ≥ 0, soit HH Zar
n (resp. HH et

n ) le faisceau sur XZar (resp. Xet) associé
au préfaisceau qui associe U 
→ HHn(�(U, OU)) pour chaque objet U → X

dans XZar (resp. Xet). D’après [4, Corollary 0.4], on sait que HH et
n |XZar =

HH Zar
n . De plus, pour chaque n ≤ 0, la restriction Cn

h(Xet)|XZar est un faisceau
sur XZar. Donc, on a un morphisme naturel C∗

h(XZar) → C∗
h(Xet)|XZar des

complexes des faisceaux sur XZar qui induit un morphisme des suites spectrales
d’hypercohomologie (∀ n ∈ Z):

(2.4)

Hp(XZar, HH Zar
−n−p) H−n(XZar, C

∗
h(XZar)) = HHn(XZar)

=

Hp(XZar, HH et
−n−p |XZar) ⇒ H−n(XZar, C

∗
h(Xet)|XZar) = HHn(Xesp)

Il résulte de (2.4) qu’on obtient des isomorphismes HHn(Xesp) ∼= HHn(XZar),
∀ n ∈ Z.

Proposition 2.3. Soit X un schéma noethérien sur k. De plus, si X est
de dimension finie, on a un isomorphisme naturel HCn(Xesp) ∼= HCn(XZar),
∀ n ∈ Z.

Démonstration. Soit (BC∗∗(Xet), B, b) le bicomplexe des faisceaux sur
Xet associé à (BC∗∗(X), B, b). Pour chaque p, q ≤ 0, on peut uniquement
étendre le faisceau BCpq(Xet) à un faisceau sur Xesp. Il résulte que
BCpq(Xesp)|Xet = BCpq(Xet). Nous considérons une résolution injective J ∗∗
de Tot(BC∗∗(Xesp)) dans la catégorie Fsc(Xesp) ainsi qu’une augmentation
Tot(BC∗∗(Xesp)) → J ∗0 vérifiant les conditions détaillées dans [12, 5.7.9].
Les restrictions J ∗∗|Xet sont des objets injectifs dans Fsc(Xet). Alors, on a
(∀ n ∈ Z)

(2.5)

H−n(Xet, Tot(BC∗∗(Xet))) = H−n(�(X, Tot J ∗∗|Xet))

= H−n(�(X, Tot J ∗∗))
= H−n(Xesp, Tot(BC∗∗(Xesp)))

= HCn(Xesp)
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Il résulte de [4, Proposition 4.9] qu’on a un isomorphisme HCn(XZar) ∼=
H−n(Xet, Tot(BC∗∗(Xet))). En combinant avec (2.5), on a HCn(XZar) ∼=
HCn(Xesp).

Proposition 2.4. Soit X un espace algébrique sur k. Alors, on a une suite
exacte longue

(2.6) · · · −→ HHn(Xesp) −→ HCn(Xesp)

−→ HCn−2(Xesp) −→ HHn−1(Xesp) −→ · · ·

Démonstration. Par les définitions dans (2.1), on a une suite exacte:

(2.7) 0 −→ C∗
h(Xesp) −→ Tot(BC∗∗(Xesp))

−→ Tot(BC∗∗(Xesp))[2] −→ 0

L’hypercohomologie étant un foncteur hyper-derivé (voir [13, Appendix]), la
suite exacte longue associée à (2.7) est la suite exacte dans (2.6).

Si A est une k-algèbre, les groupes d’homologie de Hochschild HH∗(A)

de A sont munis d’un produit shuffle comme dans [8, §4.2]. Quand X est un
espace algébrique, nous montrons qu’on dispose d’un produit shuffle sur les
groupes HH∗(Xesp).

Proposition 2.5.
(a) Soient X, Y deux espaces algébriques. Alors, on a un produit shuffle

HHq(Xesp) ⊗ HHr (Yesp) → HHq+r ((X × Y )esp) ∀ q, r ∈ Z.

(b) Soit X un espace algébrique. Alors, on a un produit shuffle HHq(Xesp)⊗
HHr (Xesp) → HHq+r (Xesp) ∀ q, r ∈ Z.

Démonstration. (a) Pour chaque U ∈ Xet, V ∈ Yet on dispose des morph-
ismes shuffles comme dans [8, §4.2.1.2] (∀ q, r ≥ 0)

(2.8) shq,r (U, V ) : �(U, OU(U))⊗q+1 ⊗ �(V, OV (V ))⊗r+1

−→ �(U × V, OU×V (U × V ))⊗q+r+1

qui induisent un morphisme des complexes sh(U, V ) : C∗
h(X)(U) ⊗

C∗
h(Y )(V ) → C∗

h(X×Y )(U ×V ). Soient pX : X×Y → X, pY : X×Y → Y

les projections naturelles. Puisque {U ×V }U∈Xet,V ∈Yet est un système projectif
filtrant dans (X × Y )esp, les morphismes sh(U, V ) induisent un morphisme
des complexes des faisceaux sur (X × Y )esp:

(2.9) p−1
X (C∗

h(Xesp)) ⊗ p−1
Y (C∗

h(Yesp)) −→ C∗
h((X × Y )esp)
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Alors, pour q, r ∈ Z, on a une multiplication sur les groupes d’hypercohomo-
logie:

(2.10) H−q(p−1
X (C∗

h(Xesp))) ⊗ H−r (p−1
Y (C∗

h(Yesp)))

−→ H−q−r (C∗
h((X × Y )esp))

Il résulte des propriétés bien connues d’hypercohomologie qu’on dispose des
morphismes naturels H−q(C∗

h(Xesp)) → H−q(p−1
X (C∗

h(Xesp))) et
H−r (C∗

h(Yesp)) → H−r (p−1
Y (C∗

h(Yesp))). En combinant avec (2.10), on a un
produit H−q(C∗

h(Xesp)) ⊗ H−r (C∗
h(Yesp)) → H−q−r (C∗

h((X × Y )esp)). Ceci
montre le résultat.

(b) En particulier, si X est un espace algébrique, il résulte qu’on a un
produit shuffle HHq(Xesp) ⊗ HHr (Xesp) → HHq+r ((X × X)esp), ∀ q, r ∈ Z.
En composant avec le morphisme �∗

X : HHq+r ((X × X)esp) → HHq+r (Xesp)

induit par le morphisme diagonal �X : X → X × X, on a un produit shuffle
HHq(Xesp) ⊗ HHr (Xesp) → HHq+r (Xesp).

3. Cohomologie de Hochschild et les appariements

Soit X un espace algébrique séparé. Dans cette section, nous considérons la
deuxième définition d’homologie de Hochschild, qui est motivée par Buch-
weitz et Flenner [1]. Le but est de montrer que HH∗(Xesp) est un HH∗(Xesp)-
module, où la cohomologie de Hochschild HH∗(Xesp) de l’espace algébrique X

est définie de manière analogue à Swan [10, §1]. Nous notons par ModOX
(Xet)

la catégorie des OX-modules sur Xet. Alors, ModOX
(Xet) est une catégorie

abélienne et notons par D(ModOX
(Xet)) sa catégorie dérivée. Le faisceau

structural OX s’étend uniquement à un faisceau OXesp sur Xesp et notons par
ModOX

(Xesp) la catégorie des modules sur le site annelé (Xesp, OXesp). Enfin,
soit Xaff le site de Grothendieck dont les objets sont les morphismes étales
U → X tels que U est un schéma affine. On a une équivalence des catégories:

(3.1) ModOX
(Xesp) ∼= ModOX

(Xet) ∼= ModOX
(Xaff)

Soit �X : X → X × X le morphisme diagonal. Puisque X est séparé,
�X est une immersion fermée. Alors, on a un foncteur d’image directe �X∗ :
ModOX

(Xaff) → ModOX×X
((X × X)aff). Soit �∗

X : ModOX×X
((X × X)aff) →

ModOX
(Xaff) le foncteur d’image inverse et L�∗

X : D(ModOX×X
((X×X)aff))→

D(ModOX
(Xaff)) son foncteur dérivé. Dans cette section, l’homologie de Hoch-

schild de X est définie comme le groupe d’hypercohomologie:

(3.2) HHn(Xesp) := H−n(Xesp, L�∗
X�X∗OX) ∀ n ∈ Z

où L�∗
X�X∗OX est considéré comme un objet de ModOX

(Xesp). Cette défin-
ition est motivée par la définition de Buchweitz et Flenner [1, §2.3] en cas
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de espaces complexes. Nous montrons que les groupes HHn(Xesp) définis
comme dans (3.2) sont les mêmes que les homologies de Hochschild définies
dans Section 2.

Lemme 3.1. Soit X un espace algébrique séparé. Soient U → X, V → X

deux objets dans Xesp tel que U , V sont schémas affines. Alors, U ×X V est
un schéma affine.

Démonstration. Nous considérons le carre cartésien suivant:

(3.3)

U ×X V = X ×X×X (U × V ) U × V

X �X−−−−−−−−−−−−−→ X × X

Puisque le morphisme �X est représentable et une immersion fermée, le
morphisme U ×X V → U × V est une immersion fermée des schémas. De
plus, U × V est affine. Les immersions fermées des schémas étant affines, on
voit que U ×X V est un schéma affine.

Proposition 3.2. Soit X un espace algébrique séparé. Dans la catégorie
D(ModOX

(Xesp)), on a un isomorphisme C∗
h(Xesp) ∼= L�∗

X�X∗OX.

Démonstration. Soient U → X, V → X deux objets dans Xaff . Il résulte
de Lemme 3.1 que U ×X V = X ×X×X (U × V ) est un schéma affine et donc
U ×X V est un objet dans Xaff .

Pour n ≥ 2, soit b′(U ×X V ) : OX(U ×X V )⊗n+1 → OX(U ×X V )⊗n

comme dans [8, §1.1.11]. Alors, le complexe suivant:

(3.4) · · · −→ OX(U ×X V )⊗4

b′(U×XV )−−−−−−−→ OX(U ×X V )⊗3 b′(U×XV )−−−−−−−→ OX(U ×X V )⊗2

est une résolution de OX(U ×X V ) comme un OX(U ×X V ) ⊗ OX(U ×X

V )-module (voir [8, §1.1.11.1]) et donc comme un OX(U) ⊗ OX(V )-module
(utilisant le morphisme naturel OX(U)⊗OX(V ) → OX(U×XV )⊗OX(U×V )

des anneaux).
Alors, OX(U ×X V ) étant un espace vectoriel sur C, pour n ≥ 0, OX(U ×X

V )⊗n+2 = (OX(U ×X V )⊗OX(U ×X V ))⊗OX(U ×X V )⊗n est un OX(U ×X

V )⊗OX(U×XV )-module plat. De plus, puisque (OX(U×XV )⊗OX(U×XV ))

est étale sur OX(U)⊗OX(V ), OX(U×XV )⊗n+2 est un OX(U)⊗OX(V )-module
plat.

Puisque OX(U×XV ) ∼= �X∗(OX)(U×V ) et OX(U)⊗OX(V ) ∼= OX×X(U×
V ), il résulte de (3.4) que

(3.5) · · · b′−→ (�X∗(OX))⊗4 b′−→ (�X∗(OX))⊗3 b′−→ (�X∗(OX))⊗2
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est une résolution plat de �∗OX dans la catégorie des OX×X-modules. Alors,
dans la catégorie D(ModOX

(Xaff)), on peut calculer L�∗
X�X∗OX comme

(3.6) · · · �∗
X(b′)−−−−−→ �∗

X(�X∗(OX))⊗4

�∗
X(b′)−−−−−→ �∗

X(�X∗(OX))⊗3 �∗
X(b′)−−−−−→ �∗

X(�X∗(OX))⊗2

Pour chaque W → X dans Xaff , on a, pour n ≥ 0:

�−1
X (OX×X)(W) = OX×X(W × W)

∼= OX(W) ⊗ OX(W)(3.7)

�−1
X (�X∗(OX))⊗n+2(W) = (�X∗(OX))⊗n+2(W × W) ∼= OX(W)⊗n+2

Puisque �∗
X(�X∗(OX))⊗n+2 est le faisceau associé au préfaisceau suivant sur

Xaff ,

(3.8)
W 
→ OX(W) ⊗�−1

X OX×X(W) �−1
X (�X∗(OX))⊗n+2(W)

∼= OX(W) ⊗OX(W)⊗OX(W) OX(W)⊗n+2 ∼= OX(W)⊗n+1

et 1OX(W) ⊗OX(W)⊗OX(W) b′(W) est la même que la différentielle de Hoch-
schild sur OX(W)⊗n (voir [8, §1.1.13]), on a un isomorphisme L�∗

X�X∗OX
∼=

C∗
h(Xesp)|Xaff dans D(ModOX

(Xaff)) et donc un isomorphisme L�∗
X�X∗OX

∼=
C∗

h(Xesp) dans D(ModOX
(Xesp)).

La définition suivante de la cohomologie de Hochschild d’un espace al-
gébrique est un analogue de la définition de Swan [10, §1] pour les schémas
quasi-projectifs.

Définition 3.3. Soit X un espace algébrique et �X : X → X × X

le morphisme diagonal. Pour chaque n ∈ Z, la cohomologie de Hochschild
HHn(Xesp) de X est définie comme

(3.9)
HHn(Xesp) := n

Ext
ModOX×X

((X×X)et)
(�X∗OX, �X∗OX)

∼= Hn(RHomModOX×X
((X×X)et)(�X∗OX, �X∗OX))

Proposition 3.4. Soit X un espace algébrique séparé.

(a) Alors, la cohomologie de Hochschild de X est munie d’un produit:

(3.10) HHq(Xesp) ⊗ HHr (Xesp) −→ HHq+r (Xesp) ∀ q, r ∈ Z

(b) La cohomologie de Hochschild agit sur l’homologie de Hochschild com-
me:

(3.11) HHq(Xesp) ⊗ HHr (Xesp) −→ HHq−r (Xesp) ∀ q, r ∈ Z
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Démonstration. (a) Pour q, r ∈ Z, on a un produit de Yoneda:

ExtqModOX×X
((X×X)et)

(�X∗OX, �X∗OX) ⊗ ExtrModOX×X
((X×X)et)

(�X∗OX, �X∗OX)

Extq+r

ModOX×X
((X×X)et)

(�X∗OX, �X∗OX)

Appliquant (3.9), on a un produit HHq(Xesp) ⊗ HHr (Xesp) → HHq+r (Xesp)

sur la cohomologie de Hochschild.
(b) Par définition, on a:

(3.12)
HHq(Xesp) := H−q(Xesp, L�∗

X�X∗OX)

= H−q(RHomModOX
(Xesp)(OXesp, L�∗

X�X∗OX))

Appliquant l’équivalence ModOX
(Xesp) ∼= ModOX

(Xet) dans (3.1), on a

(3.13) RHomModOX
(Xesp)(OXesp, L�∗

X�X∗OX)

∼= RHomModOX
(Xet)(OXet , L�∗

X�X∗OX)

De plus, le foncteur L�∗
X : D(ModOX×X

((X×X)et) → D(ModOX
(Xet)) induit

un morphisme

RHomModOX×X
((X×X)et)(�X∗OX, �X∗OX)

−→ RHomModOX(Xet )
(L�∗

X�X∗OX, L�∗
X�X∗OX)

Composant avec le produit de Yoneda, on a un morphisme

RHomModOX
(Xet)(OXet , L�∗

X�X∗OX)

⊗ RHomModOX×X
((X×X)et)(�X∗OX, �X∗OX)

(3.14) RHomModOX
(Xet)(OXet , L�∗

X�X∗OX)

⊗ RHomModOX(Xet )
(L�∗

X�X∗OX, L�∗
X�X∗OX)

RHomModOX
(Xet)(OXet , L�∗

X�X∗OX)

et donc un morphisme

H−q(RHomModOX
(Xet)(OXet , L�∗

X�X∗OX))

⊗ Hr(RHomModOX×X
((X×X)et)(�X∗OX, �X∗OX))
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H−q+r (RHomModOX
(Xet)(OXet , L�∗

X�X∗OX))

Appliquant (3.9), (3.12) et (3.13), on a un produit

(3.15) HHq(Xesp) ⊗ HHr (Xesp) −→ HHq−r (Xesp)
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