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CONSTRUCTION DE VARIETES DE GROUPES
EXCEPTIONNELS NON k-RATIONNELLES

PHILIPPE GILLE*

Abstract

Our goal is to construct non k-rational varieties of exceptional groups. The relevant invariant is
the defect of weak approximation.

1. Introduction

Etant donné un groupe algébrique linéaire (connexe) G/ k défini sur un corps k
a priori non algébriquement clos, nous nous intéressons a la question suivante:

La variété de groupe G/ k est-elle k-rationnelle, i.e. le corps de fonctions
k(G) est-il transcendant pur sur k?

Un objectif trés ambitieux demeure la classification k-birationnelle des
groupes algébriques linéaires sur un corps k : celle-ci a été faite pour les groupes
semi-simples adjoints de rang < 3, lire I’article de synthese de Merkurjev [39].
Pour les tores algébriques, on dispose d’un critere simple de k-rationalité stable
mais on ignore si la k-rationalité stable entraine la k-rationalité (conjecture
de Voskresenskii [57, §4.7]). Par ailleurs, I’étude k-birationnelle des groupes
semi-simples pour les corps globaux a été faite par Chernousov-Platonov [9],
voir aussi [15] pour les corps géométriques de dimension 2.

Nous rappelons ici la définition de la k-rationalité ainsi que des variantes
pour une k-variété X (i.e. k-schéma séparé de type fini, réduit et irréductible).

(a) X est k-rationnelle si X est k-birationnelle a un espace affine.
(b) X est stablement k-rationnelle s’il existe un entier n > 0 tel que X x A}
k
est k-birationnelle a un espace affine.

(c) X est k-birationnellement facteur direct d’une variété k-rationnelle s’il
existe une variété Y /k telle que X x Y est k-birationnelle a un espace
k

affine.
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(d) X est rétracte k-rationnelle s’il existe un ouvert non vide U de X tel
que I’identité de U factorise a travers un ouvert V d’un espace affine
v 1.e. il existe des morphismes f : U — Vetr : V — U tels que

r o f = idU.

On a les implications (a) = (b) = (c) = (d). La rétracte k-rationalité
est donc une propriété plus faible que la k-rationalité; elle est due a Saltman
[48] (voir aussi [14], [24]) et est souvent la plus maniable, voir par exemple la
remarque 6.2.3. Dans cet article, nous étudions certains groupes exceptionnels.

THEOREME 1.1. Pour chacune des classes suivantes de groupes semi-simples
simplement connexe

(i) de type quasi-déployé > Dy, avec algébre d’Allen d’indice 2,
(1) de type quasi-déployé Eg, forme interne avec algebre de Tits d’indice 9,

(iii) de type quasi-déployé E; avec algebre de Tits triviale (i.e. forme forte-
ment interne),

(iv) de type quasi-déployé Eg,

il existe un corps F et un F-groupe G appartenant a cette classe tel que la
variété de groupe G/ F n’est pas rétracte F-rationnelle.

Les corps F' construits sont des corps transcendants purs sur C. Les groupes
construits sont anisotropes, ceci est nécessaire en type 3 Dy (resp. Eg) puisque
un groupe isotrope de type > D, (resp. ! E¢) est k-rationnel ([9], proposition 13,
resp. 14). Nos exemples sont fondés sur une technique de spécialisation de
I’approximation faible (prop. 3.1.1) appliquée a des corps transcendants purs
k(t1, ..., t,). De facon plus précise, k est muni d’une valuation vy (en pratique
discrete de rang 1) et le corps k(¢1,...,1,) est muni de 'unique valuation
(discrete) v, qui prolonge vg et qui soit triviale sur les ;.

Une difficulté technique est de travailler avec 1’approximation faible pour
des corps valués (en pratique de valuation discréte de rang 1) non complets, cela
impose quelques sorites pour montrer notamment qu’une variété de groupes
rétracte k-rationnelle satisfait I’approximation faible (lemme 2.1.5).

Cela fait aussi une différence avec les exemples antérieurs, notamment
la construction par Platonov d’une algebre simple centrale D/F telle que
SK (D) = SL{(D)/[D*, D*] est non trivial [44] (voir aussi [54]) qui était
sur des corps de séries formelles itérées. Un résultat de Voskresenskil montre
alors que la variété de groupes SL;(D) n’est pas rétracte F-rationnelle [56]
(voir aussi [57, §18.2] et [58, §6]).

Des exemples de groupes de spineurs ont été construits sur des corps simil-
aires par Monastyrnyi-Yanchevskii [40]; pour les groupes adjoints, le cas des
groupes projectifs orthogonaux est discuté dans I’article [22].
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Notre propos consiste donc a aborder le cas des groupes exceptionnels, et
de tels groupes décrits par la théorie de Bruhat-Tits. De fagon plus précise, les
groupes du théoréeme 1.1 sont essentiellement issus de I’article de Tits [55],
c’est exactement le cas en type E7 et Eg. Le cas trialitaire est celui ol I’on
donne le plus de détails sur les constructions (§6).

Cette technique donne lieu par la méme occasion a des groupes adjoints
non rétractes k-rationnels de type E; (exemple 5.2.3) et il n’est pas exclu
qu’elle permette de traiter le cas adjoint de type E¢. (voir remarque 5.1.3). En
revanche, nous avons vérifié€ a la fin qu’elle est inefficace pour les groupes de
type F4 (les groupes de type G, sont des variétés k-rationnelles). Ceci est une
évidence en faveur de la k-rationalité stable des variétés de groupes de type
Fy, question toujours ouverte a notre connaissance.

Par ailleurs, pour certains groupes trialitaires, une méthode «générique»
permet de construire a peu de frais (a partir des groupes classiques) des
groupes simplement connexes/adjoints qui ne sont pas des variétés rétractes
k-rationnelles (cf. proposition 9.0.2).

A la fin de I’article, nous discutons cependant de facon conjecturale com-
ment la R-équivalence, que nous voyons pour les groupes algébriques comme
un avatar de I’approximation faible (§8.1), pourrait donner une meilleure com-
préhension des contre-exemples du théoreme principal.

REMERCIEMENTS. Je remercie Alexander Merkurjev pour m’avoir signalé
une erreur dans une version préliminaire. Je remercie Jean-Louis Colliot-
Thélene et Boris Kunyavskil pour les discussions bienvenues autour de cet
article. Enfin, je remercie les deux rapporteurs pour leurs commentaires et
suggestions.

Notations

Si I est un groupe et d > 1 un entier, on note I'? le sous-groupe (distingug)
de I" engendré par les 0 pour o € .

On note k; une cldture séparable de k. Soit S un k-groupe de type multiplic-
atif (cf. [52], exp. X). Onnote G, = Spec(k[ l]) le tore standard déployé. On
dit que S estun k-tore (resp. est fini) si S est un Z-module libre (resp. fini). On
note § = Homy, _¢, (Sk,, G i) (resp. 50 = Homy _,, (G','bkw Sk,)) le module
galoisien des caracteres (resp. cocarateres) de S. Si X€ES (ks), on note k, / k
I’extension galoisienne finie minimale telle que x € S(k, ). On définit ensuite
I'extension galoisienne finie ks/k comme le composé des extensions k, pour
x parcourant S(ky) et on note I'(S) = @Gal(ky /k). SiT(S) = 1 (i.e. S estun
module galoisien avec action triviale), on dit que S est déployé. Ainsi kg/k est
I’extension minimale déployant S. Pour toute extension séparable finie L/k,
le k-groupe Ry« (S) est de type multiplicatif et on note R} /x(S) le noyau de
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la norme Ny : Ry (S) — S. On dit qu’un tore T est quasi-trivial si T est
un produit direct de facteurs Ry i (G,,). On dit qu’un tore T est inversible s’il
est facteur direct d’un tore quasi-trivial. R

On dit qu’un k-tore S est flasque si son module des cocaracteres S0 est
coflasque, c’est-a-dire H! (F/, (S)O) = 0 pour tout sous-groupe I de I'(S).

On entend par k-groupe algébrique linéaire un k-groupe algébrique affine et
lisse [1, §1.1]. Si G est un k-groupe algébrique, on note G’/ k sa composante
neutre [17, I1.5.1]. On dit qu’un k-groupe algébrique linéaire est réductif (resp.
semi-simple) s’il est lisse et connexe et si le radical unipotent (resp. le radical)
de H x; k est trivial (loc. cit., §11.21). Le rang relatif d’un k-groupe réductif
G est la dimension maximale de ses sous k-tores déployés; le rang absolu est
le rang relatif de G x4 k. On dit que G est anisotrope si son rang relatif est nul.

De plus, si I' est un groupe fini et A un I'-module, on rappelle la notation

LI (T, A) = ker(H" (T, A) - [[H (o), A)).

oel

On note @ I’anneau local en 0 de la droite affine A,l. Onnote F,, = k(t1,...,1,)
pour tout n > 1. Pour chaque n >1, on note 0, 1’anneau local de A,l(t] o)
en t, = 0. Avec cette convention, ona O = 0.

2. Préliminaires

2.1. Sorites sur I’approximation faible

Pour I’approximation faible, on travaille avec une tour! k ¢ K C K’ ou
K’ = Ky x --- x Kj est un produit fini de corps topologiques séparés et non
discrets (mais non nécessairement complets) et K un sous-corps dense de K’.
On note que K est alors nécessairement un corps infini.

REMARQUE 2.1.1. Examinons le cas particulier qui est utilisé dans les ap-
plications aux groupes algébriques. On suppose que K est muni de valeurs
absolues non triviales | |; : K — R (@ = 1,...,n) et qui sont deux a deux
indépendantes, i.e. | |; et | |; définissent des topologies distinctes pour i # j.
Pour chaque i, soit K; un K -sous-corps du corps complété K; relativement a la
valeur absolue | |;. Alors le théoreme d’Artin-Whaples [34, XII.1.2] entraine
que K est dense dans le produit K x - - - x K, et donc a fortiori dans le produit
K x -+ x K, muni de la topologie induite.

Chaque X (K;) est muni de la topologie «forte» induite par K; [42, §2.1].
Si X est affine, c’est la topologie la moins fine telle que les applications fk, :
X (K;) — K; soient continues pour tout f € HO(XKI,, Ox).

! En pratique, on a souvent k = K mais cette généralité est commode.
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On dit que I’approximation faible vaut pour (X, K, K’) si X (K) est dense
dans X (K")iop ot X(K")iop = X (Ki)iop X -+ X X(K))iop st muni de la
topologie produit.

Si H/k est un groupe algébrique, I’adhérence H(K) de H(K) dans le
groupe topologique H (K')p est un sous-groupe. On note alors

A(H, K, K') = H(K)\H(K)wp

le quotient (a gauche) du groupe topologique H(K'),p par H(K). C’est le
défaut d’approximation faible de H pour le couple (K, K').

REMARQUE 2.1.2. Dans le cas d’un corps de nombres K etlorsque K’ estun
produit de corps locaux complétés de K, Sansuc a démontré pour H connexe
que le groupe H (K) est distingué dans H (K'),op et que le quotient est abélien
fini [48, corollaire 3.5]. Ceci est le cas aussi pour les corps géométriques de
dimension 2 [15, Th. 4.13], I’argument reposant sur le fait que I’approximation
faible vaut dans le cas semi-simple simplement connexe. Il nous semble que ce
sont essentiellement les seuls cas ou I’ on puisse dire quelque chose de pertinent.
Ceci étant, dans tous les exemples connus identifiés, le sous-groupe H (K) est
alors un sous-groupe distingué de H(K'),, et le quotient A(H, K, K') est
abélien d’exposant fini.

LEMME 2.1.3. Soit X/ k une variété lisse connexe et U un ouvert non vide
de X.

(1) Si X(K) est dense dans X (K")op, alors U(K) est dense dans U (K ") op.
(2) Si U(K') est dense dans X (K')p alors la réciproque de (1) est vraie.
(3) Si X = Al avecn > 1, alors U(K) est dense dans X (K')qp.

REMARQUE 2.1.4. Si K’ est un produit de corps valués (arbitraires) henséli-
ens, le théoréme des fonctions implicites [28, th. 9.4] indique que U (K") est
dense dans X (K")op, donc (1) est une équivalence dans ce cas.

DEMONSTRATION. (1) Soitx € U(K’) et Q un voisinage ouvert de x dans
U (K")op- Alors 2 est un voisinage ouvert de x dans X (K)o et par hypothése
QNX(K') #¥. Il suitque QN U (K')op # 9.

(2) Evident.

(3) On écrit K’ = K| x --- x K; ou les K; sont des corps topologiques
séparés. Suivant le (2), il suffit de montrer que U (K;) est dense dans X (K)op
pour j =1,...,/, ce que I’on va montrer en fait pour tout K;-ouvert U; de
X Xk Kj.

OnaX =A,n>1etU; ={f #0}pour f € Kj[x1,...x,].Sin =1,
alors X\ U est fini et U; (K) est dense dans le corps topologique K; puisque K
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est non discret. Pour n > 2, soitx € (K;)" et €2 un voisinage ouvert de x dans
(Kj){op- On veut montrer que 2NU; (K;) est non vide. On choisit un hyperplan
affine H; de A" x; K; contenant x tel que H; N U; est schématiquement
dense dans H;. Par récurrence sur la dimension, (H; N U;)(K;) est dense dans
H (K ;)op, donc I’ouvert 2 N H(K;) de H(K}),p intersecte non trivialement
U(K;). On conclut que 2 N U;(K;) est non vide.

LEMME 2.1.5. Soient H/k un groupe réductif, M/ k un sous-groupe fermé
de H et V un ouvert non vide de l’espace homogene X = H/M. Si X est une
variété rétracte k-rationnelle, alors V (K) est dense dans X (K')op.

DEMONSTRATION. Par hypothese, il existe un ouvert dense VT de X tel
qu’il existe un morphisme p : V — VT admettant une section s ott V est
un ouvert d’un espace affine. Quitte & remplacer V par V N V', on peut
supposer que V = VT. Vu qu’un espace affine satisfait I’approximation
faible et grace a I’existence de la section s, le lemme 2.1.3.(3) montre que V
satisfait I’approximation faible et il en de méme de V par projection. Ainsi
le lemme 2.1.3.(2) indique qu’il suffit de montrer la densité de V (K’) dans
X (K")iop- On écrit K’ = K x - - - x K; ot les K; sont des corps topologiques
séparés non discrets. Il suffit de montrer que V (K)op est dense dans X (K;)op
pour j = 1,...,[. Soit U un ouvert non vide de H. Puisque U (K) est Zariski
dense dans H [1, 18.3], il vient V(K) .U = X. Etant donné x; € X (K )op, il
existe donc g € V(K) tel que g . x; € U(K;)ip- On note que V> = V N g(V)
est un ouvert non vide de V, ainsi V°(K;) est dense dans V (K;)p. Il suit que
g WV (KDwop = 87 'V(Kjop N V(K))op est dense dans g~V (K;)op, d’0
on conclut que x; appartient a I’adhérence de V (K;) dans X (K;)op-

LEMME 2.1.6. Soit H/k un groupe algébrique linéaire. Soit M un k-sous
groupe k-résoluble (i.e. admettant une suite de composition centrale a quotients
G,, ouG,) et distingué dans G. L’application A(H, K, K')—>A(H/M, K, K’)
est bijective.

DEMONSTRATION. Par dévissage de M, on est ramené au cas ou M = G,
ou M = Gy,. On sait alors que la fibration H — H /M est localement triviale
pour la topologie de Zariski; en particulier il existe un ouvert affine U de
Q := H/M trivialisant la fibration p.

La surjectivit¢ de A(H, K, K') — A(Q, K, K’) résulte de celle de H(K")
— Q(K'). Ayant en vue I’injectivité, montrons d’abord que la fibre en [1,]
de cette application est réduite a [15]. Comme H (K) est Zariski dense dans
H [1,18.3],il existe hy, ..., h, € H(K)telsque Q =h, . UU---Uh, . U.
Soit h € H(K') tel que p(h) € Q(K). Quitte a translater 4 a gauche par un
élément de H(K), il est loisible de supposer que p(h) € (), h; . U. 1l existe
un indice i tel que p(h) € h; .U(K).Or p~'(h; .U) = h; .U x M. Dans cette
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carte, h € h; . U(K) x M(K'). Comme M (K) est dense dans M (K’) d’apres
le lemme 2.1.5, il résulte que & € H(K).

Passons maintenant au cas général de l’injectivité Soient donc k), hj,
H(K') tels que p(h) = g p(h),) avec oo € O(K). Alors h!, (hy,)~ 3 deﬁmt
un élément de la fibre en [1 ] de ’application A(H, K, K') — A(Q, K, K').
Comme cette fibre est réduite a un élément, il suit qu’il existe o, € Q(K)
satisfaisant i/, (h},)™! = hoo d’ ol aussitdt h/, = haoh). Ceci établit I’injectivité
de I’application A(H, K, K') > A(Q, K, K').

2.2. Le cas des tores algébriques

2.2.1. Le critere de rétracte k-rationalité. Dans le cas d’un k-tore algébrique,
Colliot-Thélene et Sansuc ont établi un critere de rétracte k-rationalité en ter-
mes de R-équivalence pour T et aussi de résolution flasque [13, §7]. Rap-
pelons qu’un résolution flasque est une suite exacte de k-tores algébriques
1—-> S —> E — T — 1ou E estun k-tore quasi-trivial et S est un k-tore
flasque (voir Notations).

La R-équivalence est une notion due a Manin [36]. Onnote A I’anneau semi-
local en O et 1 de la droite affine A} (on peut aussi remplacer 1 par I'infini). Soit
X /k une variété algébrique définie sur un corps k, c’est-a-dire ici un schéma
séparé de type fini sur k. La R-équivalence est la relation d’équivalence sur
I’ensemble des points rationnels X (k) de X engendrée par la relation élé-
mentaire suivante: deux points xo et x; de X (k) sont dits directement R-
équivalents s’il existe x € X(A) tel que x(0) = x¢ et x(1) = x;. Sur un
groupe algébrique, on sait que deux points R-équivalents le sont directement
[21, II.1.1]. Le théoréme suivant figure essentiellement dans [13, §7].

THEOREME 2.2.2. Soit T / k un tore algébrique. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes:
(1) T est rétracte k-rationnel,

2) Sil— S - E - T — 1 désigne une résolution flasque de T, le tore
flasque S est facteur direct d’un tore quasi-trivial. En outre, T X S est
k-birationnel a E.

(3) T est R-trivial, i.e. T(F)/R = 1 pour tout k-corps F;

(4) Pour tout anneau de valuation discrete (de rang 1) R/ k de corps résiduel
Kk, Uapplication T (R) — T (k) est surjective.

(4’) Pourtout anneau de valuation discréte (de rang 1) R/ k de corps résiduel
k(T), 'application T(R) — T (k) est surjective.

(5) Pour tout anneau de valuation discréte R/k (de rang 1) de corps de

fractions K et de complété K T (K) est dense dans T(K ).
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(5°) Pour tout anneau de valuation discrete R/k (de rang 1) de corps de
fractionsAK , de corps résiduel k(T) et de complété K, T (K) est dense
dans T (K).

DEMONSTRATION. Pour les équivalences (1) < (2) <= (3) <= (4), voir
[13, 7.4]. Par ailleurs, on a (1) = (4) suivant le lemme 2}.\1.3.(1) et on a
(5) = (4), puisque (5) entraine que 7 (A) est dense dans T (A).

Ona(4) = (4’)et(4’) = (1) estun fait général (prop. 8.2.1, (ii’) = (i)).
De méme, on a (5) = (5’) et (5’) = (1) résulte de I'implication (iv’) = (1)
du méme énoncé.

REMARQUES 2.2.3. (a)L’assertion (ii) ne dépend que Qu r (T)—mo@.\lle des
caracteres 7'. Etant donné une résolution flasque 0 - 77 — E — § — 0
de I'(T')-réseaux, elle se traduit par le fait que S est inversible, c’est-a-dire
facteur direct d’un I'(T")-module de permutation, voir [39, prop. 3.3].

(b) L’assertion (4) ressemble au critere de relévement de Saltman de rétracte
k-rationalité, a ceci preés que I’on ne le demande que pour des anneaux de
valuation discrete.

(c) On ignore si les équivalences (1) <= (4) et (1) <= (5) sont valables
dans le cas d’un k-groupe réductif. On montre plus loin (§8.2) I'implication
(5) = (1) pour un k-groupe réductif.

2.2.4. Tores déployés par une extension métacyclique. On va examiner main-
tenant une classe de tores pour lesquels le critere est vérifi€. On rappelle qu’un
groupe fini I' est métacyclique si tous ses sous-groupes de Sylow sont cyc-
liques. Endo et Miyata ont caractérisé cette propriété.

THEOREME 2.2.5 ([18, Theorem 1.5], voir aussi [12, proposition 2]). Soit T’
un groupe fini. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) Le groupe I" est métacyclique;

(b) Pour tout I'-réseau flasque M, M est inversible, c’est-a-dire facteur
direct d’un I'-réseau de permutation.

Ceci a la conséquence remarquable suivante [12, corollaire 3].

COROLLAIRE 2.2.6. Soit T un k-tore algébrique déployé par une extension
galoisienne métacyclique (i.e. de groupe de Galois métacyclique). Alors T est
k-birationnellement facteur direct d’une variété k-rationnelle.

DEMONSTRATION. Soit | - § — E — T — 1 une résolution flasque de
T de sorte que I"extension galoisienne k7 déploie E. Le théoreme 2.2.5 montre
que le I'(T)-module S est inversible. Alors S est facteur direct d’un k-tore
quasi-trivial E’ et le théoréme 2.2.2.(2) montre que T est k-birationnellement
un facteur direct de E.
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2.2.7. Quelques exemples de tores. La facon la plus simple d’exhiber des
tores non rétractes k-rationnels est 1’utilisation de 1’invariant IHCZU(F, T) qui,
en caractéristique nulle, s’identifie au groupe de Brauer non ramifié du k-tore
T modulo Br(k) ([13], proposition 9.5). On se propose de calculer cet invariant
pour des tores remarquables.

LEMME 2.2.8. Soit | un nombre premier inversible dans k. et r un entier sat-
isfaisant 0 < r < n. Soient ay, ...,a, € k*. On pose k; = k[ul/(u' — a;)
et M = ki Q-+ Qi ky et T,y C G X Ruyyi(Gy) le tore d’équation
= Nyyi(y). On suppose que M est un corps et on pose I' = I'(T, i) =
Gal(M/k).

(1) W (T, T,.p) — WIA(T,Z/172).

2) On a IHZ)(F, Z/1"2) = O si et seulement sir = 0 ou n = 1. Dans
le cas v = 0 (resp. n = 1), T,y est une variété k-rationnelle (resp.
birationnellement facteur direct d’une variété k-rationnelle).

DEMONSTRATION. (1) Le module des caracteres 7}, s’inscrit dans le dia-
gramme commutatif

Z[T] —— Z[I']

0—s z ¥ z@zr1— T,y — 0

I

0—> Z Z ——27/I'z—0.

0 0

Vu que Z[I'] est un module acyclique, il vient H*(T, Tov) S HAT, Z/172) et
W2 (T, T, ) = W2 (T, 2/172).

(2) Sir = 0,oun = 1, il est clair que LHZ)(F, Z/1"2) = 0. De plus, si
n =0, To,» estisomorphe a Ry (G,,) donc est une variété k-rationnelle. Si
n = 1, le corollaire 2.2.6 indique que 7, ys est birationnellement facteur direct
d’une variété k-rationnelle.

On suppose donc n > 2 et r > 1 et on veut montrer que le groupe
12 (T, Z/1"Z) est non trivial. Sans perte de généralité, on peut supposer que
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n = 2. On voit H*(T', Z/1"Z) comme le groupe des extensions centrales de
I' = (2/12)? par Z/1"Z. Dans le cas r = 1, le groupe de Heisenberg H (Z/1Z)
est une extension centrale non triviale (ce groupe n’est en effet pas commutatif)
de I' par Z/1Z de sorte que tout sous-groupe Z/IZ de I" se releve en un sous-
groupe de Z/1Z de H(Z/1Z). En d’autres mots, I’extension H(Z/[Z) définit
un élément non trivial de LHZ)(F, Z/1Z). Son image dans LHLZU(F, Z/1"Z) est
encore non triviale car le groupe associé H, contient H(Z/IZ) et n’est donc
pas commutatif.

2.2.9. Tores des normes communes. On garde les notations précédentes en
considérant un nombre premier / inversible dans k et des scalaires ay, ..., a, €
des normes communes associé aux extensions ki, ..., k, est le sous-tore de
[Tizi...» Ri/x(Gp) défini par I’équation

Niye(y1) = -+ = Ny, e (yn).

Le morphisme

,,,,,

Ryye(Gp) X G —> l—[ Rk (Gm), (3. ) = (Nagyi, DE),_,

i=1,...,n
factorise par T et définit un morphisme p : Ry /x(G,,) — T.

LEMME 2.2.10. p(M* x k*) = RT (k) et

() M) /NaauM) ) = T'R)/R.

i=1,..., n

DEMONSTRATION. Pour le cas [ = 2, voir [22, prop. 2], le cas [ impair est
analogue.

THEOREME 2.2.11 (Merkurjev). On suppose que [ est impair et que ay, . . .,
a, engendrent une famille de rang > 2 dans le Fj-espace vectoriel k* | (k).
Alors le tore des normes communes Ty 4, o, 1’est pas R-trivial.

7

DEMONSTRATION. 11 est évidemment loisible de supposer que k contient
une racine primitive /-iéme de 1’unité ¢. Si n = 2, c’est [37, cor. 2.9]. On se
ramene a ce cas de la facon suivante. On observe que le groupe 7 (k)/R ne
dépend que du sous-espace vectoriel de k* /(k*)! engendré par les a;. En effet
on a

[ N ={t €k (1)U (@) =0e H k& )}

i=1,...,n
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et Nyj(M>) = Nk(\z/a,_”,(/a—”)/k(k((/a_, e (/E)X). Ensuite, il existe une
extension finie L/k telle que ay, ..., a, forment une famille de rang 2 dans
le F;-espace vectoriel L* /(L*)'. Ainsi le tore 7, n’est pas R-trivial et donc T
n’est pas T -trivial.

THEOREME 2.2.12. On suppose que | = 2 est impair et que ai, ..., a,
engendrent une famille de rang > 3 dans le Fy-espace vectoriel k* /(k*)>.
Alors le tore des normes communes T, 4, ....q, n’est pas R-trivial.

7

DEMONSTRATION. De méme que dans le théoreme précédent, on se ramene
au cas n = 3. Alors T est un (Z/2Z)*-réseau et le théoréme 2.2.2.(2) (cf.
remarque 2.2.3.(a)) indique que la propriété de R-trivialité ne dépend que ce
(Z/22)3-réseau. Ainsi il suffit d’exhiber un exemple d’un tel tore non R-trivial,
ce qui a a été fait par Shapiro-Wadworth-Tignol [53, th. 5.1] (voir aussi [22,
remark 4] et [30, p. 209-210]).

REMARQUE 2.2.13. Pour/ = 2 et n = 2, le tore des normes communes
T3 4,.a, €St une quadrique avec un k-point, il s’agit donc une variété k-ration-
nelle.

2.3. D’autres dévissages

On reprend la situation générale du §2.1 avec une donnée k C K C K’. Il est
commode d’exclure le cas d’un corps de base fini.

ProposiTION 2.3.1. Soit H / k un groupe algébrique linéaire connexe défini
sur un corps fini k. Alors H k-birationnellement facteur direct d’une variété
k-rationnelle. En outre A(H, K, K') = 1.

DEMONSTRATION. On suppose tout d’abord H réductif.

Premier cas: H est rétracte k-rationnel. On sait que H est quasi-déployé
(Lang, [1,prop. 16.6]). SiB = U xT et B~ = U~ x T sont deux sous-groupes
de Borel opposés, H contient la grosse cellule U™ x T x U~. Comme les
groupes unipotents U et U~ sont des espaces affines en tant que k-variétés, H
est stablement rationnellement équivalent a 7. Le tore T est déployé par une
extension cyclique, donc est k-birationnellement facteur direct d’une variété k-
rationnelle, voir le corollaire 2.2.6. Par suite H est k-birationnellement facteur
directd’une variété k-rationnelle. Il résulte dulemme 2.1.5que A(H, K, K') =
1.

Cas général: onnote U le radical unipotent de H, il est défini sur k puisque
k est parfait. C’est un k-groupe résoluble déployé [52, XVIL.4.1.3]. Alors le
quotient H™ = H /U estréductif et H est birationnellement isomorphe a U x
H™, Le groupe H estdonc une variété rétracte k-rationnelleet A(H, K, K') =
1 suivant le lemme 2.1.3.
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La proposition suivante généralise un fait remarqué par Sansuc [49, prop.
3.2].

ProposITION 2.3.2. Soit H/k un groupe réductif. Soit P un sous-groupe
parabolique de H, L un sous-groupe de Levi de P et S/k le tore maximal
déployé du centre Z(L) de L. On a des isomorphismes

A(L/S,K,K') <— A(L,K,K') — A(P,K,K') — A(H,K,K).

DEMONSTRATION. Onnote p : H — H/P et Wy = Ny(S)/Zy(S) le
groupe de Weyl relatif. On note R, (P) le radical unipotent de P, il est défini
sur k [1, prop. 20.5].

Les deux premiers isomorphismes résultent du lemme 2.1.6 appliqué re-
spectivement aux fibrations L —- L/Set P - P/R,(P) = L

Montrons la surjectivité¢ de A(P, K, K') — A(H, K, K"). Soith € H(K').
Suivant la décomposition de Bruhat [1, §21], il existe un K-ouvert U de H/ P
qui est un espace affine contenant p(h) et trivialisant p. Alors p~ ' (U) =
U xx P.Comme U(K) est dense dans U(K"), il suit que p~'(U)(K') =
U(K’) x P(K') estinclus dans 1’adhérence de H(K) . P(K’) dans H(K'). En
particulier [h] € A(H, K, K') appartient a I'image de A(P, K, K').

Pour établir I’injectivité de A(P, K, K') — A(H, K, K’), il suffit de re-
garder le noyau. Soith € P(K')NH(K).Onnote U C H/P unouvert trivial-
isant la fibration p et contenant p(1). Alors & appartient a 1I’ouvert topologique
p (U)K ZUK')x P(K')de H(K")top. Comme p Y(U)YKHNH(K) =
p~'(U)(K), h appartient 2 1’adhérence de p~!(U)(K). Par projection sur P,
on conclut que 4 € P(K).

2.4. Retour sur un résultat de Harder

On suppose donné un corps F muni de valeurs absolues non triviales | |y, ...,
| |» : F — R.Comme dans la remarque 2.1.1, on note F; les corps complétés
respectifs i = 1, ..., n).

Soit G/ F un groupe réductif. Notre but est de reprendre et de raffiner une
construction de Harder [29, Satz 2.1] afin de construire un «gros» sous-groupe
dlstln}gue ouvert U; de G(F ). Pour chaque F -tore 7; maximal de G;, on note
RT; (F;) le sous-groupe des €léments R-équivalents al’origine dans T(F ). On
note U; le sous-groupe de G(F ) engendré par les RT; (F ) pour 7T; parcourant
I’ensemble des F;-tores maxi\maux de G xr F;. Par construction, U; est un
sous-groupe distingué de G (F;). On désigne par U = U; X - - - x U, le sous-
groupe produit de G(F}) x --- x G(Fy).

THEOREME 2.4.1. On note d le degré de I’extension galoisienne déployant
le tore générique de G/K.
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(1) Pouri =1,...,n, U; est un sous-groupe ouvert distingué de G(F )top
et contient G(F )d

(2) OnaU C G(F) C G(F)) x -+ x G(E,).

Ceci est un peu plus général que le théoréme original [29, Satz 2.1] qui traite
le cas G semi-simple et ou les valeurs absolues sont associées a des valuations
discretes de rang 1 sur F. Harder montre alors qu’il existe un ouvert €2 de
G(Fy) x -+ x G(F,) contenant G(F); ce groupe 2 n’est pas le méme que le
ndtre, voir la remarque 2.4.2.(a). La démonstration utilise la variété des tores
de G et sa rationalité sur le corps de base. Reprenant la méme trame, notre
énoncé est inspiré aussi de 1’article de Kunyavskii-Skorobogatov [33].

DEMONSTRATION. (1) On fixe un complété F Soit 7; un F -tore maximal

de G xp F et 501t 1—> 8 — E —> T; — 1 une résolution ﬂasque du F -tore
T;. On a RT(F) = fi(E; (F )). Comme f; est lisse, fiwp : E; (F Yiop —>
T; (F Jtop €St une application ouverte suivant le théoreme des fonctlons s impli-
cites [51, §11.3.9]. Par suite RT; (F ) est un sous- groupe ouvert de T; (F ). Par
ailleurs le groupe T; (F )/ R est tué par I"ordre de I' (T / F ) [12, cor. 4, p. 200],
donc par d. 1l suit que T; (F )Y C RT, (F ). Ceci regle le cas ou G est un tore.
On passe au cas général en considérant comme Harder le F -morphisme
u: (G xpF)xp Ti—> G xp F
(h,t) —> u;(h, t) = t;ht] ' th™!
out; € T(F\i) est un élément régulier. La différentielle en (1, 1) est
dui:  Lie(G)(F) @ Lie(T})(F;) — Lie(G)(F)
X, Y)——(ad(;) — 1) . X + Y;

elle est surJectlve Parle theoreme des fonctions implicites, I’application u; (p :
G(F Jiop X T(F diop —> G(F )iop €St ouverte au voisinage de (1, 1). En n par-
ticulier, u; (G(F ) x RT(F; )) contient un voisinage de 1’origine de G(F )top-
Par construction, on a u; (G(Fi) X RT(F\,-)) C U;, donc U; est un sous-groupe
ouvert de G(F Dtop-

Montrons maintenant que G(F; )¥ C U;. 1l suffit de montrer que g¢ € U;
pour tout g; € G(F )- Vu que U; est ouvert et que les éléments semi-simples
réguliers de G(F ) forment un ouvert dense de G(F ), on peut supposer g;
semi-simple régulier. Dans ce cas, Zg, . 7,(8) = T/ est un F -tore maximal
de G7 etavuqueg! € RTi’(F\i) C U;.

(2) Pour montrer que U = Uy x -+ x U, C G(K) C [[,_y G(Fi)top,
il suffit de savoir approcher les générateurs de U. On se donne donc des
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tores maximaux 77/ F... T/ F, et on souhaite approcher un élément g =
(g1,--.,8n)avecg; € RT; (F ypouri =1,...,n. Onnote X/F la variété des
tores de G [52, XIV.2]. Le F -tore T deﬁmt un pomt x;€X (F ) et produit un
F -isomorphisme G 7 /NGF (T) X X F F

Or X est une variété rationnelle d’ apres un théoreme de Chevalley (voir [52,
XIV.2.16]). Ainsi X (F)est dense dans [ [ X (F;) etil e)gste x € X(F) tel que
x = h; .x; et h; € G(F;) trés proche de I'unité de G(F;) pouri = 1,...,n
On note T/F le tore sous-jacent a x. Ona T = h; T; hl._l. Il est loisible
de remplacer g; par h,-g,-h;l pouri = 1,...,n. En d’autres mots, on s’est
ramené au cas g € [[; T(F;). Ensuite on choisit une résolution flasque de

l1>S—>E2XT > 1eton rappelle que T (F)/R AN H!(F, S) [12,
cor. 1] ou de facon équivalente que p(E(F)) = RT(F) est le sous-groupe
des éléments de T'(F) R-équivalents a 1. Il en est de mé&me sur les F;, d’ou le
diagramme commutatif

E(F) -5 T(F) —> T(F))R —>1

@ | l l

[T EGE) 25 [, T(F) —— [1, T(F)/R — 1.

Les gi se relevent en des y; € E(F) etdonc geny = (y1,..., W) €
[LLE (F ). Or le tore quasi-trivial E/F est une variété F-rationnelle et satisfait
la propriété d’approximation faible. Ainsi E(F') estdense dans [ [, E (F )top €t
g est donc approchable a tout ordre par un élément de 7' (F') et donc a fortiori
de G(F).

REMARQUES 2.4.2. (a) Dans la construction de Harder, la résolution flasque
de T;/F; est remplacée par la norme Nﬁ’Ti/fi : RETI_/E (T;) — T;. Le groupe
U du théoréme 2.4.1 contient donc celui construit par Harder.

(b) La borne d donnée dans la démonstration est quelque peu grossiere. Un
raffinement consiste a prendre pour d le ppcm des exposants des groupes de
défauts d’approximation faible des F-tores maximaux de G.

(c) Si d est premier a la caractéristique, I’application G — G, g — g est
étale a I’origine [52, XV.1.3] de sorte que le sous-groupe [ [,_, G(F )d est

un sous-groupe (distingué) ouvertde [[,_, G(F\,-).

.....

3. Spécialisation du défaut d’approximation faible

3.1. Principe

Soit (k’, v9) un corps valué contenant le corps k de facon dense. On munit le
corps k’(t) de I’unique valuation v prolongeant la valuation vy de &’ et triviale
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sur ¢ [3, VI, §10, prop. 2]. Cette valuation est parfois appelée la valuation de
Gauss; pour un polyndéme Q = Z?:o a;t', onav(Q) = Inf(vo(a;)).

Onnote k(1) -top le corps k' (¢) équipé de la topologie définie par la valuation
de Gauss. La description explicite précédente indique que le corps k() est
dense dans (k'()) y-op-

Plus généralement, si Y est une k(¢)-variété, on note Y (k'(t)),-op I’espace
topologique induit par la topologie de k'(¢) définie par la valuation de Gauss.

Enfin, on rappelle la notation @ pour 1’anneau local de k[¢] en O; on pose
0 =0 Rk k'

PropPosITION 3.1.1. Soit &/0 un schéma en groupes affine de type fini.
On note &;/k la fibre spéciale. Si &(0") = &(k'(t)), alors I'application
de spécialisation &(0') — G(k') induit une application entre les défauts
d’approximation faible

®(k(t)) \ 65(k/(l‘))v—lop - &u(k) \ (Su(k/)vg—lop-

ou les adhérences sont prises pour les topologies respectives. En particulier, si
&0 — Gy (k') est surjective et si (O, k(t), (K'(t))y-top) satisfait I’approx-
imation faible, alors (&, k, k') satisfait I’approximation faible.

DEMONSTRATION. Vu que &(0') = G(k'(¢)), on a &(0) = G(k(1)) et
il suffit de vérifier que 1’application de spécialisation $(0') — &, (k') est
continue. Ceci se vérifie sur un espace affine, cas qui est évident puisque
I’application 0’ — k’ est continue par construction.

3.2. Schémas en groupes de Bruhat-Tits

On suppose désormais que k est de caractéristique nulle. On pose K = k((7))
(resp. K" = k'((1))), O = k[[t]] (resp. O’ = k'[[¢]]) et on note K la cloture
non ramifiée de K et O son anneau de valuation. Le corps K (resp. K') est
muni de la topologie 7-adique; ainsi le corps k(¢) (resp. k(¢)) est muni de deux
topologies distinctes, a savoir la topologie v-adique et la topologie ¢-adique.
Le fait de travailler de facon simultanée avec ces deux topologies est crucial
pour le reste de I’article.

La théorie de Bruhat-Tits a plusieurs parties [4], [5], [6] et nous sommes
intéressés ici surtout par la seconde partie qui construit des O-modeles lisses
d’un K-groupe réductif donné H attachés a chaque point de I’immeuble de
Bruhat-Tits de H. De facon plus précise, seul le cas extreme d’un K-groupe
réductif anisotrope intervient ici. Dans ce cas, I’'immeuble de Bruhat-Tits de
H /K n’aqu’un point et le groupe topologique H (K )op estborné [5, 5.2.7]. Le
K -groupe H admet alors un unique O-modele de Bruhat-Tits /0O, celui-ci
satisfait 9(0) = H(K).
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Cette construction se marie bien avec la cohomologie galoisienne [6]; nous
recommandons au lecteur I’article de Tits [55] dont I’objet est la construction
des K-formes anisotropes remarquables d’un groupe de Chevalley donné et
que nous utilisons dans les exemples a suivre.

Soit G/K un K-groupe semi-simple anisotrope. On note &/O I'unique
O-modele de Bruhat-Tits. On sait qu’il existe un unique schéma en groupes
réductifs «de lacets» G/k[t,t"'Jtelque G = G X7 K 125, th. 8.1] (on
utilise ici I’hypothese de caractéristique nulle). Ceci est cohérent avec le fait
que les K-groupes construits par Tits [55] sont définis sur le corps k(z).

On note &;/k la fibre spéciale de &, elle est décrite en [5, §5]. La fibre
spéciale n’est pas en général connexe (c’est néanmoins le cas si G/K est
simplement connexe [3, 5.2.5]), et sa composante neutre (552 /kn’esten général
pas réductive. On note (69)"/k le quotient réductif de .

Selon le principe de recollement [2, §6.2, prop. D.4], le modele &/ 0 de G g
définit un modele G/A| satisfaisant & X a1 Spec(R) = G et® x 41 Spec(0) =
®.

THEOREME 3.2.1. On suppose que G g est anisotrope. Si
A(Gypy k@), K (1) etop) = 1, alors A(G))™™, k, k') = 1.

Pour se ramener a la proposition 3.1.1, nous commengons par établir le
lemme suivant.

LeEMME 3.2.2. Sous les hypotheéses du théoreme 3.2.1, on a

A(Q xg k'(t), k' (1), (K/)t—top) =1

DEMONSTRATION. End’autres mots, on doit montrer que G (k’(¢)) est dense
dans G (K')op pour la topologie 7-adique. En vertu du théoréme 2.4.1, il existe
un entier d > 1 et un sous-groupe ouvert distingué U de G(K')op tel que
G(K")? c U c G(k'(1)). Selon le théoréme de densité [10, Th. 13.2], on a

(%) G(K') =(J,G(K[t,r™"]))

ol le groupe J est un groupe pro-résoluble en k’-espaces vectoriels. De fagon
plus précise, il existe une suite de sous-groupes distingués de J

o <1<y =

telle que J,/J,—1 est un k’-espace vectoriel pour tout n > 1 et telle que les
J, forment une base de voisinage de I’origine dans G(K'). Par récurrence
sur n, il vient aussitét que J¢ se surjecte sur J/J,. Ainsi ’'image de J dans
G(K')/U est triviale et donc J C U. La décomposition () ci-dessus montre
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que G(K) = U . G(k'[t,t*']), ce qui permet de conclure que G(k'(t)) est
dense dans G (K")cp.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.2.1. Vu que Gk est anisotrope, on a
G(0") = G(K') ot B(O") = G(k'(¢)). Le O-schéma en groupes & XAl 0
satisfait I’hypothese de la proposition 3.1.1. Le lemme précédent indique que
G(k'(t)) est dense dans &(0’) = G(K'), donc $(0") = G(O)YNGK' (1)) est
dense dans &(O’). En particulier, il suit que la spécialisation &(0") — & (k")
est surjective. La proposition 3.1.1 appliquée au O-groupe & x Al O définit
alors une application

@(k([)) \@(k/(t))v-top —»> (Sjtl(k) \ (Sjj(k/)vo-top-

Par hypothese, on a A(Qk(t), k@), k' (t)v_mp) = 1 et la fleche ci-dessus montre
que A(G®y, k, k') = 1. A fortiori, on obtient que A(&?, k, k') = 1, d ot finale-
ment A((®2)™, k, k') = 1 en tenant compte du lemme 2.1.6.

4. Autour de la construction de Platonov

Comme au paragraphe précédent, k est un corps de caractéristique nulle et est
un sous-corps dense d’un corps valué k’ pour une valuation non triviale vy. On
rappelle les notations F,, = k(t1, ..., t,) et F, = k'(t, ..., t,). Parrécurrence
sur n, on construit sur F, la valuation v, qui est ’unique valuation étendant vy
et triviale sur les ;.

Nous allons montrer que la non k-rationalité de certains groupes SL; (D)
construits par Platonov [44] peut se comprendre par le principe de spécialisa-
tion.

Par commodité, on s’intéresse a des algebres /-primaires, / étant un nombre
premier tel que k contienne une racine primitive /-ieme de 'unité ¢. Si D/ k
est une algebre simple centrale de degré [”, M/k une algebre étale, et r un
entier satisfaisant 0 < r < n, on définit le k-groupe

Grw(D)/k = {(d, x) | Nyj(Nrdpe, (d)) = x"} C Ragji(GL1(D)) X G-
On dispose du cocaractere
A :G, = G.y(D), X > (x,le [M:k])

et on pose
PGr,M(G) = Gr,M(D)/Gm-

C’est un groupe semi-simple et dans le cas M = k, on observe que

PG, (D) —> SL1(D)/ .
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On pose K = k((t)) et O = k[[t]].

LEMME 4.0.1. Soient M /k une algeébre étale et r un entier satisfaisant

0 <r <n. Soit
Dn/k(t) = (anl)k(t) &® A((Cl, t)

o D,_, désigne une k-algébre simple centrale de degré I"™" et a € k*. On
note k, = k[ul/(u' — a).

(1) Il existe un O-schéma en groupes lisse & de fibre générique
PG, kg.m(Dy) et dont la fibre spéciale est extension de PG, p(D,_1)
par un k-groupe unipotent déployé.

(2) On suppose que a ¢ (k') et que D,_, ®; k' est a division. Si
PG, ke.m(Dy)/k(t) satisfait I’approximation faible pour le couple
(k(t), (k’(t))u_top), alors PG, y (D, —1) satisfait I’approximation faible
pour le couple (k, k').

DEMONSTRATION. (1) On pose D = D,, ® o K. La valuation de K s’étend
de facon unique a D, on note Op son anneau de valuation. On définit le
O-schéma en groupes GL;(Op)/ Spec(0) C Op —> (Ap)" par Iouvert
Nrd # 0. La fibre générique de GL;(Op) est GL;(D)/K, sa fibre spéciale
réductive est donnée par I’ouvert (cf. [54], §1)

{Nk,,/k(Nrdka (d)) # 0} C Ry, /x(GL{(Dy-1)).
De la méme fagon, on définit le O-schéma en groupes

Gr.0em(0p) = { Ny (Nrdy (d)) = x"'} C Ry« (GL1 (D)) X G

de fibre générique G, kg, m (D) et de fibre spéciale réductive
Grweuk, (Dn-1) = {Nuer,/x Nrdya, () = x"} C Ry, (GL1(Dy-1)) X G-

Enpassant au quotient par G,,,, on voit alors que PG, kg, » (D) admet un modele
de fibre spéciale réductive PG, g,y (D). Ces modeles sont des schémas en
groupes de Bruhat-Tits [7, §3] et se descendent a 0.

(2) Alors PG, kg, m (D) est K'-anisotrope et PG, kg, 1 (D) et PG, kg, 1 (D)
ont un rang relatif nul sur K et K’. On applique alors le théoreme 3.2.1.

L’itération du processus conduit 2 la:

ProrosiTION 4.0.2. Soient r, n des entiers positifs et ay, ...,a, € k™. On
note k; = k[ul/(u' —a;), M = ki ®; - - 4 kn,

D/F, = A (t1,a1) ®f, A¢(t2, a2) ®F, - - ®F, Ar(ty, ay).
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et Tr v C Gy X Ry (Gy,) le tore d’équation xl' = Ny ().

On suppose que M ®y k' est un corps et on note F, = k'(t|, ..., t,) le
corps topologique munie de la topologie de Gauss v,. Si PG, r(D)/F, sat-
isfait I’approximation faible le couple (F,, (F,)y, wp), alors T, y satisfait a
I’approximation faible pour le couple (k, k).

DEMONSTRATION. On suit I’induction en posant M; = k; ®; - - - ®x kq;»
D;/F; = A (t1,a1) Qk, Ac(t2, a2) QF, -+ ®F, A (t;,a;). Alors D; /F; est
a division pour i = 1,...,n. On considere la liste de groupes algébriques
anisotropes

PGr,F,,®kM,, (Dn)s PGr,F,,f1®an,1 (Dn—l)a cee
.., PGy pe,m, (D7), PG, i (k-algebre triviale) = T} i

et le lemme 4.0.1 entraine la proposition.
On analyse maintenant le cas particulier r = n.

COROLLAIRE 4.0.3. On garde les notations de la proposition précédente. Si
SL(D)/F, satisfait a I’approximation faible pour le couple (F,, (F;)y,-wop);
alors le tore R 11\/1 / «(Gn) satisfait a I’approximation faible pour le couple (k, k).

DEMONSTRATION. OnaPG,, p (D)= SLi(D)etT, u > G, Xk R}Wk(Gm).

4.1. Le contre-exemple de Platonov

Onprendr = n = 2 dans la proposition. Alors le tore 7, n’est pas autre chose
que le tore normique R}, /k(Gn) pour I"extension bicyclique k(l/ay, i/az). On
connait de exemples de tels tores normiques qui ne satisfont pas 1’approxima-
tion faible, par exemple, pour k un corps de nombres et k¥’ un corps local
p-adique [57, §11, ex. 3].

En vertu du lemme 2.1.5, cela permet de produire pour le corps k(¢1, ;) un
groupe SL(D) qui n’est pas une variété rétracte k(¢;, t,)-rationnelle.

5. Exemples de groupes exceptionnels non rationnels

Dans cette section, nous utilisons librement la construction de groupes sur des
corps de séries de Laurent issue de la théorie de Bruhat-Tits ([55], §2). Comme
précédemment, le corps k est de caractéristique nulle et est un sous-corps dense
d’un corps valué k’ pour la valuation vy.
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5.1. Type E¢

On note H¢ = (SL;x SLj3 x SL3)/us (resp. ﬁd = (SL3 x SLj3 x
SLs3)/ Ker(u3 — u3))le groupe maximal de type A».A. A du groupe déployé
simplement connexe (resp. adjoint) de type Eg. L’image du bord

H!(k, H") > Ker(H(k, p3)* — H2(k, p13))
est formée des classes d’algebres Dy, D,, D3 (de degré 3) satisfaisant

[D1]+ [D>] +[D3] =0 € Br(k).

Soit z € Z' (k, ﬁd) et D; les algebres correspondantes. Alors
H? = (SLi(Dy) x SL1(D2) x SLi(D3))/ps.

PROPOSITION 5.1.1. On suppose que k contient une racine primitive 3-iéme
de l'unité ¢. Soient ay, ap, a3 € k™ satisfaisant ayaraz = 1. On note k; =
k[ul/(u® — a;) et on suppose que k) @ kr @i k' est un corps. On pose

Di/k(t)) = Ag(ar, t1), Dy/k(t)) = Ag(az, t1), D3/k(t)) = Ac(as, ty).

On note &/ k(t))[[t2]] le schéma en groupe de Bruhat-Tits simplement connexe
de type E¢ de fibre spéciale réductive

H/k(t) = (SL1(Dy) x SLi(D,) x SLi(D3))/u3

construit de facon analogue a celui du §6.1 ci-dessous. On note aussi & /0,
le modele associé. Si & X, F» satisfait a I’approximation faible pour le
couple (F», (F3)y,-wp), alors le k-tore des normes communes

T3.4,,000 Niyyk(1) = Nigye(32) #0

satisfait a I’approximation faible pour le couple (k, k'),

DEMONSTRATION. On suppose que & x g, F, satisfait a 1’approximation
faible pour le couple (F,, (F;)y,-w0p, F2). Par construction le groupe & xg,
k' (t1)((t2)) est anisotrope. Le théoréme 3.2.1 montre le groupe H/k(t;) sat-
isfait a I’approximation faible pour (k(t;), (k'(t1))y,-10p- Le k(t)-groupe H
admet un O;-modele lisse de fibre spéciale réductive

T := (Rlll/k(Gm) X R/lz/k(Gm) X R/é/k(Gm))//v%-

Ainsi ce tore satisfait & 1’approximation faible pour le couple (k, k’). La suite
exacte longue de cohomologie

I — 3 — H(Rk,-/ka)(k) — T(k) —> k* /() — Hkx/Nk,-/k(kiX)

1 1
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fournit une surjection (idem pour k’)

70 —> () N9 /).

i=1,...3

Ainsi le tore des normes communes satisfait a I’approximation faible pour le
couple (k, k).

EXEMPLE 5.1.2. On partde k; = C(x,y) eta; = x eta, = y. D’apres le
théoreme 2.2.11, le ky-tore T3 4, 4, €stnon R-trivial. D’apres le théoréme 2.2.2,
(5’)= (1), il existe une extension k/k; tel que alors 73 ,, 4, ne satisfait pas
I’approximation faible pour un couple (k, k") ou k’ est une complétion de k
pour une valuation discrete (de rang 1) de corps résiduel k4 (73 4,.4,). On note
que ki ® ko ® k' est un corps. Ainsi cet exemple satisfait les hypotheses de la
proposition ce qui produit un groupe semi-simple simplement connexe de type
E¢surk(t;, t;) quin’est pas une variété rétracte k (¢, t,)-rationnelle. Ce groupe
est défini sur k;(#1, 1) et n’est pas une variété rétracte ky(f;, t2)-rationnelle.

REMARQUES.1.3. Dans le cas adjoint, laméme démonstration montre que si
©,q4/ F> satisfait a I’approximation faible pour le couple (F, (F})v,-top), alors
le k-tore Ni,/k(y1)Niy/k(y2) Niy/k(y3) = 1 satisfait a I’approximation faible
pour le couple (k, k"). On ignore s’il existe de tels tores ne satisfaisant pas a
I’approximation faible.

5.2. Type E4

On note H? = SLg /i (resp. "H = SLg /u4) le groupe maximal de type Ag
du groupe déployé simplement connexe (resp. adjoint) de type E7. L’ image du
bord H! (%, ﬁd) — H?(k, j1,) est formée des classes d’algebres D (de degré 8)

satisfaisant
4[Ds] = 0 € Br(k).

Soit zeH! (k, Ed) et D I’algebre correspondante. Alorsona , H=SL;(D)/u,.

PROPOSITION 5.2.1. Soient ay, a», a3 € k*. On note k; = k[ul/(u* — a;) et
M =k ® ko ® k3. On suppose que M Q. k' est un corps et on considére le
produit tensoriel d’algebres de quaternions

D/F; = (a1, 1) ® (a2, ) ® (as, 13).

On note alors &/ Fs[[t4]] le schéma en groupe de Bruhat-Tits simplement
connexe de type Eq de fibre spéciale réductive

H/F; = SL{(D)/ .
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On note & /Okq, 1,.15).1, le modele associé. Si M @y k' est un corps et si
@gen / Fy (resp. @ad’gen / Fy) satisfait a I’approximation faible pour le couple
(F4, (Fy)u,-t0p), alors le k-tore To yy C Gy X Rugi(Gy) (resp. Ty y) d’équation

2= Nupy)  (resp. x* = Naye(v))
satisfait a I’approximation faible pour le couple (k, k').

DEMONSTRATION. La condition sur M impose 1’anisotropie des groupes
semi-simples considérés. On suppose que @gen / Fy satisfait a I’approximation
faible pour le couple (Fy, (Fy)y,-10p)- Alorsle théoréme 3.2.1 indique que H/ F3
satisfait a 1’approximation faible pour le couple (F3, (F3)y,-op). La proposi-
tion 4.0.2 montre alors que le tore T; j satisfait & I’approximation faible pour
le couple (k, k'). Pour le groupe adjoint, la démonstration est analogue.

EXEMPLE 5.2.2. On part du corps k; = C(aj, ap,as) et on notef =
fﬁal(C(ﬁ, Jaz, \Ja3)/Clay, az, a3)). Suivant le lemme 2.2.8,HJC20(F, T m.)
est non nul et ce tore n’est donc pas une variété rétracte ky-rationnelle. Le
théoreme 2.2.2, (5’) = (1), indique qu’il existe un corps k/ k4 muni d’une
complétion k’/k pour une valuation discréte v (de rang 1) de corps résiduel
ks(T>,p,) tel que Ty 5, (k) n’est pas dense dans 75 y, (k'). En particulier, M; ®;
k' est un corps et la proposition montre alors que le G X, ....;,) F4 n’est pas une
variété rétracte k(t1,%,,13,14)-rationnelle. Ce groupe se descend a ky (11, . .. ,14).

REMARQUE 5.2.3. Dans le cas adjoint, le méme argument marche puisque
L2 (T, Ty ) = LI2(T, 2/22) # 0.

5.3. Type Eg

On suppose que k contient une racine primitive 3-iéme de I'unité {. On
note H? = SLg /i3 le groupe maximal de type Ag du groupe déployé de
type Es. L'image d’une classe [z] € H!(k, H?) par le bord H! (k, H?) —
H?(k, u3) AN 3 Br(k) est une algébre D de degré 9 et d’exposant 3. La
forme tordue correspondante est . H? = SL;(D)/us, c’est la fibre spéciale
d’un schéma en groupes lisse &3/ A de fibre générique de type Es.

PROPOSITION 5.3.1. Soient ay, ay € k*. On note k; = k(3/a;) et on suppose
que k1 ®p ky ® k' est un corps. On pose

D/F, = A (a1, 1) @ Ag(az, 1).

On note &/ F,[[t3]] le schéma en groupe de Bruhat-Tits (construit de facon
analogue a celui du §6.1). simplement connexe de type Eg de fibre spéciale

réductive
H/k(t1, t2) = SL1(D)/ 3.
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Onnote & /O3 le schéma en groupes associé a &/ F>[[t3]]. Sile groupe Qgen/F3
satisfait a I’approximation faible pour le couple (F3, (F3)y,-w0p), alors le k-tore
T 10k, C G X Ry ok, k(G) d’équation

x* = Nyow/i(y)
satisfait a I’approximation faible pour le couple (k, k').

DEMONSTRATION. L’hypothese k; ®; k» @ik’ connexe impose 1’ anisotropie
des groupes semi-simples considérés. On suppose que @gen / F3 satisfait a
I’approximation faible pour le couple (F3, (F3)y,-w0p). Alors H/F, satisfait a
I’approximation faible pour le couple (F>, (F)u,-op) Suivant le théoréme 3.2.1.
La proposition 4.0.2 montre alors que le k-tore 15 i, gk, satisfait a I’approxima-
tion faible pour le couple (k, k').

EXEMPLE 5.3.2. On part du corps k; = C(ay, az) et on sait alors que le
groupe 1112 (Gal(ks(ay, az)/ks), Tox., &%, ..,) estnon nul suivant le lemme
2.2.8.(2). Ainsi la variété Ty, @, gk, N'est pas R-triviale et le théoréme 2.2.2,
(5’) = (1), indique qu’il existe un corps k/ ky muni d’une complétion k’ pour
une valuation discrete v (de rang 1) de corps résiduel k;(Ta.x, @, ;) tel que
T> i, .ok, , (k) n’est pas dense dans Tk, ek, , (k). On note que ky ; Qp, k2 s @y, k'
est un corps et la proposition montre alors que le groupe &/k(¢q, ..., t4) con-
struit n’est pas une variété rétracte k(t;, t2, t3)-rationnelle. Ce groupe se des-
cend a kﬁ(l‘], ceoy la).

6. Groupes trialitaires

On s’intéresse maintenant au cas laissé en suspens, celui des groupes trialit-
aires, i.e. de type quasi-déployé 3Dy ou 6D,. On rappelle qu’a un tel groupe
trialitaire G/ k est attaché une extension séparable cubique [/ k et une algebre
simple centrale A/ de degré 8, I’algebre d’Allen de G [31, §43, 44]; on sait
que Cori([A]) = 0 € Br(k).

6.1. Contruction de k(t)-groupes trialitaires

On travaille d’abord sur K = k((t)) et on considére le cas d’une extension
cubique L = [((¢)) pour une extension cubique //k. Etant donné un k[[z]]-
schéma & en groupes de Bruhat-Tits ¢ de type >°Dy, on sait que le type
quasi-déployé de la fibre spéciale réductive H/k de & est donné par un sous-
diagramme du diagrame de Dynkin complété

feo| 0o
G—g* o
(o)) (05} e ) 04
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Pour le cas intéressant ou & n’est pas semi-simple et H est semi-simple, il
n’y a alors qu’une possibilité de type, i.e. la fibre spéciale réductive H/k est
isogéne a SLy x Ry (SL). En fait, le groupe H/k est une forme interne de

H — (SLy xRk (SL2))/pa.

le 1, étant plongé diagonalement. Ce k-groupe H9 apparait comme la fibre
spéciale réductive du O-schéma en groupes de Bruhat-Tits 15/ O du K -groupe
quasi-déployé G4/ K associéa L/K associé ausommeta;. Le centre R} /k(12)

de G se prolonge en un sous O-schéma en groupes R 10><k 170(2) = B. Al-

ors le quotient %3/ Rlek 1/0 (u2) estun O-modele lisse du quotient adjoint Ggg
de G et de fibre spéciale

HY/R/,, (1) = (SLa x Ry (SL2)) /1

ou u est donné par le diagramme commutatif

1 n2 122 Z Rll/k(MZ) — 1
H id x ResF ﬂ Res! x id ﬂ
1 oy =22 s X Ry (o) ——s Ry (in) — 1.

On considere alors le composé
p:H' (k, HY/R, (12)) <— H'(0.%/R}.. 1 0(12)) — H' (K, G)

défini par Bruhat-Tits [6, §3]. Le fait que la fleche de gauche soit bijective est le
lemme de Hensel (loc. cit., Lemme 2) et la fleche de droite est le changement de
basede O a K. Le composé ci-dessus permet donc de construire des K -formes
de G qui par torsion arrivent munis d’'un O-modele lisse. En pratique, on se
donne un cocycle z € Z'(%al(k/k), (qu/Rll/k(uz))(k)) pour une extension
galoisienne finie k/ k, etunrelevé 2> € Z! (Gal(k/ k), (B/R}.;,0(12))(O xi
E)). Alors le K-groupe tordu G = ,»G%/K admet le O-modele lisse & =
»%/0 dont la fibre spéciale réductive est H = , H%/k.
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On va estimer la cohomologie galoisienne du k-groupe (SL;, x R; /1 (SL2)) /i
en utilisant le diagramme commutatif exact de k-groupes

1
1 w2
1 M SL2 XRl/k(SLz) — (SL2 XR]/k(SLz))/,u, — 1

lz
1] — /,LzXRl/k(/,Lz) — SL2 XRl/k(SLz) — PGL2 XR[/k(PGLz) —> 1.

id XN]/k

2 1

LEMME 6.1.1.

(1) L'image de H'(k,(SLy xR;/x(SL»))/n) dans H'(k,PGL, x
Rl/k(PGLg)) = H'(k, PGL,) x H'(I, PGL,) consiste en les classes
de couples d’algebres de quaternions (B/k, C/l) satisfaisant [B] =
cori ([C]).

(2) Onnote[(D/k, E/1)]’image de [z] dans H' (k, PGL,) x H' (I, PGL5,).
(@) Le groupe tordu H = .HY est k-isomorphe a

(SL1(D) x Ryyx(SLi(E)))/p2.

(b) La classe de I’algebre d’Allen du K -groupe G /K associé a z est
[EL] + Resk ([Dx]) € Br(L).
(c) Les conditions suivantes sont équivalentes:
(1) D est un corps gauche;
(i) H est anisotrope;
(iii)) G/K est anisotrope.

DEMONSTRATION. (1) Le diagramme précédent donne lieu au diagramme
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commutatif exact d’ensembles pointés

H' (k, (SL2 X Ri/x(SL2))/11)

|

H' (k, PGL,) x H'(I, PGL,) —— H2(k, j12) ® H2(l, t2)

3l id x Coril

H2(k, 2) — H2(k, 1s).

Ainsil’imagede H' (k, (SL, x R;/i(SL3)) /) dans H'(k, PGL, x Ry /1 (PGL>))
= H'(k, PGL,)xH'(l, PGL,) consiste en les classes de couples d’algebres de
quaternions (B/k, C/I) satisfaisant [B] = cori([C]).

(2) (a) Le k-groupe (SL, xR;/k(SL2)) est k-isomorphe a SL{(D) x
R;/x(SL{(E)). Comme la torsion est intérieure, on peut quotienter par le u,
diagonal et on conclut que H est k-isomorphe a (SL1 (D) x Rk (SLy (E)))/,uz.

(b) On utilise maintenant le sous-O-groupe R})L /O(MZ) de ¥ avec le dia-
gramme commutatif de bords [27, IV.4.2] pour la cohomologie étale

H(K, G%) ——— H'(K, Gi) —— HX(K, R} 4 (112))

T T T

H'(0,%) — H'(K,$/R}, o (12)) —=> H(0, R} (112))

| l |

$
H' (k, HY) —— H'(k, H9/R)) (1)) —"— H>(k, R} (12).

La fleche H(O, R,l/k(uz)) — H2(0, Rl{/k(MZ)) est un isomorphisme [41,
I11.3.11.(a)]. La classe de I’algébre d’Allen de G est I'image de 8x([z"])
par I’application H*(K, R} Jk(12)) = H?(K, Rpk (112)) = 2 Br(L). Le dia-
gramme indique donc que cette classe est ’image par , Br(l/) — ;, Br(k) de

I’image de 8;([z]) € H?(k, R,l/k(,ug) dans Br(/). Cette classe se calcule par
diagramme commutatif

(*1)
H' (k, (SL x Ry (SL2)) /) Y MMk ) — HA(k, wa2) x H:(k, Ryjx(i2))

l lp* lResf(xid
H' (k, HY/R), (1) =5 HA(L, Rl (1) — H2(k, Ryyi(p2) = 2 Br(l)

ou le carré de droite provient du diagramme (x;) ci-dessus. On obtient que
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I'image de 8;([z]) dans H?(k, Rijk(u2) = 2Br(l) est [D;] + [E], d’ou la
formule souhaitée.

(3) L’équivalence (ii) <= (iii) est la correspondance sous-groupes para-
horiques/sous-groupes paraboliques [5, §5.1.31] appliquée a »%3/0 et H/ k.

Montrons I’implication (i) = (ii). Si D est un corps gauche, alors [D] # 0
dans Br(k) et la formule [D] = cori([E]) indique que [E] # 0 dans Br(/),
donc que E est une [-algebre de quaternions a division. Ainsi le k-groupe
SLi(D) x R/ (SL{(E)) est anisotrope et il en est de méme de H.

Si D n’est pas un corps gauche, alors D = M, (k) et H est isotrope. Par
contraposition, ceci montre 1’implication (ii) = (i).

En somme, on a construit un K-groupe G/K admettant un modele &/O
dont la fibre spéciale est le groupe H. Comme on I’a expliqué au §3.2, ce
K -groupe se prolonge de facon unique en un schéma en groupes réductifs «de
lacets» G/klt, et par recollement, on obtient finalement un schéma en
groupes &/ k[¢] dont la fibre spéciale réductive en O est H. En outre, la classe
de l’algebre d’Allen de Qk@) est [Cin] + Resf(t)([Bl]) € Br(i(¢)). En effet
cette classe est non ramifiée sur la droite affine A}, elle est donc constante par
la suite exacte de Faddeev [50, p. 122] et sa valeur est alors donnée par sa
restriction a K.

6.2. Etude de la rationalité

On note M le produit contracté M = G,, A/ (SLl(D) X R//k(SLl(E))),
c’est une extension centrale de H par G,, [27, 1.3.1.3]. Les restrictions des
morphismes SLl(D) X Rl/k(SLl(E)) — GLI(D) X Rl/k(GLl(E)) et Gm —
GL(D) x Rk (GL((E)), x > (x3, x;), sont égales sur j1,, d’oll un morph-
isme u : M — GL{(D) x R;;x(GL{(E)). Par construction, ce morphisme u
est un plongement et son image est le sous-groupe fermé défini par 1’équation
Nrdp(x) = Nrdg(y). On a donc

M = {(x,y) € GL{(D) x Rijx(GL\(E)) | Nrdp(x) = Nrdg(y)}.

Comme le G,,-torseur M — H admet une section rationnelle, le groupe M
est stablement k-rationnel a H. Le lemme suivant va permettre de construire
un exemple explicite de tel groupe M qui n’est pas k-rationnel. On note o un
générateur de Gal(l/k).

LEMME 6.2.1. Soit b € [*. On pose a = N;;x(b) et on suppose que a &
(k")*2. On définit les algébres de quaternions suivantes

Q/k(s) :==(s,a),  E/I(s)=(s,D).
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et le groupe
J/k(s) == {(x, y) € SL1(Q) x Ry/x(SLi(E)) | Nrdg(x) = Nrdg(y)}.

On note T [ k le sous k-tore de Ry ja)/i(Gm) X Rl(ﬁ)/k(Gn1) défini par

Nk(ﬁ)/k(x) = Nz(ﬁ)/l(Y)

Si J/k(s) est satisfait al’approximation faible pour le couple (k(s), (k' ($))v-top)»
alors le k-tore T satisfait a I’approximation faible pour le couple (k, k').

DEMONSTRATION. L’hypothese entraine que la k’((s))-algeébre de quater-
nions (a, t) est a divisions et donc que J X5 k' ((s)) est un groupe anisotrope.
La preuve est alors analogue a celle de la proposition 4.0.2.

On choisit maintenant k, [, et b € [* de sorte que [/ k est cyclique de degré 3,
[[(Vb, /D1, /D2) : 1] = 8o b; = o' (b) pouri = 1, 2 sont les conjugués de
b sous 9al(l/ k). On remarque que le tore T x [ n’est pas autre chose que le
tore des normes communes

Niay1(x) = Ny o) /1(00) = Niyop i) = Nipy)1(02) # 0.

qui est stablement k-rationnel au tore des normes communes

Ny 0)100) = Niyon i) = Ny i(v2) # 0

vu que a = by by by. 1l nous reste a construire un exemple «explicite» de la
méme maniere qu’en 5.1.2.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1.(1). Il s’agit de construire k, [, a et b
pour que la construction précédente fonctionne. On part du corps C et on note
ly = C(wop, wi, wy) muni de la permutation cyclique o. On pose k;y = lé‘ﬂ
eta = wow; wy € ky et b = wy. D’apres le théoreme 2.2.12, le I;-tore des
normes communes

N woy/1:(¥0) = Ni( w1, (01) = Niy(yumyy1.(2) # 0

n’est pas R-trivial. A fortiori le k;-tore d’équation

Tyt Ni(yaysk, (X)) = Ny, ()

n’est pas R-trivial. Le théoreme 2.2.2, (5’) == (1) montre I’on peut choisir une
extension de corps k/ k; et une complétion k" de k pour une valuation discrete
(de rang 1) de corps résiduel ky(T3) tel que T = T; x;, k ne satisfait pas
I’approximation faible pour un couple (k, k). Alors le tore T est anisotrope et
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lelemme 6.2.1 montre que le k(s)-groupe J / k(s) (avec les notations du lemme)
ne satisfait pas I’approximation faible pour le couple (k(s), (k'(5))y-top)-
Maintenant le lemme 6.1.1 indique qu’il existe une classe

[z] € H' (k(s), (SLa X Ri(s)/x()(SL2)) /1)

dont les algebres de quaternions associées sont respectivement (s, a)/k(s) et
(s,b)/1(s). En appliquant le théoréme 3.2.1, il suit que le groupe &, ), ne
satisfait pas 1’approximation faible pour le couple (k(s, t), (k'(s, t)y-1op). On
conclut que le k(s, 7)-groupe &, ) trialitaire n’est pas une variété k(s, 1)-
rationnelle.

Enfin ce groupe est défini sur k;(s, t) et n’est pas une variété rétracte
k4 (s, t)-rationnelle. Suivantle lemme 6.1.1.(2), son algebre d’ Allen est Brauer-
équivalente a

(@, $)i.s.1) Rr.s.t) by Di s,y = (wywa, 1)

donc est d’indice de Schur 2.

REMARQUE 6.2.2. Notons que cet exemple produit au passage un groupe
®/1.(t) simplement connexe de type ! Dy qui n’est pas une variété rétracte
l4(t)-rationnelle.

REMARQUE 6.2.3. Pourlarationalité du groupe adjoint (&/ R,lj Jk () / k(t),

on a affaire au groupe H := H/u,. La méme méthode que ci-dessus permet
de montrer que H est stablement k-rationnellement équivalent au k-groupe

M" :={(x,y) € GL{(D) x Ri/x(GL{(E)) | Nrdp(x) = Ny/x(Nrdg(y))}.
Une premiére observation est que
(%2) Ny (Nrdg(E™)) C Nrd(D™).

On note X/k (resp. Y/I) la conique associée a D (resp. E). On sait que
Nrd(D*) = Nx(k) est le groupe de normes de X [16, lemme 1] (ou [26, §2,
ex. 10]) et itou pour E /1. Sil’/1 est une extension finie déployant E, alors la
condition [D] = corﬁc([E]) entraine que [’/ k déploie D. Ainsi Ny (Ny /1 (I"™))
= Ny (I'"*) C Nrd(D*) et en prenant toutes extensions finies /’// déployant
E, on obtient I’inclusion (*;).

Nous allons montrer que M est rétracte k-rationnel au moyen du critére de
relevement de Saltman [48, Th. 3.8] (voir aussi [14, Prop. 1.3]). Par inspection
de la démonstration du critere, il suffit de montrer la surjectivité de 1’application
MP°(A) — M"(k) ou A est un anneau local d’un k-espace affine et k désigne
son corps résiduel. On note F,4 le corps de fractions de A. Soit (x,y) €
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M" (k). Comme R, /k(GL{(E)) est un ouvert d’un espace affine, il existe y €
Rk (GL{(E))(A) relevant y. D’apres 'inclusion (x;) appliquée a Fy, on a

Nigry/Fs (Ntd g aer0) (¥)) € Nrd((D @ Fa)™) N A™.

Or Colliot-Thélene et Ojanguren ont montré que Nrd((D Qi F A)X) NA* =
Nrd((D ®; A)*) [11, Corollaire 2.7]. Il existe donc d € (D ®; A)* tel que
Nig,a/4(Ntd g, ge,4)(¥)) = Nrdpg, 4 (d). Ainsi (d, y) € M"(A), etona

@,y .@»H=Edx " 1) eSLi(D)K) C M (k).

Suivant le théoreme de Wang [26, 2.8.12], ona [D., D] = SL;(D)(x), donc
SL1(D)(A) se surjecte sur SL; (D) (x). Ceci permet de conclure que (X, y) se
releve a M"(A).

En conclusion, M” et H sont rétractes k-rationnels. On ne peut donc pas
conclure sur la rétracte k(¢)-rationalité de (&/ Rll/ (2)/ k(1).

REMARQUE 6.2.4. Un argument similaire a celui de la proposition 9.0.2
montre qu’un F-groupe trialitaire simplement connexe superversel de type
3Dy n’est pas variété rétracte F-rationnelle.

7. Groupes de type F,

Dans cette section, nous tentons d’appliquer la méthode précédente aux grou-
pes de type F4. Rappelons le diagramme de Dynkin étendu sous-jacent

0 1 2 3 4
——eo e« > » o

La théorie de Bruhat-Tits permet donc de construire des groupes de type Fj
sur k((¢)) qui dégénerent en des groupes semi-simples des types suivants

Ay xC3, Ay x Ay, A3 x Ay, By
qui sont respectivement des formes internes des groupes suivants

(SL; x Spg)/ma,  (SL3 x SL3)/ps, (SLyx SL;)/p2,  Spin.

Dans le premier cas, cette k-forme est un k-groupe

(SL1(D) x Sp(D, h))/ 2,

ou D est une algebre de quaternions et s une forme hermitienne non dégénérée
sur D3. Par la méme méthode qu’au §6, ce groupe est stablement k-birationnel

N

H :={(x,y) € GL{(D) x GSp,(D, h) | Nrd(x) = u(»)},



212 PHILIPPE GILLE

ou u : GSp,(D, h) — G, désigne le multiplicateur.
LeEmMME 7.0.1. Le groupe H [k est stablement k-rationnel.

DEMONSTRATION. Le groupe H s’insére dans une suite exacte
1 — SL(D) x Sp,(D,h) — H = G,, —> 1.

Les groupes SL;(D) et Sp,(D, h) sont k-rationnels. Vu que Sp est de type
C3,lelemme 3 de [38] indique que 1 (GSp, (D, h)(F)) = Nrd((D ®; F)*) =
a(H(F))pourtout F/k. Ainsilesimagesde o : H(F) — F*etNrd : D* —
F> coincident pour tout F/k. La proposition 3 de [38] permet de conclure
que le groupe H est stablement k-birationnel a GL (D), donc stablement k-
rationnel.

Dans le second cas, il s’agit d’un k-groupe
(SLi(D) x SLi(D))/ 13

pour une algebre simple centrale D de degré 3. On note G le sous-groupe
de GL{(D) x GL(D) défini par Nrdp(y;) = Nrdp(y,). Il contient le tore
diagonal G,, et G est k-birationnel a (G,, x G)/G,,. Par ailleurs, le morph-
isme SL;(D) x SL;(D) — G/G,, est surjectif de noyau p3 diagonal, donc
(SL;(D)xSL;(D))/u3 eststablement k-birationnel au groupe G. Ce k-groupe
G est stablement k-rationnel puisque isomorphe a GL; (D) x SL;(D) en tant
que k-variété.
Dans le troisieme cas, on a affaire a un groupe

(SLa2(D) x SLi(D))/ 2

pour une algebre de quaternions D et un tel groupe est de méme une variété
stablement k-rationnelle. Dans le dernier cas, on tombe sur le groupe des
spineurs Spin(q) d’une 3-forme de Pfister ¢. Il est alors connu que le groupe
Spin(g) est k-rationnel (Chernousov-Merkurjev-Rost [39], Theorem 8.6). En
conclusion, notre méthode ne permet pas de construire de variétés de groupe
de type Fj non rétractes k-rationnelles.

8. R-équivalence et approximation faible

Pour les k-groupes algébriques linéaires, nous nous proposons de montrer
que le défaut de R-équivalence s’interpréte comme un défaut d’approximation
faible pour le corps k() et ses complétions en zéro k(()) et a I'infini k((t~")).
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8.1. Comparaison

Soit H/k un groupe algébrique linéaire. On pose
L(H)(k) = A(H, k(1)) x k((1)), k(@)
= HKO) \ (H (@) x H(k((})))),

c’est le défaut d’approximation faible pour les valuations en 0 et a I’infini du
corps k(¢). On a une fleche naturelle (fonctorielle en H et en k), ji : H (k) —
L(H)(k), h = [(h, 1)].

ProrosITION 8.1.1. Lafleche jy induit une bijection H(k)/R AN L(H) ().
En outre, la réciproque applique (hi, h;) € H(k[[t]]) % H(k[[%]]) sur
ha(00) ™! h1(0).

REMARQUE 8.1.2. Si H est anisotrope, on a H (k[[¢]]) = H (k((¢))) (resp.
H (k[[%]]) =H (k((%))) suivant le théoréeme de Bruhat-Tits-Rousseau ([47,
V.2.3], voir aussi [45]). Dans ce cas 1’application, 1’application réciproque de
la proposition 8.1.1 est définie par la formule donnée.

LEMME 8.1.3.
(1) On adans H(k((1))):-0p 'inclusion

ker(H (k[[t]]) = H (k) x ker(H (k[[1]]) = H(K)) C Hk({)).

(2) Si H est réductif, alors H(k(t)) est dense dans H(k((t)))

t-top”
DEMONSTRATION. Si le corps de base k est fini, cela est réglé par le lemme
2.3.1. On peut donc supposer le corps k infini.
(1) Suivant Raghunathan [46, prop. 1.3], il existe une famille finie de k-
tores algébriques k-rationnels 77, ..., T; et de morphismes f; : T, — H et
des éléments Ay, ..., h; de H (k) tels que I’application

[T Ker(T;(k[[t]]) — Ti(k)) —> ker(H (k[[t]]) — H (k))
[ 1
(try .o ) —— Mg Ty

soit surjective. Il en est de méme pour k[[%]], ce qui nous ramene au cas d’un
k-tore T k-rationnel. Or ce cas est trivial puisque T satisfait I’approximation
faible suivant le lemme 2.1.3.(1).

(2) La proposition 2.3.2 nous ramene au cas anisotrope. On a alors

H(k((1))) = H(k[[t]]) = H (k) x ker(H (k[[t]]) — H (k)).

Ainsi le (1) montre que H (k((t))) C H(k()).
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DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 8.1.1. Montrons tout d’abord que
I’application passe au quotient par la R-équivalence. On note A 1’anneau semi-
local de la droite projective en O et a 'infini. Si & € R(k, H), il existe f €
H(A) tel que f(0) = het f(oo) = 1.0na (h,1) = (f(0), f(c0)) =
F(f71f ), £~ f(o0)) dou

(h,1) € H(k(1)) . (ker(H(k[[t]]) — H(k)) x ker(H (k[[1]]) — H(k))).

Le lemme 8.1.3 indique que le groupe de droite est inclus dans H (k(¢)). On
conclut que (h, 1) € H(k(t)).

On dispose donc d’une application ji : H(k)/R — L(H)(k). Pour montrer
sa bijectivité, on procede par réduction au cas anisotrope. Soit S un k-tore
maximal déployé. On a considere le diagramme commutatif

(Zu($)/HK)/R «— Zu(S)(k)/R — H(k)/R

jkl jkl jkl
L(Zp(8)/8)(k) <—— L(Zy(8))(k) —— L(H)(k).

Les isomorphismes du haut proviennent du lemme 1.7 de [23], ceux du bas de
la proposition 2.3.2. Quitte a remplacer H par Zy(S)/S, on peut supposer H
anisotrope. On définit une application

se + H(k[[111) x H(k[[1]]) > H®&)/R, (h1, h) > hy(00)~" hi(0).

t

Montrons d’abord que s; induit une application s; : L(G) — H(k)/R. En
effet, si h € H(k(t)), alors sy (hhy, hhy) = hy(00) ' h(c0) " h(0)h(0) =
sx(hy, hy). De plus le composé s; o ji est I'identité de H(k)/R de facon
triviale. Pour établir la bijectivité, il suffit de vérifier que j; est surjective.
Le lemme 8.1.3 indique que le composé

H(k) x H(k) — H(k((t))) x H(k((}))) = L(H) (k)

t

est surjectif. Ce composé est H (k)-invariant (pour 1’action diagonale a gauche)
ce qui permet de conclure que ji est surjectif.

CoRrOLLAIRE 8.1.4. Si H satisfait I’approximation faible pour le corps k(t)
et les places en 0 et a linfini, alors H(k)/R = 1.

La proposition 2.3.1 produit le corollaire suivant.
COROLLAIRE 8.1.5. Si k est un corps fini, alors H est R-trivial.

Celui-ci contribue a donner une premiere caractérisation des groupes R-
triviaux.
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LEMME 8.1.6. Soit H/k un groupe algébrique linéaire connexe. On note
n € H(k(H)) le point générique de H. Alors H est R-trivial si et seulement
si [n] € Im(H (k)/R — H(k(H))/R).

DEMONSTRATION. Sik est un corps fini, cela résulte du corollaire précédent.
On suppose donc k infini. Le sens direct étant trivial, supposons que [n] =
[h] € H(k(H))/R pour un élément h € H (k). Il existe alors un ouvert V C
A,i X H tel que Uy = ({0} xx H)NV (resp. Uy = ({1} xx H)N'V)estnon vide
et un morphisme f : V — H x; H, qui commute avec la seconde projection
sur H, et tel que fy, s’identifie a la composée Uy — H % H xy H, fiu,
s’identifie au plongementdiagonal Uy C H — H x; H.Onpose U = UyNU;.
Alors si h € U(k), h est R-équivalent a & suivant I’élément fy, qui relie i et
h. Ainsi U (k)/R = 1 et la proposition 11 de [12] indique que H (k)/R = 1.
On conclut que H est R-trivial.

8.2. Caractérisation des k-groupes réductifs R-triviaux

ProOPOSITION 8.2.1. Soit G un k-groupe algébrique réductif. On considere les
assertions suivantes:

(1) G est R-trivial;

(i1) Pour tout k-anneau de valuation discrete A, et de corps résiduel «,
Uapplication G(A) — G(k)/R est surjective.

(11”) Pour tout k-anneau de valuation discrete A de corps résiduel k = k(G),
Papplication G(A) — G(k)/R est surjective.

(iii) Pour tout k-anneau de valuation discréte A de corps des fractions K,
I’application G(K) — G(K)/R est surjective.

(iii’) Pour tout k-anneau de valuation discréte A de corps des fractions K,
et de corps résiduel k = k(G), U'application G(K) — G(K)/R est
surjective.

(iv) Pour tout k-anneau de valuation discrete A de corps des fractions K,
G (K) est dense dans G (K).

(iv’) Pour tout k-anneau de valuation discrete A de corps des fractions K, et
de corps résiduel k = k(G), G(K) est dense dans G(K).

Alors on a le diagrame d’implications suivant

() &= (i) < (i) <= (v)

11

(ii’) <= (i1’) < (1v).
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DEMONSTRATION. Les implications (i) = (ii) = (ii’) (resp. (i) = (iii)
= (iii’)) sont triviales.

(i1’) = (1): Comme G/ k est lisse, le corps k = k(G) est une extension
finie séparable du corps F; = k(fy, ..., t;) ou d désigne la dimension de G.
On réalise alors k comme le corps résiduel d’un point M de la droite affine
A;d. On note alors R ’anneau local de M et K = F;4; son corps de fractions.
Notre hypothese entraine que 1’application G(R) — G(k)/R est surjective.
Cette application factorise selon

G(A) — G(K) G(K) G(K)/R —2> G(k)/R

ou sp est le morphisme de spécialisation défini en [24, th. 0.2]. Il suit que
G(K)/R — G()/R est surjectif. Or Gk)/R = G(F;)/R
[21, lemme II.1.1.(c)], d’ou la surjectivité de G(k)/R — G(x)/R. Comme
k = k(G), le lemme 8.1.6 permet de conclure que G est R-trivial.

(i) = (1): On garde les notations précédentes. En utilisant que la spécial-
isatign G(K)/R — G(x)/R estun isomorphisme (ibid), le fait que G(K) —
G (K)/R soit surjectif entraine aussitot la surjectivité de G (k) — G(k)/R.

(iv) = (ii1): Soit R un k-anneau de valuation discreéte de corps résiduel
k. On suppose que G(K) est dense dans G (K). Suivant [23, lemme 2.4], le
sous-groupe ouvert ger(G(i?\) — G (k)) est inclus dans RG(I/(\ ). La topolo-
gie quotient sur G(K)/R est donc la topologie discrete et on conclut que le
morphisme G(K) — G(K)/R est surjectif.

(iv’) = (iii’): itou.

REMARQUE 8.2.2. L’argument est calqué sur celui de la proposition 7.5.6
de [26].

8.3. Problématique de la spécialisation

Soit A un anneau de valuation discrete (de rang 1), F son corps des fractions
F, et k son corps résiduel. Soit X/Spec(A) est un schéma projectif, X/F sa
fibre générique et X;/k sa fibre fermée. Kolldr [32] et Madore [35, p. 19] ont
indépendamment montré que la spécialisation X (F) = X(A) — X, (k) induit
une application X (F)/R — X;(k)/R.

Si &5/ A est un schéma en groupes réductifs de fibre générique G/ F et de
fibre spéciale &,/ k, nous avons établi un résultat analogue [23]. Les schémas
en groupes de Bruhat-Tits des sections précédentes ne sont pas réductifs.
C’est donc une question ouverte de définir une application de spécialisation
G(F)/R — ®,(k)/R pour de tels groupes qui jouerait le role de la proposi-
tion 3.1.1. Le cas échéant, cela montrerait que le défaut d’approximation faible
pourrait étre remplacé dans cet article par le défaut de R-équivalence.
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9. Appendice: groupes superversels

On utilise ici une construction [19, §6] qui est une variante de la construction
de Grothendieck de torseurs versels ([20], §1.5).

Fixons un corps de base k, un diagramme de Dynkin connexe A, et un
sous-groupe I' C Aut(A). Un groupe superversel de type (A, ') est un groupe
adjoint semi-simple G défini sur une extension F de type fini de k et de type
quasi-déployé (A, ¢¢) satisfaisant

¢ € Im(H'(F, ') — H'(F, Aut(A)))

et tel qu’il existe une k-variété lisse irréductible X de corps des fonctions F et
un schéma en groupes adjoints &/ X satisfaisant les deux propriétés suivantes:
1. La fibre de & au point générique de X est G.
2. Pour toute extension E de k, avec E infini, pour tout groupe semi-simple
adjoint H/E de type quasi-déployé (A, ¢g) tel que
¢n € Im(H'(E, ') — H'(E, Aut(A)))

et toute sous-variété ouverte non vide U de X, il existe x € U(E) tel
que la fibre &, est k(x)-isomorphe a H.

Les groupes superversels existent et permettent d’étudier la rationalité des
formes tordues de G.

ProprosITION 9.0.1. On suppose k infini. Soit G/ k(X) un groupe superversel
de type (A, T).

(1) SiG estk(X)-rationnel (resp. stablement k(X)-rationnel, rétracte k(X)-
rationnel), alors pour tout corps E | k et tout groupe semi-simple adjoint
H/E de type quasi-déployé (A, ¢g) satisfaisant

¢n € Im(H'(E, ') — H'(E, Aut(A))),

alors le groupe H | E est E-rationnel (resp. stablement E -rationnel, resp.
E-rétracte rationnel).

(2) Idem pour G*¢ et H*C.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 9.0.1. On montre seulement la pre-
miere assertion, les autres étant analogues. On suppose donc que & x k(X)
X

est k(X)-rationnel, c’est-a-dire qu’il existe un ouvert V.C & x k(X) k(X)-
X

isomorphe & un ouvert de Af(X). Il existe un ouvert non vide U C X et un
ouvert W C & x U, surjectif sur U, tel que W est U-isomorphe a un ouvert
X
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de A‘Z,. On se donne un groupe H/E comme dans 1’énoncé, il existe alors
un point u € U(E) tel que H = & x" E. On observe que W x* E est un
X U
ouvert de & x" E, il est non vide car surjectif sur Spec(F). Alors W x* F
b'¢ U
est E-isomorphe a un ouvert de A‘fp. On conclut que H/E est une variété
E-rationnelle.

Ceci nous permet de démontrer a peu de frais que les groupes trialitaires ne
sont pas en général des variétés rationnelles.

PRrROPOSITION 9.0.2. 1l existe un corps F/C et un F-groupe trialitaire sim-
plement connexe de type ® Dy qui n’est pas une variété rétracte k-rationnelle.

DEMONSTRATION. On applique la proposition précédente a Dy, au groupe
I' = Aut(Dy) et au corps de base k = C. Soit G/k(X) un groupe super-
versel dans ce contexte. On sait qu’il existe un corps E/k et un groupe E/F
simplement connexe de type 2Dy qui n’est pas rétracte E-rationnel ([8], ex-
emple 6.10). La proposition 9.0.1.(2) montre alors que G*/k(X) n’est pas
rétracte k(X)-rationnel.

Nous montrons auparavant I’énoncé analogue pour les groupes de type * Dy
(remarque 6.2.4).

REMARQUES 9.0.3. (a) Dans la proposition 9.0.2, 1’algebre d’Allen du
groupe construit G/ F est celle du groupe superversel. Elle est donc d’indice
de Schur 8 [19, th. 14.1] alors que le théoréeme 1.1.(i) produit un exemple dont
I’algebre d’Allen est d’indice 2.

(b) Dans le cas adjoint, on sait qu’il existe un corps F/k et un groupe
adjoint H,q/E de type ' D4 qui n’est pas rétracte E-rationnel [22]. La propos-
ition 9.0.1.(1) montre alors que le groupe superversel G/k(X) pour Dy et S3
n’est pas rétracte k(X)-rationnel.
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