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ËLËMENTS ALGËBRIQUES SUR LE CORPS
DES SËRIES FORMELLES GËNËRALISËES EN

CARACTËRISTIQUE FINIE

ALI BENHISSI

Introduction

Soient K un corps commutatif et G un groupe abëlien totalement ordonnë.
Nous donnons des moyens de construction d'ëlëments algëbriques sur le
corps K��G�� des sëries formelles gënëralisëes a© supports bien ordonnës.
Nous nous sommes inspirës des travaux de Stephanescu [7] et [8] sur les

sëries formelles usuelles dans plusieurs endroits de cet article.
Dans tout l'article, Gÿ � f� 2 G;� < 0g et �K dësigne une cloª ture algëbri-

que de K . Si f est une sërie formelle gënëralisëe, on note v�f � sa valuation
naturelle et S�f � son support.

xx1. Gënëralisation de la mëthode de Rayner-Ribenboim

Nous reprenons les dëfinitions et notations de Rayner dans [4] et [5]. Soient
l l'ensemble des sous corps de �K de degrë fini sur K , � l'enveloppe divisible
de G et p�G� la plus petite famille-corps de � contenant l'ensemble b�G�,
des parties bien ordonnëes de G.
Plus prëcisëment, dësignons para l'ensemble des parties A de � telles que

le sous groupe hG [ Ai de � engendrë par G [ A est de type fini modulo G;

c'est a© dire hG [ Ai � G�
Xr
i�1

Z�i, avec �i 2 A et p1�G� � fSn ;S 2 b�G�;

n 2 N�g. On a p�G� � p1�G� \a.
L'ensemble K�p�G�� � ff 2 K�����;S�f � 2 p�G�g est un sous corps de

K����� contenant K��G��.

1.1. Proposition. Le corps C �
[
L2l

L�p�G�� est une cloª ture algëbrique de

K��G�� dans chacun des deux cas suivants:
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a) la caractëristique de K est nulle.
b) K est parfait de caractëristique p 6� 0 et G est p-divisible.

Dëmonstration. C est hensëlien pour sa valuation naturelle v, d'apre© s [4],
lemme 2 et algëbrique sur K��G�� d'apre© s [5] th.3.
Le cas a) rësulte de [6], lemme 5.1.(i).
Supposons dans b) que C ne soit pas algëbriquement clos. D'apre© s [6],

lemme 5.1.(ii), il existe f 2 C; v�f � < 0, tel que le polynoª me Xp ÿ X ÿ f soit
irrëductible sur C. On a: f � c� f1 � f2, avec c 2 �K , v�f1� > 0 et S�f2� � Gÿ.

Les polynoª mes : Xp ÿ X ÿ fi, i � 1; 2 admettent les sëries g1 � ÿ
X1
i�0

f p
i

1 et

g2 �
X1
i�1

f p
ÿi

2 pour racines dans C. Notons que S�g2� �
[1
i�1

pÿiS�f2�, qui est

bien ordonnë, d'apre© s [6], p.133. On trouve une contradiction.

L'exemple suivant montre qu'en caractëristique non nulle, si les conditions
de (b) ne sont pas vërifiëes, le corps C n'est plus algëbriquement clos.

Exemple. On suppose que caract K � p 6� 0. Soient a 2 K , � 2 Gÿ et

f �
X1
i�1

ap
ÿi
Tpÿi�. On a f p ÿ f ÿ aT� � 0.

Si
���
ap
p

=2 K ou � n'est pas p-divisible, alors f =2 C.

xx2. Crite© res d'algëbricitë en caractëristique non nulle

On suppose dans le reste de l'article que la caractëristique de K est p 6� 0.

Soient Kpÿ1 �
[1
n�0

Kpÿn la cloª ture radicielle de K , l l'ensemble des sous

corps de �K de degrës finis sur Kpÿ1 et G0=fpÿn�; n 2 N; � 2 Gg.
Alors ~K �

[
L2l

L�p�G0�� contient une cloª ture algëbrique de K��G��.

2.1. Exemples de sëries de Neumann algëbriques. Soit f 2 ~K une sërie al-
gëbrique sur K��G�� de valuation v�f � > 0. Il rësulte de [1], th. p.268, que siX1
n�0

anXn est une sërie de �K ��X �� algëbrique sur �K �X �, alors la sërie de Neu-

mann
X1
n�0

anf n est algëbrique sur K��G��.

a) Si q est une puissance de p et g �
X1
n�0

f q
n
, alors gq ÿ g� f � 0.
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b) Si an est la somme, rëduite modulo p, des chiffres de n, en base p, et

g �
X1
n�0

anf n, alors �f p ÿ 1��f ÿ 1�gp ÿ �f ÿ 1�2g� f � 0:

c) Soient s 2 N� et g �
X1
n�0
�Cn

2n�sf n. On a: gpÿ1 �
�Xpÿ12
i�0
�Ci

2i�sf i
�ÿ1

.

On suppose maintenant que p � 2. Soit g �
X1
n�0

anf n; ou© �an� est une suite

d'ëlëments de F2, dëfinie dans [2] pour chacun des exemples suivants:
d) Si �an� est la suite de Rudin-Shapiro, alors: �1� f �5g2 � �1� f �4g �

f 3 � 0:
e) Si �an� est la suite de Baum et Sweet, alors: g3 � fg� 1 � 0:
f) Si �an� est la suite de pliage de papier, alors: f �1� f �4g2 � �1� f �4g �

1 � 0:

Notation. Dans tout le reste de l'article q dësigne une puissance de p et d
un entier naturel non divisible par p.

2.2. Lemme. Soit f �
X
s2S

asT
�s
dqns une sërie de ~K, ou© ns 2 Z et �s 2 Gÿ.

On suppose que �s n'est pas q-divisible pour tout s 2 S et �s ÿ �t n'est pas q-
divisible de© s que �s 6� �t.
Si f est algëbrique sur K��G��, alors il existe n 2 N et h 2 �K��1d G�� tels que:

h; f ; f q; :::; f q
n
soient linëairement dëpendants sur K.

Dëmonstration. Il existe n 2 N et g; g0; :::; gn 2 K��G�� non tous nuls tels
que: g0f � g1f q � :::� gnf q

n � g. On peut supposer que: gi � bi � T�hi, avec
les bi 2 K non tous nuls, � > 0 et v�hi� � 0.

On a:
Xn
i�0

bi
X
s2S

aq
i

s T
�s

dqnsÿi

 !
� T�

Xn
i�0

hi
X
s2S

aq
i

s T
�s

dqnsÿi

 !
� g.

Notons E1 et E2 les deux expressions de gauche. Pour voir si un terme de
E1 se rëduit avec un terme de E2, on est amenë a© ëcrire des ëgalitës du type:
�s

dqnsÿi � � � �t
dqntÿj ; ou© � > 0; 0 � i; j � n:

Supposons que: ns ÿ i � u > 0.
Si nt ÿ j � ÿv � 0, alors �s � qu�d� � qv�t� et q divise �s: absurde.
Si nt ÿ j � v > 0; on distingue les trois cas suivants
a) Si u � v, alors �s ÿ �t � dqu�, donc �s 6� �t et q divise �s ÿ �t.
b) Si u < v, alors �t � qvÿu�s ÿ dqv�, donc q divise �t.
c) Si v < u, on trouve que q divise �s.
Dans les trois cas, on aboutit aussi a© une contradiction.
Ainsi les termes de E1 qui se rëduisent constituent une sërie de �K��1d G��
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et les autres se trouvent, par identification dans g. D'ou© :Xn
i�0

bif q
i � h 2 �K��1d G��:

Notation. Dans la suite, � dësigne un ëlëment de Gÿ non divisible par q.

Exemple. Si �ai� est une suite d'ëlëments de �K , përiodique a© partir d'un

certain rang, alors la sërie f �
X1
i�0

aiT
�
dqi de ~K , est algëbrique sur K��G��.

En effet, quitte a© changer un nombre fini de termes, on peut supposer qu'il
existe n 2 N�, tel que ai�n � ai, pour tout i 2 N.
On a

f �
Xnÿ1
i�0

X1
k�0

ai�knT
�

dqi�kn

�
Xnÿ1
i�0

ai
X1
k�0

T
�

dqkn

 !qÿi

:

Soit g �
X1
k�0

T
�

dqkn . On a gq
n ÿ gÿ T

qn�
d � 0. On conclut que f est algëbrique

sur K��G��.

2.3. Proposition. La sërie f �
X1
i�0

aiT
�
dqi de ~K est algëbrique sur K��G�� si

et seulement si il existe n 2 N� tel que le syste© me ���
Xn
t�0

aq
t

i�tYt � 0 �i 2 N��

admet une solution non triviale dans K.

Dëmonstration. Si f est algëbrique, il existe h 2 �K��1d G�� et des con-
stantes non toutes nulles c0; :::; cn 2 K tels que: c0f � c1f q � ::: � cnf q

n � h.

On trouve:
Xn
t�0

Xt
i�0

cta
qt
i T

�qtÿi
d �

X1
i�1

Xn
t�0

cta
qt
i�t

 !
T

�
dqi � h.

D'ou© :
Xn
t�0

cta
qt
i�t � 0, pour tout i 2 N�.

Rëciproquement, soit c0; :::; cn une solution non triviale du syste© me.

On a:
Xn
t�0

ctf q
t �

Xn
t�0

Xt
i�0

cta
qt
i�tT

�qtÿi
d :

2.4. Corollaire. Soit �ai� une suite d'ëlëments de Kpÿ1 et L � K�ai; i 2 N�.
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Si la sërie f �
X1
i�0

aiT
�
dqi est algëbrique sur K��G��, alors l'extension L=K est

d'exposant fini.

Dëmonstration. Il existe n 2 N et c0; :::; cnÿ1 2 K tels que: aq
n

i�n �Xnÿ1
t�0

aq
t

i�tct, pour tout i 2 N�: Par rëcurrence, il existe s 2 N� tel que: Lps � K .

2.5. Corollaire. Soient f et g deux sëries de ~K algëbriques sur K��G��
telles que: S�g� � Gÿ et f �

X1
i�0

aiT
�
dqi . Alors la sërie: h �

X1
i�0

aig
1
qi est aussi

algëbrique sur K��G��.
Dëmonstration. Soit c0; :::; cn 2 K une solution non triviale de ��� pour f .
On a:

Xn
t�0

cthq
t �

Xn
t�0

Xt
i�0

cta
qt
i g

qtÿi .

xx3. Application aux corps finis

3.1. Proposition. Soit f �
X1
i�0

aiT
�
dqi 2 ~K une sërie a© coefficients dans un

corps fini. Alors f est algëbrique sur K��G�� si et seulement si la suite �ai� est
përiodique.

Dëmonstration. Soit c0; :::; cn 2 K une solution non triviale de ���. On
peut supposer cn � 1. Pour i 2 N; on pose: Ai � �ai; ai�1; :::; ai�nÿ1�: Il existe
i 6� j tels que Ai � Aj. D'ou© : ai�n � aj�n; :::; ai�n�k � aj�n�k, pour tout k 2 N:
Exemples.

a) La sërie f �
X1
i�0

T
�

q2i est transcendante sur K��G��.
b) Dëfinissons les polynoª mes symëtriques:

Sk�X1; :::;Xn� �
X

1�i1�:::�ik�n
Xi1 :::Xik :

Soient a1; :::; an des ëlëments non nuls de �Fp.

La sërie: f �
X1
k�1

Sk�a1; :::; an�T
�

dqk est algëbrique sur K��G��.

3.2. Corollaire. Soient ai 2 N, 0 � ai � pÿ 1 pour tout i 2 N, et �ai l'image

de ai dans Fp, alors la sërie f �
X1
i�0

�aiT
�
dqi est algëbrique sur K��G�� si et seu-

lement si le nombre rëel:
X1
i�0

ai
pi
est rationnel.
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3.3. Proposition. Soit K un corps. Les assertions suivantes sont ëquiv-
alentes.
1) Le corps K est une extension algëbrique de son corps premier.

2) Pour tout groupe G, l'ensemble des sëries: f �
X1
i�0

aiT
�
dqi de ~K algëbriques

sur K��G�� coincide avec l'ensemble des sëries përiodiques.
3) Il existe un groupe G tel que l'ensemble des sëries: f �

X1
i�0

aiT
�
dqi de ~K

algëbriques sur K��G�� coincide avec l'ensemble des sëries përiodiques.
Dëmonstration. 1��)2� Soit c0; :::; cn � 1 2 K une solution de (*).

On a: aq
n

n�1 � ÿ
Xnÿ1
t�0

aq
t

1�tct. Puisque le corps F � Fp�c0; :::; cnÿ1; a1; :::; an� est

fini, alors an�1 2 F .
Par rëcurrence: an�i 2 F , pour tout i 2 N�. On conclut par la proposion

3.1.
2��)3� Evident.
3��)1� Supposons que K ne soit pas algëbrique sur Fp. Alors K contient

un ëlëment a d'ordre multiplicatif infini. La sërie f �
X1
i�0

aq
ÿi
T

�
dqi est algëbri-

que sur K��G��, mais ai � aq
ÿi
n'est pas përiodique.

xx4. Exemples
a) Soient �v�i�; i 2 N� une suite strictement croissante d'entiers naturels tels
que lim

i!�1
�v�i� ÿ v�i ÿ 1�� � �1 et �av�i�; i 2 N� une suite d'ëlëments non nuls

de �K : La sërie f �
X1
i�0

av�i�T
�

dqv�i� est transcendante sur K��G��.

En effet, supposons que le syste© me ��� admet une solution

c0; :::; cn � 1 2 K : Soient m 2 N tel que n < v�m� ÿ v�mÿ 1� et i � v�m� ÿ n:
On trouve: aq

n

v�m� � 0: absurde.
b) Soit �ai; i 2 N� une suite d'ëlëments de �K algëbriquement indëpendants

sur Fp. Il est facile de voir que pour tout n 2 N�, le syste© me:
Xn
t�0

aq
t

i�tYt � 0,

�i � 1� k�n� 1�; 0 � k � n� est de Cramer.

Donc la sërie: f �
X1
i�0

aiT
�
dqi est transcendante sur K��G��.
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c) Soit 0 6� x 2 �K . La sërie: f �
X1
i�0

xiT
�
dqi est algëbrique sur K��G�� si et

seulement si x est algëbrique sur Fp:
``)'' Soit n un entier pour lequel le syste© me ��� admet une solution non

triviale dans K . Le syste© me:
Xn
t�0

x�i�t�q
t
Yt � 0, �1 � i � n� 1� a pour dë-

terminant: P�x� � x1�2q�3q
2�:::��n�1�qnV�x; xq; :::; xqn�, ou© V dësigne le dë-

terminant de Vandermonde. Dou© : P�x� � 0.
``('' Il existe n 2 N� tel que: xn � 1: Le rësultat dëcoule de la proposition

3.1.
d) Soit �ui; i 2 N� une suite rëcurrente linëaire d'ëlëments de �Fp. D'apre© s

[3] th.8, il existe un entier s � 1, tel que pour tout r 2 f0; 1; :::; sÿ 1g; il existe
des ëlëments ai; bi 2 �Fp; 1 � i � t; dëpendants de r, vërifiant: 8k 2 N;
uks�r �

Xt
i�1

aibki :

Soit f �
X1
i�0

uiT
�
dqi : On a: f � g0 � :::� gsÿ1, ou© gr �

X1
k�0

uks�rT
�

dqks�r �
Xt
i�1

ai
X1
k�0
�bqri �kT

�

duk

 !qÿr

, avec u � qs. D'apre© s l'exemple (c), la sërie gr est

algëbrique sur K��G��. Il en est de meª me pour f .

xx5. Polynoª mes minimaux
On suppose que K est algëbriquement clos. Soit f une sërie de ~K algëbrique
sur K��G�� et vërifiant les hypothe© ses du lemme 2.2. Il existe
n 2 N�; h 2 �K��1d G�� et des constantes c0; :::; cnÿ1 2 K tels que f soit racine du
polynoª me:

P�X� � Xqn � cnÿ1Xqnÿ1 � :::� c1Xq � c0X � h:

On suppose que c0 6� 0. Les racines de P�X� sont alors distinctes.
5.1. Proposition. L'extension K��G���f �=K��G�� est abëlienne de degrë ps,

ou© s 2 N� et son groupe de Galois est une somme directe de s sous groupes cy-
cliques d'ordre p.

Dëmonstration. Les racines de P�X� sont les f � x, x est racine du
polynoª me: Xqn � :::� c0X dans K . Il en rësulte que tous les facteurs irrë-
ductibles de P�X� ont le meª me degrë et l'extension K��G���f �=K��G�� est
galoisienne de degrë ps. Un ëlëment de son groupe de Galois est de la forme
�x; avec �x�f � � f � x.
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5.2. Lemme. Soient K un corps de caractëristique p 6� 0 et �xi; i 2 N�� une
suite d'ëlëments de K. On dëfinit la suite de polynoª mes Pi�X� par:
P1�X� � Xp ÿ xpÿ11 X ; et pour i � 2;Pi�X� � Pp

iÿ1�X� ÿ Ppÿ1
iÿ1 �xi�Piÿ1�X�:

Alors pour: 0 � �1; �2; :::; �i � pÿ 1; �1x1 � :::� �ixi est racine de Pi�X�.
Dëmonstration. Par rëcurrence, en remarquant que Pi est additif.
Reprenons les notations introduites au dëbut de ce x. Soit S �

Gal
ÿ
K��G���f �=K��G���. Alors S �Ms

i�1
Ci, ou© Ci �< �i > est un groupe cy-

clique d'ordre p. On a: �i�f � � f � xi, ou© xi 2 K . Les conjuguës de f sont les
f � �1x1 � ::: � �sxs, avec 0 � �i � pÿ 1. Puisque l'ëgalitë ��11 :::�

�s
s � id,

pour 0 � �i � pÿ 1, implique �1 � ::: � �s � 0, alors x1; :::; xs sont linë-
airement indëpendants sur Fp. Donc les f � �1x1 � :::� �sxs sont des racines
distinctes du polynoª me: Ps�X ÿ f � � Ps�X� ÿ Ps�f �. D'ou© :

5.3. Proposition. Le polynoª me minimal de f sur K��G�� est ëgal a© :
Ps�X� ÿ Ps�f �

.
Exemple. On suppose p � 2. Soit f �

X1
i�0

aiT
�
2i , avec a0 � a1 � 1; a2 � 0 et

ai�3 � ai. On a: ai � ai�1 � ai�2 � 0.
Le polynoª me minimal de f est X4 � X 2 � X � T4�.
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