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ELEMENTS ALGEBRIQUES SUR LE CORPS
DES SERIES FORMELLES GENERALISEES EN
CARACTERISTIQUE FINIE

ALI BENHISSI

Introduction

Soient K un corps commutatif et G un groupe abélien totalement ordonné.
Nous donnons des moyens de construction d’¢léments algébriques sur le
corps K((G)) des séries formelles généralisées a supports bien ordonnés.

Nous nous sommes inspirés des travaux de Stephanescu [7] et [8] sur les
séries formelles usuelles dans plusieurs endroits de cet article.

Dans tout larticle, G~ = {a € G;a < 0} et K désigne une cldture algébri-
que de K. Si f est une série formelle généralisée, on note v(f) sa valuation
naturelle et S(f) son support.

§1. Geénéralisation de la méthode de Rayner-Ribenboim

Nous reprenons les définitions et notations de Rayner dans [4] et [5]. Soient
Z I'ensemble des sous corps de K de degré fini sur K, A I’enveloppe divisible
de G et 2(G) la plus petite famille-corps de A contenant I’ensemble %(G),
des parties bien ordonnées de G.

Plus précisément, désignons par .o ’ensemble des parties 4 de A telles que
le sous groupe (GU A4) de A engendré par GU A4 est de type fini modulo G;

c’est & dire (GUA) = G—I—ZZa,—, avec o; € A et 21(G) ={3;5 € %(G),
=1
ne N} Ona2(G) =2,(G)N ..
L’ensemble K(2(G)) ={f € K((4Q)); S(f) € (G)} est un sous corps de
K((A)) contenant K((G)).

1.1. PROPOSITION. Le corps C = U L(2(G)) est une cloture algébrique de
Ley

K((G)) dans chacun des deux cas suivants:
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a) la caractéristique de K est nulle.
b) K est parfait de caractéristique p # 0 et G est p-divisible.

DEMONSTRATION. C est hensélien pour sa valuation naturelle v, d’aprés [4],
lemme 2 et algébrique sur K((G)) d’apres [5] th.3.

Le cas a) résulte de [6], lemme 5.1.(i).

Supposons dans b) que C ne soit pas algébriquement clos. D’apres [6],
lemme 5.1.(ii), il existe ' € C,v(f) < 0, tel que le polynome X? — X — f soit
irréductible sur C. On a: f = ¢+ fi + /5, avec ¢ € K, v(f1) > 0 et S(f>) C G~.

Les polynomes : X? — X — f;, i = 1,2 admettent les séries g = — Zfl‘"i et
i=0

o0 . 00
&= Zfz’f’ pour racines dans C. Notons que S(g2) C Up*"S(fz), qui est
=1 i=1

bien ordonné, d’apres [6], p.133. On trouve une contradiction.

L’exemple suivant montre qu’en caractéristique non nulle, si les conditions
de (b) ne sont pas vérifiées, le corps C n’est plus algébriquement clos.

ExeEMPLE. On suppose que caract K =p # 0. Soient a € K, o € G~ et
x . .
f=> T Onafr—f—aT*=0.
i1

Si {/a ¢ K ou a n’est pas p-divisible, alors /' ¢ C.

§2. Critéres d’algébricitée en caractéristique non nulle
On suppose dans le reste de I’article que la caractéristique de K est p # 0.

Soient KP*~ = UKPH' la cloture radicielle de K, % I’ensemble des sous
n=0
corps de K de degrés finis sur K? ~ et G'={p~"a;n € N,a € G}.
Alors K = U L(2(G")) contient une cloture algébrique de K((G)).
Ly

2.1. Exemples de séries de Neumann algébriques. Soit f € K une série al-
gébrique sur K((G)) de valuation v(f) > 0. Il résulte de [1], th. p.268, que si

ZanX” est une série de K[[X]] algébrique sur K[X], alors la série de Neu-
n=0

mann Zanf " est algébrique sur K((G)).
n=0

o0
a) Si g est une puissance de p et g = qun, alors g7 —g+f=0.
n=0
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b) Si a, est la somme, réduite modulo p, des chiffres de n, en base p, et

= af" alors (17— 1)(f — ) — (f — 1)’ +1 =0.
n=0

p—1

00 -1
c) Soient s € N* et g = Z(Cg'n)sfn. On a: g’ ! = [ (Cél.)sf’] )
n=0 i=0

o0
On suppose maintenant que p = 2. Soit g = Zanf”, ou (a,) est une suite
n=0
d’¢léments de F,, définie dans [2] pour chacun des exemples suivants:
d) Si (a,) est la suite de Rudin-Shapiro, alors: (1+f)°g* + (1 +/)*g +
=0
e) Si (a,) est la suite de Baum et Sweet, alors: g* + fg +1 = 0.
f) Si (a,) est la suite de pliage de papier, alors: /(1 +/)*g* + (1 +f)*g +
1=0.

NoTATION. Dans tout le reste de I’article ¢ désigne une puissance de p et d
un entier naturel non divisible par p.

2.2. LEMME. Soit [ = ZaxTﬁ une série de K, ouny € Z et ag € G
seS
On suppose que o n’est pas q-divisible pour tout s € S et oy — oy n'est pas g-
divisible des que oy # a.
Si [ est algébrique sur K((G)), alors il existe n € N et h € K((4G)) tels que:
hf.fe, ...f9 soient linéairement dépendants sur K.

DEMONSTRATION. Il existe n € N et g, g, ..., g» € K((G)) non tous nuls tels
que: gof +g1f? + ... + g,f7 = g. On peut supposer que: g; = b; + Th;, avec
les b; € K non tous nuls, « > 0 et v(h;) > 0.

On a: En:b,- (Z al T1—> +T° En:h,- (Z af T1—> — g
i=0 i=0

seS seS

Notons E| et E, les deux expressions de gauche. Pour voir si un terme de
E; se réduit avec un terme de Ej, on est amené a écrire des égalités du type:
#zﬁ+%,0ﬁﬁ>0,0§i,]§n.

Supposons que: ng —i =u > 0.

Sin, —j=—-v<0,alors oy = ¢"(dS8 + ¢"a,) et g divise «;: absurde.

Sin, —j=v >0, on distingue les trois cas suivants

a) Siu =v, alors oy — oy, = dg" 3, donc o, # a4 et ¢ divise ay — ay.

b) Siu < v, alors a; = ¢" oy — dq" 3, donc ¢ divise «.

¢) Si v <u, on trouve que ¢ divise ay.

Dans les trois cas, on aboutit aussi a une contradiction.

Ainsi les termes de E; qui se réduisent constituent une série de K((}G))
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et les autres se trouvent, par identification dans g. D’ou:
n . _
> b =he K((}G)).
i=0
NoTATION. Dans la suite, o désigne un ¢lément de G~ non divisible par ¢.
EXEMPLE. Si (g;) est une suite d’éléments de K, périodique a partir d’un

o0
certain rang, alors la série f = Za,-T w de K, est algébrique sur K((G)).
i=0
En effet, quitte a changer un nombre fini de termes, on peut supposer qu’il
existe n € N*, tel que a;,, = a;, pour tout i € N.
On a

n—

o 43
=33 4, 7O

i=0 k=0
n—1 00 T’
=0 \k=0
Soit g = Z T4 On a g/ —g— T7 = 0. On conclut que f est algébrique
sur K ((G))
> 4] ~
2.3. PROPOSITION. La série f = ZaiTTf’ de K est algébrique sur K((G)) si
i=0

n
1
et seulement si il existe n € N* tel que le systéme (x) Za?ﬂ Y, =0 (ie N
=0
admet une solution non triviale dans K.

DEMONSTRATION. Si f est algébrique, il existe 2 € K((5G)) et des con-
stantes non toutes nulles cy, ..., ¢, € K tels que: cof + c1f9+ ... + ¢ f ¢ = h.

E L r ag' e 4 t a
On trouve: E E C[Cl? T + E § Czd?ﬂ T = .
t=0 i=0 i=1 =0

n
LI q’ _ . *
D’ou: E cdi,, = 0, pour tout i € N".
=0
Réciproquement, soit ¢y, ..., ¢, une solution non triviale du systeme.

n n_ g
1l 0
On a: E cof ? = E E cal T 7.

1=0

2.4. COROLLAIRE. Soit (a,) une suite d’'éléments de KP ™ et L = K(a;,i € N).
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Si la série f = Z a; T est algébrique sur K((G)), alors 'extension L/K est
i=0
d’exposant fini.

DEMONSTRATION. 11 existe ne N et ¢,..,c,o1 € K tels que: af,, =
n—1

E al‘-’;tc,, pour tout i € N*. Par récurrence, il existe s € N* tel que: I”” C K.
=0
2.5. COROLLAIRE. Soient f et g deux séries de K algébriques sur K((G))
(o) o0
o i
telles que: S(g) C G~ et f = g a;T4. Alors la série: h = E a;ge est aussi

i=0 i=0
algébrique sur K((G)).

DEMONSTRATION. Soit ¢, ..., ¢, € K une solution non triviale de () pour f.

n n t . )

1 =i

On a: E ch! = E E cal gt .
=0

t=0 i=0

§3. Application aux corps finis

o0
3.1. PROPOSITION. Soit f = Za,TTv" € K une série a coefficients dans un
i—0
corps fini. Alors [ est algébrique sur K((G)) si et seulement si la suite (a;) est
périodique.
DEMONSTRATION. Soit ¢, ..., ¢, € K une solution non triviale de (x). On
peut supposer ¢, = 1. Pour i € N, on pose: 4; = (a;, diy1, ..., diyn—1)- 11 existe
i#jtels que 4; = A;. D’OW: Giry = Gjipy -y Aignik = Qjyntk, POUr tout k € N.

EXEMPLES.
X o

a) La série /' = Z T+ est transcendante sur K((G)).
i=0

b) Définissons les polynomes symétriques:

Sk(Xin X)) = ) XX

1<i<..<ix<n

Soient ay, ..., a, des éléments non nuls de F,.

La série: f = ZSk(al, ...,an)Tﬁ est algébrique sur K((G)).
k=1

3.2. Corollaire. Soient a; € N, 0 < a; < p — 1 pour tout i € N, et a; I'image

de a; dans F,, alors la série f = Z a; T4 est algébrique sur K((G)) si et seu-
i=0

ai .
— est rationnel.
=0 P

NgE

lement si le nombre réel:
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3.3. PROPOSITION. Soit K un corps. Les assertions suivantes sont équiv-
alentes.

1) Le corps K est une extension algébrique de son corps premier.
o0

2) Pour tout groupe G, l'ensemble des séries: f = Z a; T de K algébriques
i=0
sur K((G)) coincide avec I'ensemble des séries périodiques.

o0
3) Il existe un groupe G tel que 'ensemble des séries: f = Za,TTv" de K
i=0
algébriques sur K((G)) coincide avec I'ensemble des séries périodiques.
DEMONSTRATION. 1)=2) Soit ¢y, ...,c, = | € K une solution de (¥).

n—1
n t .
On a: al | = —Za‘{ﬂct. Puisque le corps F = F,(co, ..., cu1, a1, ..., ay) est
=0
fini, alors a, | € F.
Par récurrence: a,; € F, pour tout i € N*. On conclut par la proposion
3.1.
2)=>3) Evident.

3)=1) Supposons que K ne soit pas algébrique sur F,. Alors K contient

o i a

un ¢lément a d’ordre multiplicatif infini. La série f = Z a? T est algébri-
i=0

que sur K((G)), mais a; = a? ' n’est pas périodique.

§4. Exemples

a) Soient (v(i),i € N) une suite strictement croissante d’entiers naturels tels

que lim (v(i) —v(i — 1)) = +o0 et (a,;),i € N) une suite d’¢léments non nuls
i—+o00 00

de K. La série f = Za"’@ T%7 est transcendante sur K (@)).
i=0
En effet, supposons que le systétme () admet une solution

oy ..ycn =1 € K. Soient m € N tel que n < v(m) —v(m — 1) et i = v(m) — n.
On trouve: a‘f . = 0: absurde.
b) Soit (a;,i € N) une suite d’éléments de K algébriquement indépendants

n
sur F,. Il est facile de voir que pour tout n € N, le systeme: Za‘.’ Y, =0,

1
i+t
t=0

(i=14k(n+1),0<k<n)estde Cramer.

o0

Donc la série: f = Za,-Tﬁ est transcendante sur K((G)).
i=0
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o0
c) Soit 0 # x € K. La série: f = inTW est algébrique sur K((G)) si et
i=0
seulement si x est algébrique sur F,.
“ = Soit n un entier pour lequel le systéme (%) admet une solution non

n
triviale dans K. Le systéme: Zx(’*’)q’ Y,=0, (1<i<n+1) a pour dé-
=0
terminant: P(x) = x!t2 03¢ At a" p(x x4 x4 ou V désigne le dé-
terminant de Vandermonde. Dou: P(x) = 0.
“«<" 1l existe n € N* tel que: x" = 1. Le résultat découle de la proposition
3.1.
d) Soit (u;,i € N) une suite récurrente linéaire d’éléments de F,. D’aprés
[3] th.8, il existe un entier s > 1, tel que pour tout r € {0, 1,...,s — 1}, il existe
des éléments a;,b; € F,,1 <i<t, dépendants de r, vérifiant: Vk € N,

t
E k
Upes+r = aibl‘( .
i=1

(o) o0
Soit f = ZuiTW. On a: f=go+..+g-1, OU g = Zuks+,,Tz/zz*"+f =
=0 . k=0

t 0 l q’

> a; <Z(b?r)kTﬁ> , avec u = ¢*. D’aprés I'exemple (c), la série g, est
i=1 =0

algébrique sur K((G)). Il en est de méme pour f.

§5. Polynémes minimaux

On suppose que K est algébriquement clos. Soit f une série de K algébrique
sur K((G)) et vérifiant les hypothéses du lemme 2.2. Il existe
ne N* h e K((}G)) et des constantes ¢, ...,c,—1 € K tels que f soit racine du
polynome:

P(X) = xe JrCnleqnil + o+ X9+ X + h.
On suppose que ¢y # 0. Les racines de P(X) sont alors distinctes.

5.1. PrROPOSITION. L’extension K((G))(f)/K((G)) est abélienne de degré p°,
ous € N* et son groupe de Galois est une somme directe de s sous groupes cy-
cliques d’ordre p.

DEMONSTRATION. Les racines de P(X) sont les '+ x, x est racine du
polyndéme: X7 + ...+ coX dans K. Il en résulte que tous les facteurs irré-
ductibles de P(X) ont le méme degré et I’extension K((G))(f)/K((G)) est
galoisienne de degré p*. Un élément de son groupe de Galois est de la forme
Ty, avec Tx(f) = f + x.
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5.2. LEMME. Soient K un corps de caractéristique p # 0 et (x;,i € N*) une
suite d’éléments de K. On définit la suite de polynémes P;(X) par:

Pi(X) = X" — XX, et pour i > 2, Pi(X) = P! [(X) — P} (x))Pi1(X).
Alors pour: 0 < ay,qz,...,c; < p — 1; ayxy + ... + a;x; est racine de P;i(X).

DEMONSTRATION. Par récurrence, en remarquant que P; est additif.
Reprenons les notations introduites au début de ce §. Soit S =

S
Gal(K((G))(f)/K((G))). Alors S = @ C;, ou C; =< 7; > est un groupe cy-
i=1
clique d’ordre p. On a: 7;(f) = f + x;, ou x; € K. Les conjugués de f sont les
f4+aixi+ ...+ agx,, avec 0 <a; <p—1. Puisque légalite 7{"'..7" =id,
pour 0 <q; <p—1, implique a; =...=a; =0, alors Xxp,...,x; sont liné-
airement indépendants sur F,. Donc les '+ ax; + ... + o, sont des racines
distinctes du polynome: Py(X —f) = Py(X) — Ps(f). D’ou:

5.3. PROPOSITION. Le polynéme minimal de f sur K((G)) est égal a:

PS(X)_PS(f)

o0
ExEMPLE. On suppose p = 2. Soit f = Za,»T%, avecap =a; = l,ap =0 et
i=0
a3 =a;. Ona:a;+a;1 +ai=0.
Le polynome minimal de f est X* + X2 + X + T%.
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