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LE SYSTEME DIRIGE DES ee;-PRODUITS DANS LA
CATEGORIE DES QUOTIENTS BANACHIQUES

BELMESNAOUI AQZZOUZ and M. HASSAN EL ALJ

Abstract

Nous montrons que la famille des e-produits (Geres(E|F))Res qui a été défini dans [1], est un
systeme dirigé dans la catégorie des quotients banachiques de Waelbroeck.

1. Introduction et notations

Dans la construction du g-produit d’un %,-espace G par un quotient banach-
ique E|F [1], nous avons utilis€ le foncteur exact Ge. sur la catégorie des
espaces de Banach. Dans le cas général, nous avons utilisé des suites ex-
actes a gauche particulieres. En effet, a tout espace de Banach nous avons fait
correspondre des C (K )-résolutions et nous avons défini des foncteurs Ge. :
gBan — gBan, E|F — Ge(E|F). Mais comme G admet plusieurs C(K)-
résolutions et que chacune d’elles définit un quotient banachique Ge(E|F),
nous n’avons pas pu montrer que ce dernier objet est indépendant des C(K)-
résolutions de G. Par conséquent, nous n’avons pas pu définir le e-produit
d’un espace de Banach quelconque. Plus encore, d’aprés un Théoréme de
Bourgain-Delbaen [3], nous ne pouvons méme pas définir le e-produit d’un
b-espace Infra-Schwartz (un b-espace G est Infra-Schwartz s’il est une limite
inductive d’espaces de Banach G, avec la condition que tout disque borné
complétant B de G est inclus dans un disque borné complétant B’ de G tel
que I’application inclusion iy 5 : Gp — Gp est faiblement compacte) [5].
C’est pour cela que nous avons défini seulement le ¢.-produit d’un b-espace
de Schwartz [1].

L’objectif de ce papier est de montrer que si G est un espace de Banach,
alors la famille des e-produits (G éeres(E| F))Rres, défini dans [1], est un systeéme
dirigé dans la catégorie des quotients banachiques [12].

Avant d’établir nos résultats, nous rappelons ci-dessous quelques définitions
dont nous aurons besoin dans la suite. Notons par Ban la catégorie des espaces
de Banach et des applications linéaires continues. Si E est un espace de Banach,
on note par Bg la boule unité fermée de E.

Received February 2, 2006.



6 BELMESNAOUI AQZZOUZ AND M. HASSAN EL ALJ

1. Un quotient banachique E|F est un espace vectoriel E/F tel que
(E, ||.llg) est un espace de Banach et (F, ||.||r) un sous-espace banachique de
E (i.e. F estun sous-espace vectoriel de £, muni d’une norme banachique ||.|| ¢
telle que I’injection (F, ||.||r) — (E, ||.||g) est continue). Si E|F et E||F)
sont deux quotients banachiques, un morphisme strict u : E|F — E|F] est
induit par une application linéaire continue u; : £ — E; dont la restric-
tion uy : F — F) est continue. Le morphisme strict u est dit un pseudo-
isomorphisme s’il est induit par une application linéaire continue et surjective
u, : E— E; telle que ul_l(Fl) = F.Siu: E|F — E{|F) est un morphisme
strict induit par I’application linéaire continue u; : E — E}, alors

1- le noyau de u est le quotient banachique ufl (F)|F.
2- I’'image de u est le quotient banachique u(E) + Fi|F}.

Notons par gBan la catégorie des quotients banachiques et des morphismes
stricts. Dans cette catégorie, il existe des pseudo-isomorphismes qui ne sont
pas inversibles. En effet, si E est un espace de Banach et F un sous-espace
vectoriel fermé de E, I’application quotient 7 : E — E/F induit le pseudo-
isomorphisme E|F — (E/F)|{0} qui n’est pas nécessairement un isomorph-
isme dans §Ban. Dans [12]. L. Waelbroeck a introduit une catégorie abélienne
gBan qui a les mémes objets que gBan et dans laquelle tous les pseudo-
isomorphismes sont inversibles. C’est une catégorie engendrée par gBan et
les inverses des pseudo-isomorphismes. Elle a comme morphismes toutes les
compositions de morphismes stricts et inverses des pseudo-isomorphismes i.e.
tout morphisme u de qBan s’écrit comme u = v o s~!, ol s est un pseudo-
isomorphisme et v un morphisme strict. Pour plus de détails sur ce sujet nous
renvoyons le lecteur a [12].

2. Rappelons que le e-produit de deux espaces de Banach E et F est1’espace
vectoriel E¢F des appliations linéaires f : E’ — F telles que la restriction
f\RE, est o (E’, E)-continue. Muni de la norme || f|| = SUpep | f(x)], EeF
est un espace de Banach.

Notons qu’il résulte du Théoreme 1 de ([8], Chapitre 3), que si la restriction
fi 5, €St o (E’, E)-continue, alors f est nécéssairement o (E’, E)-continue. Et
donc il est clair que tout €lément de E¢ F est compact.

Siu; : E; — F;,i = 1,2, sont des applications linéaires continues, le -
produitde 1 etu; est]’application linéaire continue ucu; : E1eE, — FieFs,
f = uzo foul, ouuj est’application duale de u;.

D’apres la proposition 2 de [11], les deux espaces de Banach E¢F et FeE
sont isométriquement isomorphes. Il est aussi évident que € : Ban x Ban —
Ban est bien un foncteur et que si G est un espace de Banach, alors le foncteur
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Ge. : Ban — Ban, E — Ge¢E est exact a gauche mais il n’est pas toujours
exact a droite.

Par exemple, si X estun compact et E un espace de Banach, comme I’espace
de Banach des fonctions continues C (X) admet la propriété d’approximation,
alors les espaces de Banach C(X)eE et C(X, E) sont isométriquement iso-
morphes.

Notons que si G est un espace de Banach et F' un sous-espace banachique
de E, alors GeF est aussi un sous-espace banachique de Ge E. Pour plus de
détails sur le e-produit on renvoie le lecteur a [6] et [11].

3. Un espace de Banach E est dit un %, ;-espace, A > 1, si pour tout sous-
espace vectoriel de dimension finie A de E, il existe un sous-espace vectoriel
de dimension finie B de E tel que A C B etd(B, KImB) < i, ou

dX,Y)=inf{||T||T""|:T:X — Y un isomorphisme }

est la distance de Banach-Mazur des deux espaces de Banach X et Y. Si E est
un £, 5-espace pour un certain A < 00, alors E est un £,-espace. Pour plus
d’informations sur les %, -espaces, on peut consulter par exemple [9].

2. Le systéeme dirigé des egs-produits

En général, si G est un espace de Banach alors il existe au moins un quotient
banachique E|F tel que GeE|F # (GeE)|(GeF). Dans [7], W. Kaballo a
établi qu’un espace de Banach G est un .%,,-espace si, et seulement si, pour
toute application linéaire bornée et surjective u : E — F entre des espaces
de Banach, I’application Idg cu : GeE — GeF, f — u o f est surjective.
Ensuite dans [1], nous avons utilisé cette caractérisation pour établir que si
G est un espace de Banach, le foncteur GZ. : §Ban — qgBan admet une
extension unique Ge¢. : gqBan — qgBan si, et seulement si, G est un Lo-
espace (Théoreme 1.2 de [1]). Comme conséquence, nous avons défini le
e-produit d’'un F-espace G par un quotient banachique E|F, comme le
quotient banachique Ge(E|F) = (GeE)|(GeF) (définition 1.3). Ce qui a
permet de définir un foncteur G.€. : Ban — qBan. Notons aussi que si E|F
est un quotient banachique, alors .¢(E|F) : Ban — gqBan est un foncteur.

Afin de définir le e-produit de la classe d’espaces de Banach qui ne sont
pas des £ -espaces, nous avons introduit dans [1] une classe particuli¢re de
suites exactes a gauches. Une suite (0, u,v) : 0 > G — G| — G, est dite
fortement exacte a gauche dans la catégorie Ban si Ker(v) = Im(u) et 'image
de v est fermée dans G,.

D’apres le Théoreme de Banach ([4], Théoréme 1.29), a tout espace de
Banach G nous avons fait associer une et méme plusieurs suites fortement
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exactes a gauche (0, , V) : 0 - G — C(X) — C(Y), ou X et Y sont des
espaces compacts, que nous avons appelé les C (K )-résolutions de G.

Si E|F est un quotient banachique, comme C(Z) est un -£,,-espace, nous
avons

C(Z2)e(E|F) = (C(2)eE)|(C(Z)eF), pour Z=2X,Y.
et nous avons obtenu un morphisme strict
Weldgp : (C(X)eE)(C(X)eF) = (C(Y)eE)|(C(Y)eF)

induit par I’application linéaire bornée We Idg : C(X, E) — C(Y, E). Com-
me Weldg r admet un noyau dans la catégorie abélienne gBan, nous avons
obtenu la suite exacte a gauche suivante:

(0, [OF3 IdE|F, Ye IdE|F) 00— Ker(llle IdE|F)
— C(X)e(E|F) — C(Y)e(E|F)

Ker(Weldgr) = (We Idg) N (C(Y)eF)|(C(X)eF).

et (Weldg)~'(C(Y)eF) est un sous-espace banachique de C(X)¢E.
En posant

Geres(E|F) = (Weldp) ™ (C(V)eF)|(C(X)eF)

nous avons défini un foncteur Géeges. : gBan — qgBan. Mais comme G
admet plusieurs C(K)-résolutions et que chacune d’elle définit un quotient
banachique Gegres(E|F), et qu’en général nous ne pouvons pas montrer que
Gegres(E| F) estindépendant de toutes les C (K )-résolutions de G, nous n’avons
pu définir que le e-produit d’un b-espace de Schwartz [1].

Notons que dans ([2], Théoreme 2), nous avons établi qu’un espace de
Banach G est un L,-espace si, et seulement si, pour toute C(K)-résolution
de G et pour tout quotient banachique E|F, on a Ge(E|F) = Geres(E|F).

Avant de montrer que ces gres-produits (Gegres(E|F)) forment un systeme
dirigé pour “I’inclusion” dans la catégorie qBan, montrons d’abord une con-
dition suffisante pour que des morphismes stricts injectifs existent entre les
objets de cette famille.

THEOREME 2.1. Soient G un espace de Banach et (0, ®;, W;) : 0 —
G —> CX;)) = C(Yy),i = 1,2, des C(K;)-résolutions de G. S’il existe des
applications linéaires bornées v : C(X1) — C(Xp) etw : C(Y;) — C(Y»)
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telles que le diagramme suivant:

O0,9,,¥)):0— G — C(X) —> C(Y))

0 " J»

0, P, V) :0 —> G —> C(Xp) — C(Y)

est commutatif, alors, il existe un morphisme strict injectif Geres, (E|F) —
G8R682 (E|F).

DEMONSTRATION. Si nous appliquons le foncteur .¢(E|F) : Ban — gBan
au carré commutatif de droite du diagramme (1), nous obtenons le carré com-
mutatif suivant:

Wieldgr

C(X1, EIF) C(, E|F)

lvsldﬂp lwsldg‘p
\Ilzb‘ldE‘F

C(Xy, E|F) ——— C(Y2, E|F)

En prenant les noyaux des morphismes stricts W;e Idg|r,i = 1, 2, on obtient
le diagramme commutatif suivant:

0 — Ker(Wieldgir) — C(X1)e(E|F) — C(Y1)e(E|F)

) l lug War lweldm,—

0 — Ker(Woeldgir) — C(Xp)e(E|F) — C(Ya)e(E|F)

ou le morphisme strict # est induit par la restriction de 1’application linéaire
bornée ve Id ¢ au sous-espace banachique (V¢ 1dz)~'(C(Y;, F)). Montrons
que ce morphisme strict est injectif. Considérons le diagramme dual du dia-
gramme (1)

(W), 9,,0): C(Yr)) — C(Xy) — G — 0
3) |w B 100
Yy, ®,0: CV)) — C(X)) — G'— 0
Montrons que
C(X1)' = V'(C(X2)) + ¥ (C(Y1)).

Eneffet, si f € C(X,)', alors ®|(f) € G'. Comme P, est injective et a image
fermée, alors @), est surjective. Il s’ensuit ’existence de g € C(X»)" telle que
,(g) = @1 (f).

D’autre part, le carré de droite du diagramme (3) est commutatif, et donc
®) o v = ) et par suite P} o v'(g) = P,(g) = P|(f), c’est-a-dire que
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Di(f —v'(g) = 0.0r @) o ¥ = 0etIm(W¥) = Ker(P)), il s’ensuit
que f —v'(g) € ¥(C(Y1)). Ce qui prouve que C(X;)" = ¥ (C(Y1)) +
v'(C(X2)).

D’ou I’existence de ¢ > 0 telle que

eBcx,y € Vi (Bey,y) + V' (Bexyy)

En effet, il suffit de montrer que BC(XI)’ - \Di (BC(YI)/)+U/(BC(X2)’)- Posons
Gepes, (E|F) = A|C(X1, F) et Gegre, (E|F) = B|C(X2, F), o0 A = {f €
CX1,E) :Weldeg(f) e C(Y, F)letB={g e C(X;3, FE) : Veldg(g) €
C (Y, F)}. Montrons que le morphisme u est injectif, i.e. si f € A tel que
ui(f) € C(X,, F) alors, f € C(Xy, F),ouu; = (veldg),, : A — B est
I’application linéaire bornée qui induit le morphisme strict u.

En effet, soit f € A, alors f € C(X, E) et Wieldg(f) € C(Yy, F). Or
C(X1,E) = {g : C(X;) — E linéaire telle que 8lacy s € C(Bcwyy, B},
par suite, ﬁBC(xl)’ € C(Bc(y])f, E) et W]SIdE(f)”;C(yl), [S] C(Bc(yl)/, F) On
obtient donc le carré commutatif suivant:

C(Yl)/ W]EIdF F

lw; li
cx)y —L S E
ou i est 'inclusion de F dans E. Donc I’application f o W : C(Y;)" — F est
définie, linéaire et (fo\I’i)|BC(y , € C(Bc(v,y, F). Parconséquent, f| , s €
1 1Y¥Peyy
C(¥Y{(Bcy,y), F). D’autre part, f € C(X;, E) et veldg(f) € C(X2, F),
d’ou le carré commutatif suivant:

C(Xz)/ veldg (f) F

bk
cx,) —L— E
Ceci montre que 1’application f o v’ : C(X,) — F est définie, linéaire
et fo v‘/BC(XZY € C(BC(XQ)” F), et par suite fl”/(BC(xz)’) € C(v’(Bc(Xz)/), F).
Comme les applications f : W{(C(Y;)) — Fet f : vV(C(Y2)) — F sont
définies linéaires, et comme Bc(x,y C V'(Bcx,y) + W (Bc(y,y), on déduit
que f‘qu . € C(Bcx,y, F). Par conséquent, f € C(X;, F) et donc u est
1
injectif.

La preuve de notre résultat repose sur le Théoreme suivant:
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THEOREME 2.2. Soient G un espace de Banach et0 — G N C(X;) BN
C(Y), i = 1,2, deux C(K;)-résolutions de G. Alors, il existe une C(K3)-

résolution 0 — G N C(X3) BN C(Y3) de G telle que le diagramme
suivant:

0— G -2 cx)) Y c())

e o [

0—> G -2 c(x3) —¥s C(13)

iac E IE

0— G 25 C(Xy) 2 C(12)
est commutatif.

DEMONSTRATION. Premieére construction: Considérons les suites exactes a
droite suivantes:

CX)) 256G —0 e CX)) —>G —> 0.
Posons
U' = {(m,my) € C(X)) x C(X2) : ®|(my) = D)(my)}

c’est un sous-espace vectoriel fermé de I’espace de Banach C (X ) x C(X3)'.
Nous avons donc deux applications linéaires bornées

r:U — C(Xy) et U — C(Xy)

telles que le diagramme suivant:

U —1 s Xy
J]i’z l(b’l
C(Xy) —2 5 ¢

est commutatif. Soit &' : U’ — G’ I’application linéaire bornée et surjective
telle que & = @} o p; = P}, o p,, ol p; est la restriction de I’application
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projection i = 1, 2. Nous obtenons alors le diagramme commutatif suivant:

cx,) -2 ¢ 0
TPI TIdG,

“4) U’ ® G 0
lpz lIdG,

CXy) —2 5 @ 0

Vu que U’ est un sous-espace vectoriel fermé de C(X;)" x C(X,)’, nous
avons By C Bex,y X Bex,y- Or Beex,y X Bex,y est faiblement compacte
et By est faiblement fermée, donc faiblement compacte, et il en résulte du
Théoréme 1 de [10], appliqué a (U’, By, o (C(X1)) xC(X,), C(X1)xC(X>))
que ’espace de Banach U’ est isomorphe au dual d’un espace de Banach.

D’autre part, I’espace de Banach U s’écrit sous la forme U = {(f1, f2) €
C(X) xC(Xy) : fi = Pi(g) et fo = Dy(g) pour certain g € G}; et
soit W I’application linéaire bornée est définie par W : G — U, x +—
(D1 (x), P2(x)). Par conséquent, le diagramme (4) est le dual du diagramme
commutatif suivant:

0 G —2 C(X))
lIdG lsl
&) 0 G Y U
Tldu Tsz

0 G —2 C(X,)

Puisque U est un espace de Banach, il existe une partie compacte X3
de (U',0(U’, U)) et une application linéaire bornée o : U — C(X3) qui
est injective et a image fermée. Vu que I’application @ est surjective, alors
W : G — U est injective et a image fermée. Par conséquent, I’application
composée ¥ o = &3 : G — C(X3) est bornée, injective et a image fermée.
Cela donne le diagramme commutatif suivant:

0 G —2 5 (X))
(6) 0 G —2 5 C(X3)
0 G —2 5 C(Xy)
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ou les applications linéaires bornées v; et v, sont données par v; = o o §; et
U) = O O 8.

Deuxiéme construction: D’apres la construction des deux C(K;)-résolu-
tions exactes a gauche de G; i = 1, 2, il existe une partie Y| (resp. ¥>) faible-
ment compacte dans (C(X,)/G)’ (resp. (C(X2)/G)’) telle que 1’application
linéaire bornée u; : C(X;)/G —> C(Yy) (resp. up : C(X3)/G — C(Y3))
estinjective et a image fermée. D’ apres la premiere construction, il existe alors
une partie compacte Y3 telle que le diagramme suivant:

0 —— (C(X1)/G) —— C(1)

= [

(7) 0 —— (C(X3)/G) —— C(Y3)
0 —— (C(X2)/G) —— C(12)

est commutatif. En combinant les diagrammes (3) et (4), nous obtenons le
diagramme commutatif suivant:

0 G 2 (X)) —2— C(1)
lm(} l lwl

0 G —2 5 C(X;3) —2— C(Ys).
I

0 G —22 5 C(X,) —2— C(Y»)

Dans la catégorie des quotients banachiques gBan, nous disons que
E|F" C” E||F; s’il existe un morphisme strict injectif E|F — E1|Fj.

Comme conséquence des Théoremes 2.1 et 2.2, nous obtenons le résultat
suivant:

THEOREME 2.3. Soient G un espace de Banach et E|F un quotient banach-
ique. Alors, pour tout eres;-produit Geres, (E|F), i = 1,2, il existe un eges,-
produit Ge,.s,(E|F) tel que Géeges, (E|F)" C" Géges, (E|F) et Géges, (E|F)”
c” GéRes; (E|F).

DEMONSTRATION. Soient
(O, (D,',\IJ,‘)IO—> G—)C(XJ—) C(YI), i:1,2,

les C(K;)-résolutions de G qui définissent les quotients bornologiques
Geges, (E|F), i = 1,2. D’apres le Théoreme 2.2, il existe une C(K3)-résolu-
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tion
0, P3,¥3): 0 — G — C(X3) — C(Y3)

de G telle que le diagramme suivant:

0 G C(Xy) —— C(Y1)
lmc lv. lw]
0 G C(X3) —— C(Y3)
Tldc Tvz Twz
0 G C(Xp) —— C(Yr)

est commutatif.

En appliquant le foncteur .¢(E|F) : Ban —> gqBan aux carrés de droite du
diagramme ci-dessus, et en prenant les noyaux des morphismes horizentales,
on obtient le diagramme commutatif suivant:

0 —— Gepes, (E|F) —— C(Xy, E|F) —— C(Y1, E|F)

l lUIEIdE‘F lwlSIdE‘F

0 —— Géepes, (E|F) —— C(X3, E|F) —— C(Y3, E|F)

T T'Uzsld[;‘f: TWQSIdE‘F

0 —— Géepes,(E|F) —— C(Xy, E|F) —— C(1, E|F)

D’aprés le Théoreme 2.1, les morphismes stricts Geges, (E|F) —
Géepes; (E|F) et Geges, (E|F) — Geges, (E|F) sont injectifs. Par identifica-
tion, on déduit alors que Geres, (E|F)” C” Géres, (E|F) et Gegres, (E|F)" C”
GeRess (E|F).
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