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UBER KOASSOZIIERTE PRIMIDEALE III

HELMUT ZOSCHINGER

Einleitung

Sei R ein kommutativer noetherscher Ring. In Fortsetzung von [6] und [9]
wollen wir fiir spezielle Klassen von R-Moduln die Menge Koass(M) aller zu
M koassoziierten Primideale untersuchen, d.h. die Menge {p € Spec(R) | p =
Anng (M) fiir einen artinschen Faktormodul M’ von M}. Fiir einen freien R-
Modul F ist das Ergebnis wohlbekannt: Ist F' endlich erzeugt # 0, gilt
Koass(F) = Max(R); ist F nicht endlich erzeugt, gilt Koass(F) = Spec(R).
Daraus folgt fiir jedes Primideal p, das kein maximales Ideal ist: Genau dann
ist p koassoziiert zu F, wenn F, als Ry,-Modul nicht endlich erzeugt ist.
Unser erstes Hauptergebnis (Satz 1.5) lautet, dal diese Charakterisierung
nicht nur fiir jeden freien, sondern fiir jeden torsionslosen R-Modul M gilt.
Zur weiteren Beschreibung der Ergebnisse dieser Arbeit sei ab jetzt M stets
ein forsionsloser R-Modul, d.h. Untermodul eines direkten Produktes von
Exemplaren des Ringes R. Mit Hilfe des Ideales I = [{q € Ass(M) |
M, istals R;-Modul nicht endlich erzeugt} und V (/) = {pb € Spec(R) | I C
p} erhalten wir dann aus Satz 1.5 folgenden geschlossenen Ausdruck:

(1.6) Koass(M) = {m € Max(R) | Anng(M) Cc m} U V().

Damit folgt aus p € Koass(M) sogar V (p) C Koass(M), und im semilokalen
Fall wird Koass(M) eine Zariski-abgeschlossene Teilmenge von Spec(R). Fiir
die Menge Att(M) = {p € Spec(R) | p = Anng(M/pM)} aller zu M
attachierten Primideale ist das immer richtig, denn wir zeigen in Satz 1.3, dafl
Att(M) = V(Anng(M)) ist.

Ist M C X eine injektive Hiille von M, so gilt bekanntlich Koass(X) C
Ass(R) ([4, p. 145] oder [6, p. 200]). Wir fragen uns, wann auch Koass(M) C
Ass(R) gilt und werden das durch die “Lage” von M in X beschreiben. Dabei
spielen die Abschwichung Koass(M) N Max(R) C Ass(R) und die Verschér-
fung Koass(M) C Ass(R) N Max(R) eine wichtige Rolle, denn jede der drei
Bedingungen gibt ein Malf dafiir an, wie weit M von der Eigenschaft “injektiv”’
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entfernt ist. Zur Formulierung der Hauptergebnisse miisssen wir an folgende
Definitionen erinnern: Ist B ein R-Modul und A ein Untermodul von B, so
heif3t A ein (Additions-)Komplement in B, wenn es einen Untermodul B, C B
gibt, so daB A + By = B ist und A bzgl. dieser Eigenschaft minimal ist. A
heiB3t koabgeschlossen in B, wenn aus A] C Aund A/A| kleinin B/A| stets
folgt A| = A, und A heilit erblich in B, wenn aus A} C A und A; klein in B
stets folgt A; klein in A. Die Dualisierungen dieser drei Begriffe sind wohl-
bekannt und stimmen auf Grund des Zornschen Lemmas in jedem R-Modul B
iberein [1, Proposition 1.4]. In unserem Fall konnen sie aber sehr verschieden
sein, denn fiir jeden torsionslosen flachen R-Modul M mit injektiver Hiille X
zeigen wir:

(3.7) Genau dann ist Koass(M) N Max(R) C Ass(R), wenn M erblich in
X ist.

(4.6) Genau dann ist Koass(M) C Ass(R), wenn M koabgeschlossen in
X ist.

(3.10) Genau dann ist Koass(M) C Ass(R) N Max(R), wenn M ein Kom-
plement in X ist.

Wie weit diese Eigenschaften auseinanderfallen konnen, zeigt schon der Spezi-
alfall M = R™_ In ihm bedeutet (3.7), daB R mit seinem totalen Quotienten-
ring K iibereinstimmt, (4.6) bedeutet, dal R = K und dim(R) < 1 ist, und
(3.10) bedeutet, dal R sogar artinsch ist.

1. Die attachierten und koassoziierten Primideale eines
torsionslosen Moduls

Stets sei in dieser Arbeit R ein kommutativer noetherscher Ring. Fiir jede
Indexmenge [ ist dann nach Chase (siehe [1, p. 142]) der R-Modul R flach
und besitzt deshalb nach [7, Folgerung 2.7] eine Primirzerlegung, d.h. Unter-
moduln Vy, ..., V, derart, daB alle R’/ V; primir sindund V;N---NV, =0
ist. Insbesondere besitzt jeder torsionslose R-Modul M, als Untermodul eines
geeigneten Produkts R, selbst eine Primirzerlegung und deshalb ist Ass(M)
endlich.

LEMMA 1.1. Sei M ein torsionsloser R-Modul, S eine multiplikative Teil-
menge von R und a ein Ideal von R. Dann gilt:
(a) Mgy ist als Rs-Modul torsionslos.

(b) Ist Mg als Rs-Modul endlich erzeugt, so gibt es ein sy € S derart, daf3
soM als R-Modul endlich erzeugt ist.

(c) Ist M/aM endlich erzeugt, so ist auch M/ ﬂf’il al M endlich erzeugt.
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Bewels. Ein R-Modul M ist genau dann torsionslos, wenn es zu jedem
0#x e Mein f € M* = Homg(M, R) gibt mit f(x) # 0, d.h. wenn die
kanonische Abbildung M — M** in den Bidualen injektiv ist.

(a) Sei 0 # ’s—‘ € Mg. Weil Ts(R) = Kern(R — Rg) durch ein s € S
annulliert wird und sox 7 0O ist, gibt es nach Voraussetzung ein f € M* =
Homgz (M, R) mit f(sox) # 0, und f(x) ¢ Ts(R) bedeutet fg(i—f) # 0.

(b) Wird My als Rg-Modul durch 3, ..., 3+ erzeugt, folgt fiir den endlich
erzeugten Untermodul U = ) '_, Rx; von M, daB (M/U)s = 0 ist. Mit
Ts(R) = Anng(sp) wie in (a) gilt jetzt fiir jedes f € (M/U)*, daB Bild(f) C
Ts(R), also sq - Bild(f) = 0 ist. Insgesamt erhélt man sy - (M/U)* = 0, so
daf in der exakten Folge

0— (M/U) 5 M* — U*

A = Bild(v*) ein Untermodul von M* ist mit sA = O und M*/A endlich
erzeugt. In der exakten Folge

00— (M*/A)* — M*™ — A*

ist dann das erste Glied endlich erzeugt und das dritte durch sy annulliert, ins-
besondere sy - M** endlich erzeugt. Weil M torsionslos war, ist die kanonische
Abbildung M — M™** injektiv, also auch sy M endlich erzeugt wie behauptet.

(c) Sei zunéchst M /aM beliebig. Nach dem Krullschen Durchschnittssatz
gibt es ein ap € a mit ﬂ;’il al = Anng(1 — ap), und daraus folgt, weil M
torsionslos ist

ﬂ a'M = Anny (1 — ap).

i=I

Klarist “>”, und hitte man bei “C” einx € ﬂfil al M mit (1—ag)x # 0, giibe
esein f € M*mit f((1—ap)x) #0,d.h. (1—ap)- f(x) #0, f(x) ¢ ﬂil al,
und das ist unmoglich.

Sei jetzt zusitzlich M /aM endlich erzeugt, d.h. U + aM = M mit einem
endlich erzeugten Untermodul U von M. Weil dann M /U a-teilbar ist, gilt
fiir jedes f € (M/U)*, daB Bild(f) C (=, a’, also (1 —ap) - Bild(f) =0
ist. Insgesamt erhdlt man (1 — ag) - (M/U)* = 0, so daB} wie in Teil (b)
(1 —ap) - M™*, jasogar (1 —ag) - M = M/ Anny; (1 — ag) endlich erzeugt ist,
und das ist nach oben gerade M/ (2, a' M.

FOLGERUNG 1.2. Sei M ein torsionsloser R-Modul und m € Max(R).
Genau dann ist My, als R,,-Modul endlich erzeugt, wenn M /mM endlich
erzeugt ist.



30 HELMUT ZOSCHINGER

BEWEIS. “=" gilt fiir jeden R-Modul, und bei “«" ist nach Teil (a) auch
M, als R,,-Modul torsionslos, insbesondere (als Untermodul von (R,,)?) in
der mR,;-adischen Topologie separiert. Nach Teil (¢) ist daher nur noch zu
zeigen, dall M.,/ Ra(M,,) endlich erzeugt ist, und das ist die Voraussetzung.

Satz 1.3. Ist M ein torsionsloser R-Modul, so gilt

Att(M) = V(Anng(M)).

BEWEIS. [. Schritt. Ist M ein Modul mit Primérzerlegung und S eine mul-
tiplikative Teilmenge von R, so gibt es ein sy € .S mit

Ts(M) = Anny(so).

Es geniigt offenbar zu zeigen, daB Ts(M) = Kern(M — Mjy) durch ein
solches s¢ annulliert wird, und dazu sei 0.B.d.A. M p-primir: Falls pN S = @,
ist sogar Ts(M) = 0; falls p N S # @, folgt wegen p" M = 0 mit irgendeinem
s €pnNSund sy = s", daBl soM = 0 ist.

2. Schritt. Fiir jeden R-Modul M gilt Att(M) C V(Anng(M)). Zur Um-
kehrung sei jetzt M torsionslos und Anng(M) C p. Der erste Schritt liefert
M, # 0, und weil M, nach Lemma 1.1(a) als R,-Modul wieder torsionslos,
also insbesondere separiert ist, muB3 M, # Ra(M,) sein, so dal M/pM
als R/p-Modul nicht torsion ist. Damit ist M /pM als R/p-Modul treu, d.h.
Anng(M/pM) = p.

LEMMA 1.4. Fiir einen torsionslosen R-Modul M sind dquivalent:
(1) M ist endlich erzeugt.

(i) M ist lokal endlich erzeugt, d.h. fiir jedes m € Max(R) ist My, als
R..-Modul endlich erzeugt.

(iii) Fiir jedes q € Ass(M) ist M, als R,-Modul endlich erzeugt.
(iv) M hat endliche Goldie-Dimension.

Beweris. (i) = (ii) ist klar, ebenso (ii) = (iii), denn da folgt fiir jedes p €
Spec(R) mit irgendeinem p C m € Max(R), daB nach Voraussetzung M., als
R\;-Modul endlich erzeugt ist, also auch M), als R,-Modul.

(iii) = (i) Induktion iiber | Ass(M)|: Bei M = O ist nichts zu zeigen. Bei
M # 0 wihle manirgendein g € Ass(M), und nach Voraussetzung ist dann M,
als R;-Modul endlich erzeugt, also nach Lemma 1.1(b) so M endlich erzeugt fiir
ein sy € R\ q. Weil My = Anny, (sg) wieder torsionslos ist und die Bedingung
(iii) erfiillt, auBerdem Ass(My) C Ass(M) ist (wegen q ¢ Ass(My)), ist nach
Induktion M, endlich erzeugt, also auch M.
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(i) = (iv) ist klar, und (iv) = (i) beweisen wir wieder durch Induktion {iber
| Ass(M)|: Bei M # 0 wihle man ein minimales Element q von Ass(M). Dann
ist Assg, (My) = {qR,}, d.h. M, ist als R;-Modul halbartinsch, aulerdem von
endlicher Goldie-Dimension, also sogar artinsch. Als torsionsloser R;-Modul
ist jetzt M, sogar von endlicher Linge, nach Lemma 1.1(b) also soM endlich
erzeugt fiir ein 59 € R \ q, und wie im letzten Beweisschritt ist dann nach
Induktion My = Anny,(s9) endlich erzeugt, also auch M.

SaTz 1.5. Sei M eintorsionsloser R-Modulundp € Spec(R), p ¢ Max(R).
Dann gilt:

b € Koass(M) <= M, ist als Ry,-Modul nicht endlich erzeugt.

BEWEIS. “=" Wire M, als R,-Modul endlich erzeugt, giibe es nach Lem-
ma 1.1(b) ein 5o € R \ p mit soM endlich erzeugt. Aus p ¢ Koass(M/soM)
folgte p € Koass(soM), also der Widerspruch p € Max(R).

“4<" Nach Lemma 1.1(c) ist dann nicht einmal M,/Ra(M,) endlich er-
zeugt, d.h. wegen

K (p) Q) My = i (v) Q) M/pM
Ry

R/p

der torsionsfreie Rang des R/p-Moduls M /pM unendlich. Aus 0 € Koassg/y,
((R/p)™N)) folgt deshalb 0 € Koassg,,(M/pM), d.h. p € Koassg(M/pM) C
Koassg (M) wie behauptet.

FOLGERUNG 1.6. Sei M ein torsionsloser R-Modul und I = ({q €
Ass(M) | M, ist als Ry-Modul nicht endlich erzeugt}. Dann gilt

Koass(M) = {m € Max(R) | Anng(M) C m}U V().

BEWEIS. “C”. Seip € Koass(M), p ¢ Max(R). Nach Satz 1.5 ist dann M,
als R,-Modul nicht endlich erzeugt, so dafl es nach Lemma 1.4(iii) mindestens
ein Q € Assg,(My) gibt derart, daB3 (M) als (R,)o-Modul nicht endlich
erzeugt ist. Q ist von der Form qR, mit g C b, es folgt g € Ass(M) und M,
als R;-Modul nicht endlich erzeugt, damit / C qund p € V(I),

“D”. Aus Anng(M) C m € Max(R) folgt nach Satz 1.3 m € Att(M), d.h.
schon m € Koass(M). Aus I C p € Spec(R) folgt g C p fiirein g € Ass(M),
M, als R,-Modul nicht endlich erzeugt. Falls p € Max(R), folgt wie eben
p € Koass(M); falls p ¢ Max(R), folgt nach Satz 1.5 p € Koass(M).

FOLGERUNG 1.7. Fiir jeden torsionslosen R-Modul M gilt:
(a) Istp € Koass(M), so folgt V (p) C Koass(M).
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(b) Ist U ein Untermodul von M, so folgt Koass(U) C Koass(M).

Bewers. (a) folgt unmittelbar aus der Formel fiir Koass(M) in Folger-
ung 1.6. Bei (b) gibtes zu jedem p € Koass(U) bekanntlich ein py € Koass(M)
mit py C p, und mit (a) folgt p € Koass(M).

Ein R-Modul M heil3t koatomar, wenn jeder von M verschiedene Unter-
modul in einem maximalen Untermodul von M enthalten ist, und das ist 4qui-
valent mit Koass(M) C Max(R). M heil3t kotorsion [10], wenn jeder artinsche
Faktormodul M /U durch einen Nichtnullteiler » € R annulliert wird, d.h.
wenn jedes p € Koass(M) regulir ist. Beide Modulklassen lassen sich, wenn
M zusitzlich torsionslos ist, mit Hilfe von Lemma 1.4 und Satz 1.5 sehr gut
beschreiben:

Satz 1.8. Ist M ein torsionsloser R-Modul, so gilt:
(a) Genau dann ist M koatomar, wenn M /L(M) endlich erzeugt ist.

(b) Genau dann ist M kotorsion, wenn M endlich erzeugt ist und wenn fiir
Jjedes m € Max(R) gilt: Ist m nicht reguldr, so ist M /mM = 0.

Beweris. Vorbemerkung. Fiir jeden R-Modul M heiit L(M) = {x ¢ M |
R/ Anng(x) istartinsch} der Loewy-Untermodul von M. Er ist der grofite
halbartinsche Untermodul von M, und fiir alle p € Spec(R) \ Max(R) ist
L(M), = 0. Ist F ein flacher R-Modul, gilt L(F) = L(R) - F, mit b =
Anng(L(R)) also b - L(F) = 0. Fiir jeden Untermodul M C F gilt dann
ebenfalls b - L(M) = 0, d.h. L(M) C Anny(b), und weil R/b artinsch,
also Anny,(b) als R/b-Modul halbartinsch ist, gilt in der letzten Inklusion
Gleichheit. Wir haben gezeigt: Ist M Untermodul eines flachen R-Moduls, so

ilt
s L(M) = Anny, (D).

(a) Sei ab jetzt M torsionslos. Dann erhilt man aus der letzten Formel
einen Monomorphismus M /L(M) < M¥*, so daB auch M/L(M) torsionslos
ist. Mit Satz 1.5 istjetzt M genau dann koatomar, wenn fiir jedes p € Spec(R)\
Max(R) der R,-Modul M, = (M /L(M)), endlich erzeugt ist, d.h. aber nach
Lemma 1.4(iii), wenn M /L (M) endlich erzeugt ist.

(b) “=" Jedes m € Max(R) mit M/mM # 0 ist koassoziiert zu M, also
nach Voraussetzung regulidr. Angenommen, M ist nicht endlich erzeugt, so gibt
es nach Lemma 1.4(iii) ein g € Ass(M) derart, dal M, als R,-Modul nicht
endlich erzeugt ist. Nach Folgerung 1.6 ist dann q € Koass(M), q regulér im
Widerspruch zu Ass(M) C Ass(R).

“&” Jedes p € Koass(M) ist wegen der ersten Bedingung aus Max(R),
also wegen der zweiten reguldr.
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2. Torsionslose kosingulire Moduln

Ist M ein torsionsloser R-Modul und M C X eine injektive Hiille, so erlaubt
die genauere Kenntnis von Koass(M), Aussagen {iber die Lage von M in X
zu machen: Wann M klein in X ist (Satz 2.3), wann M ein (schwaches) Kom-
plement in X hat (Satz 2.6) oder wann M koabgeschlossen in X ist (siche
Abschnitt 4). Ein R-Modul M heilit klein, wenn er in seiner injektiven Hiille
klein ist. M heillt kosinguldr [10], wenn fiir jeden artinschen Faktormodul
M /U gilt,daBB Anng(M/U) groB in R ist. Das ist eine Abschwichung des Be-
griffes “kotorsion”: Im Unterschied zu Satz 1.8(b) ist jetzt nur mehr M /Z (M)
endlich erzeugt, wobei Z(M) = {x € M | Anng(x) ist groB} in R} der (erste)
singuldre Untermodul von M sei. Der zweite singuldre Untermodul Z,(M)
wird durch Z,(M)/Z(M) = Z(M/Z(M)) definiert (siehe [1, p. 37]).

LeEmMMA 2.1. Ist M ein kleiner R-Modul, so hat M/ Z,(M) endliche Goldie-
Dimension.

BEWEISs. Wirzeigenim /. Schritt fiir jedes Ideal a von R: Ist M = (R /a)™)
ein kleiner R-Modul, soist a groin R (vgl. [11, Satz 2.9]). Ist ndmlich (R, m)
lokal und E die injektive Hiille von R/m, so ist E[a] = Anng(a) abzihlbar
erzeugt, es gibt einen Epimorphismus M —> E[a], so dal auch E[a] ein
kleiner R-Modul ist, ja sogar E[a] klein in E. Damit ist a gro} in R: Aus
anb = 0folgt E[b]+ E[a] = E, E[b] = E, b = 0. Im nichtlokalen Fall gilt
aber fiir alle m € Max(R), daB M,, = (R,./aR,)™ als R,,-Modul klein ist,
also nach eben aR,, ein grofes Ideal im Ring R,,,. Damit ist jetzt auch a grof3
in R.

Seiim 2. Schritt M ein beliebiger kleiner R-Modul. Wegen Z(M /Z,(M)) =
0 konnen wir gleich Z(M) = 0 annehmen, so daf jedes q € Ass(M) nicht grof3
in R ist. Wihlt man einen groen Untermodul U von M mit U = [, _, R/v;,
so ist die Menge {p; | A € A} als Teilmenge von Min(R) endlich, und in
U= (R/q)" x---x (R/q,)" miissen nach dem 1. Schritt alle /; endlich
sein. Damit ist U endlich erzeugt und M von endlicher Goldie-Dimension.

BEMERKUNG 2.2. Fiir jeden kleinen R-Modul M hat der Faktormodul
M /Z,(M) noch zwei weitere bemerkenswerte Eigenschaften: Er besitzt keine
radikalvollen Untermoduln und ist sockelfrei. Zum Beweis konnen wir wie
oben Z (M) = 0 annehmen: Hitte M einen Untermodul A # 0 mit Ra(A) =
A, folgte mit irgendeinem q € Ass(A) nach [8, Folgerung 1.5], da R, kein
Korper, d.h. q groBl in R wire, und das ist unmoglich. Hitte M einen ein-
fachen Untermodul B = R/m, folgte nach [10, Bemerkung 4.8,c] So(R) C
Anng(B) = m, d.h. m groB} in R, und das ist unmdoglich.

Satz 2.3. Fiir einen torsionslosen R-Modul M sind dquivalent:
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(1) M ist kosinguldr.
(i1) M ist klein.
(i) M/Z(M) ist endlich erzeugt und So(R) - M = 0.

Beweis. Vorbemerkung. Ist N das Nilradikal von R, so wird in jedem R-
Modul M der Untermodul N M durch das gro3e Ideal @ = Anng(N) annulliert
undes folgt NM C Z(M). Ist F ein flacher R-Modul, gilt sogar Z(F) = N F,
daraus folgt Z(F) = Anng(a), und durch Schneiden mit allen Untermoduln
von F erhilt man: Ist M Untermodul eines flachen R-Moduls, so gilt

Z(M) = Anny,(a).

Damit st (iii) = (i) klar, denn aus der ersten Bedingung folgt M = U + Z(M)
mit U endlich erzeugt, aus der zweiten So(R) - U = 0. Nach [10, Beispiel 4.4]
ist deshalb U kosingulir, nach der Vorbemerkung aber, weil M torsionslos ist,
auch Z (M) kosingulir, also auch M.

Weil (i) = (ii) fiir beliebige R-Moduln gilt [10, Satz 4.7], bleibt fiir jeden
torsionslosen R-Modul M (ii) = (iii) zu zeigen. So(R) C Anng (M) ist wieder
klar nach [10, Bemerkung 4.8,c].

1. Schritt. M/Z(M) ist als R/N-Modul torsionslos und klein. Die erste
Aussage erhilt man mit M C B = R’, denn aus Z(M) = M N Z(B) =
M N NB folgt, daB M/Z(M) ein Untermodul von B/NB = (R/N)! ist.
Die zweite erhilt man mit einer injektiven Erweiterung M C X, denn aus M
R-klein in X folgt, dal M/Z(M) R-klein in X/Z(X) ist, und weil X/Z(X)
durch N annulliert wird, gilt diese Kleinheit auch iiber R/N.

2. Schritt. Weil der Ring R/ N keine nilpotenten Elemente hat, ist in jedem
torsionslosen R/N-Modul der singulire Untermodul Null. Nach Lemma 2.1
ist deshalb M /Z (M) von endlicher Goldie-Dimension, also nach Lemma 1.4
sogar endlich erzeugt.

Die beiden Aussagen der ndchsten Folgerung wurden fiir projektive Moduln
in [11, Folgerung 3.11] bzw. [5, p. 205] gezeigt:

FOLGERUNG 2.4. Sei M ein torsionsloser flacher R-Modul und U ein Unter-
modul von M. Dann gilt:

(a) Genau dann ist M kosinguldr, wenn M endlich erzeugt und sockelfrei
ist.

(b) Genau dann ist U klein in M, wenn U /Z(U) endlich erzeugt und U C
Ra(M) ist.

BEeweis. (a) Fiir jeden flachen R-Modul M ist Z(M) = NM klein in M
und So(M) = So(R) - M. Damit ist (a) eine Umformulierung von Satz 2.3(iii).
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(b) Bei “=" genligt es, dal M torsionslos ist, denn dann ist wieder nach
(iii) U/ Z(U) endlich erzeugt, und die zweite Aussage ist klar.

Bei “«<” geniigt es, da3 M flach ist, denn dann ist Z(U) klein in M, in
U = U+ Z(U), mit U; endlich erzeugt, aber nach der zweiten Voraussetzung
U, C Ra(M), also U klein in M, U klein in M wie behauptet.

Fiir einen beliebigen R-Modul M definieren wir C(M) = (U C M |
M /U ist kosinguldr} und wollen nachpriifen, wann wenigstens M /C (M) ko-
singuldr ist. Nach den Beispielen (3.6) bis (3.8) in [11] gilt das unter gewis-
sen Abschwichungen der Grothendieck-Bedingung A B — 5*. Fiir torsionslose
Moduln werden wir in Satz 2.6 die genauen Bedingungen angeben, miissen
aber zuerst L(M/Z(M)) und Z(M /L (M)) berechnen.

LEmMMA 2.5. Ist M Untermodul eines flachen R-Moduls, so gilt:
M LM)+ Z(M
(a)L( )_ (M) + Z(M)

Z(M) Z(M)
®) Z( M >= Z(M) + L(M)
L(M) L(M)

M Lw(M)+Z(M)
Z(M)) - Z(M)

BEWEIS. (a) Es geniigt, Ly (
Max(R).

1. Fall. h(m) = 0. Dann ist sogar der Funktor L,, rechtsexakt, d.h. fiir
jedes Modulpaar A C B gilt L,,(B/A) = (L (B) + A)/A: Der kanonische
Epimorphismus B/L.,(B) — B/L(B)+A zeigt,daB mnichtzu B/L,(B)+
A assoziiert sein kann (wegen i (m) = 0), also % / W m-torsionsfrei ist,
und daraus folgt Lm(g) C W.

2. Fall. h(m) # 0. Dann ist, wegen der Voraussetzung an M, sogar
Lm(%) = 0. Mit einer flachen Erweiterung M C F ist M/Z(M) ein
Untermodul von F/Z(F) = F/NF, so dal} es geniigt, L,,(F/NF) = 0 zu
zeigen: Wire m € Ass(F/NF),folgte™ € Assz(F/NF)mitR = R/N, also
€ Assi(R) (weil F/NF als R-Modul flach ist), il € Min(R), 1z (11) = 0,
hg(m) = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung.

(b) Mit a = Anng(N) und b = Anng(L(R)) zeigten wir in den Vor-
bemerkungen zu Satz 1.8 bzw. Satz 2.3, dal L(M) = Anny (b) und Z(M) =
Anny, (a) ist. Damit folgt auch

zu zeigen fiir alle m €

L(M) + Z(M) = Anny (a - D),

denn “C” ist klar, und bei “D” gilt fiir jedes x € Anny(a - D), daBl bx C
Anny (a) = Z(M) ist,alsox € L(M/Z(M)), x € L(M) + Z(M) nach Teil
(a) wie behauptet.



36 HELMUT ZOSCHINGER

Z(M)+L(M)
Bleibtin Lon) - Z(L(M)) L(M))

folgt, weil auch 1~ L( 7 Untermodul eines flachen R-Moduls ist, ax C L(M),
daraus abx = 0, x € Anny(a - b), also nach der Vorbemerkung x € L(M) +
Z(M).

die Gleichheit zu zeigen: Aus X € Z(

SATZ 2.6. Fiir einen torsionslosen R-Modul M sind dquivalent:
(i) M/C(M) ist kosinguldr.
(i) M/Z(M) ist koatomar.

(iii)) M besitzt in seiner injektiven Hiille ein schwaches Komplement.

BEweEIs. (i) = (ii). In jedem torsionslosen R-Modul M ist C(M) halbein-
fach, dennmit M C B = R folgt C(M) C C(B) = C(R'), und weil C nach
[11, Folgerung 1.2] mit direkten Produkten vertauscht sowie C(R) = So(R)
ist, ist C(R") = So(R) - R! halbeinfach, also auch C(M). Wegen C(M) C
L(M) folgt jetzt aus (i), daB M /L(M) kosingulir, also nach Satz 2.3 und
Lemma 2.5(b) M/(L(M) + Z(M)) endlich erzeugt ist und deshalb M /Z (M)
koatomar.

(i1) = (i) Jetzt folgt nach Satz 1.8(a) und Lemma 2.5(a), dal M /(L(M) +
Z(M)) endlich erzeugt ist, also M = U + L(M) 4+ Z(M) mit U endlich
erzeugt. Mit M = M/C(M)und U, = U+ L(M) sind dann in der Darstellung
M = U, + Z(M) beide Summanden kosingulér (also auch M): Der erste ist
koatomar mit So(R) - U; = 0, also nach [10, Beispiel 4.4] kosingulir, der
zweite wird sogar durch das grofle Ideal a = Anng (N) annulliert.

(i1) = (iii) Allgemeiner gilt fiir jede injektive Erweiterung M C X, daf
M geniigend viele Komplemente in X hat, d.h. zu Y + M = X die Menge
{(WcCY|W+ M = X} ein minimales Element W), besitzt:

1. Schritt. Aus Y + M = X folgt mit b = Anng(L(R)) stets bX C Y.
Zum Beweis wihle man wie in (ii) = (i) einen koatomaren Untermodul U;
von M mit M = U; + Z(M), und weil Z(M) als kosinguldrer Modul klein
in X ist, folgt Y 4+ U; = X. Wegen der Injektivitit von X ist aber bX =
Anny (Anng (b)) = Anny (L (R)) radikalvoll, also b - (X/Y) sowohl koatomar
als auch radikalvoll, d.h. Null.

2. Schritt. Zu Y + M = X hat man jetzt, weil X = X/bX iiber dem
artinschen Ring R/b supplementiert ist, einen Zwischenmodul bX C Wy C Y,
sodaB W ein Komplement von M in X ist. Wir behaupten, daB dann schon
W, ein Komplement von M in X ist: Klar ist Wo+ M = X, und aus W; C W,
Wi + M = X folgt nach dem 1. Schritt bX C W, aus W, = W, also sogar
W, = W,.

(iii) = (ii) Sei M C X eine injektive Hiille von M und W ein schwaches
Komplement von M in X, dh. W + M = X und W N M klein in X. Weil
auch V. = W N M torsionslos, also nach Satz 2.3 V/Z(V) = V/ Anny (a)
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endlich erzeugt ist, gilt das auch fiir a - V und a - V*. Wie im 1. Schritt oben
wird jeder koatomare Faktormodul von X durch b annulliert, das gilt auch fiir
X/ WZ=M/V,sodaB b-(M/V)* =0 ist. In der exakten Folge

0— (M/V) 5 M* — V*

istdeshalb B = Bild(v*) ein Untermodul von M* mitb-B = Qund a-(M*/B)
endlich erzeugt. Aus der exakten Folge

0— (M*/B)* — M™ — B*

erhilt man jetzt, weil auch a- (M*/B)* endlich erzeugt und b - B* = O ist, daf}
ab- M** endlich erzeugt ist, also auch ab - M. Damit ist auch M/ Anny, (ab) =
M/(L(M) + Z(M)) endlich erzeugt und deshalb M /Z (M) koatomar.

3. Die koassoziierten Primideale eines torsionslosen flachen Moduls

Ist ein torsionsloser R-Modul M zusitzlich flach und m € Max(R), kann
man nach Folgerung 3.3 allein an der Dimension von M /mM ablesen, wann
ein Primideal p C m zu M koassoziiert ist. Damit konnen wir in Satz 3.7
entscheiden, wann Koass(M) N Max(R) C Ass(R) ist und was das fiir die
Lage von M in seiner injektiven Hiille X bedeutet.

LEmMA 3.1. Sei M ein flacher R-Modul und m € Max(R), so daf3} M /mM
nicht endlich erzeugt ist. Dann ist jedes Primideal p, mit p C m, koassoziiert
u M.

BEwEls. p = mt ist klar. Bei p C nmtist M/pM als R/p-Modul wieder
flach, insbesondere sockelfrei, so da M /pM auch als R-Modul sockelfrei
ist. Bekanntlich ist jeder koatomare sockelfreie Modul lokal endlich erzeugt,
und weil nach Voraussetzung (M /pM)/m-(M /pM) = M /mM als R,,-Modul
nicht endlich erzeugt ist, kann (M /p M), als R,,-Modul nicht endlich erzeugt,
also M /pM als R-Modul nicht koatomar sein. Nach [8, Satz 2.1] ist deshalb
p € Koass(M).

BEMERKUNG 3.2. Falls M/mM endlich erzeugt ist, gibt es keine solche
Aussage: Zu jedem n > 2 konstruiert Rotthaus in [3, p. 288] einen reguléren
lokalen Ring (R, m) der Krull-Dimension #n, so daf fiir alle Primideale p # 0
der Ring R/p vollstiindig ist, R selbst aber nicht vollstindig ist. Nach [8,
Beispiel 2.4] bedeutet das KoassR(Ié) = {0, m}.

FOLGERUNG 3.3. Sei M ein torsionsloser flacher R-Modul und m €
Max(R), p € m. Dann gilt:

p € Koass(M) <= M /mM ist nicht endlich erzeugt.
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BEWEIS. Bei “=" geniigt es, daB M torsionslos ist, denn dann ist nach
Satz 1.5 M,, als R,-Modul nicht endlich erzeugt, also auch nicht M,, als Ry,-
Modul, so daf} Folgerung 1.2 die Behauptung liefert.

Bei “«<” geniigt es, dal M flach ist, denn dann folgt aus der rechten Seite
mit Lemma 3.1 sofort p € Koass(M).

BEMERKUNG 3.4. Ohne Voraussetzungen an M gilt keine der Implika-
tionen: Ist (R, m) ein lokaler, nicht vollstdndiger Integritétsring, so ist nach
[8, Beispiel 2.4] 0 € KoassR(Ié), aber Ié/ml@ = R/m 1-dimensional. Ist an-
dererseits (R, m) ein lokaler Ring mit Ass(R) # Min(R), so folgt mit zwei
assoziierten Primidealen p C ¢, daB M = (R/p) x (R/q)™ torsionslos und
M/mM = (R/m)M ist, wegen Koass(M) = V (q) aber p ¢ Koass(M).

FOLGERUNG 3.5. Ist M ein torsionsloser flacher R-Modul, so gilt:

(a) Genau dann ist M koatomar, wenn fiir jedes m € Max(R) gilt: Ist
Hohe(m) > 1, so ist M/mM endlich erzeugt.

(b) Genau dann ist Koass(M) \ Max(R) endlich, wenn fiir jedes m €
Max(R) gilt: Ist Hohe(m) > 2, so ist M /mM endlich erzeugt.

Beweis. Statt Hohe(nt) = dim(R,,) schreiben wir i ().

(a) “="Aus h(m) > 1folgtmitirgendeinem p Cm, daB nach Voraussetzung
p ¢ Koass(M), also nach Lemma 3.1 M /mM endlich erzeugt ist.

“«&” Fiir alle m € Max(R) ist My, als R,;-Modul koatomar (damit fertig):
Falls h(m) = 0, ist der Ring R, artinsch; falls #(m) > 1, ist nach Voraus-
setzung und Folgerung 1.2 M, endlich erzeugt.

(b) “=" Aus h(m) > 2 folgt, daB es unendlich viele Primideale p; C m
gibt i = 1,2, 3,...). Die konnen nach Voraussetzung nicht alle koassoziiert
zu M sein, und nach Lemma 3.1 muf} deshalb M /mM endlich erzeugt sein.

“«<” Dann gilt sogar Koass(M) \ Max(R) C Min(R), denn fir p €
Koass(M), p € m € Max(R) folgt nach Folgerung 3.3 M/mM nicht end-
lich erzeugt, also nach Voraussetzung h(m) = 1, A(p) = 0.

Ein Untermodul U von M heile erblichin M, wenn fiir jeden kleinen Unter-
modul Y von M gilt, dal auchY N U klein in U ist. Jeder koabgeschlossene
Untermodul U von M ist erblich, und falls U ein schwaches Komplement hat,
gilt die Umkehrung. Im allgemeinen gilt sie jedoch nicht: Ist R ein Integritits-
ring, kein Korper, aber Ra(R) = 0, so ist jedes Ideal erblich in R, aber nur 0
und R sind koabgeschlossen in R. — In jedem R-Modul M gilt: Ist U erblich
in M, so folgt U NRa(M) = Ra(U).

LEMMA 3.6. Fiir einen R-Modul M sind dquivalent:
(1) Anny (Anng(m)) = mM fiir alle m € Max(R).
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(i) Anny (So(R)) = Ra(M).

Mit einer injektiven Erweiterung M C X ist das weiter dquivalent mit
(i) M NmX = mM fiir alle m € Max(R).
(iv) M NRa(X) = Ra(M).

BEwEIs. Seiim /. Schritt M C X eine beliebige Erweiterung, aber M /M N
Ra(X) halbeinfach. Fiir alle m € Max(R) gilt dann

MNmX =mM + M NRa(X),

dennin X = X /Ra(X) ist nach Voraussetzung M= M + Ra(X))/Ra(X)
ein halbeinfacher Untermodul, also eine nach oben gefilterte Vereinigung von
endlich erzeugten Untermoduln, die alle in X abspalten. Damit ist M rein in
X, und fiir jedes m € Max(R) folgt aus M NmX = mM, d.h. (M +Ra(X))N
mX = mM 4 Ra(X) durch Schneiden mit M die Behauptung.

Sei jetzt im 2. Schritt X injektiv. Dann ist X/ Ra(X) halbeinfach, also die
Voraussetzung im 1. Schritt erfiillt und damit (iii) < (iv) bewiesen. Wegen der
Injektivitit gilt auch Ra(X) = Annyg(So(R)) und mX = Anny(Anng(m)),
also M N Ra(X) = Anny (So(R)) und M N mX = Anny (Anng (1)), und
damit folgen die restlichen Aquivalenzen.

Satz 3.7. Fiir einen torsionslosen flachen R-Modul M sind dquivalent:
(i) Koass(M) N Max(R) C Ass(R).
(ii) Fiir jedes m € Max(R) gilt: Ist m reguldr, so ist M/mM = Q.
(i) M ist in jeder Erweiterung erblich.
Ist M sogar projektiv, so ist das weiter dquivalent mit

(iv) M ist in jeder flachen Erweiterung koabgeschlossen.

BEWEIS. (i) ist dquivalent mit (Max(R) \ Ass(R)) N Koass(M) = @, d.h.
mit (ii).

(i1) = (iii) Es geniigt zu zeigen, dal M in jeder injektiven Erweiterung X
erblich ist.

1. Schritt. Fiir alle m € Max(R) gilt Anny, (Anng (1)) = mM. Ist ndmlich
m regular, folgt aus der Voraussetzung sogar mM = M. Ist aber m nicht
regulir, folgt Anng (Anng (1)) = n1, und weil fiir jedes Ideal / von R in dem
flachen R-Modul M gilt Anny, (1) = Anng(I) - M, folgt mit I = Anng(m)
die Behauptung.

2. Schritt. Nach Lemma 3.6 gilt jetzt M N Ra(X) = Ra(M), und damit ist
M erblichin X: U C M und U klein in X = U C Ra(M) und nach Satz 2.3
U/Z(U) endlich erzeugt = U nach Folgerung 2.4(b) klein in M.
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(iii) = (ii) Mitirgendeiner injektiven Erweiterung M C X gilt nach Voraus-
setzung MNRa(X) = Ra(M), nach Lemma 3.6 also Anny,; (Anng(im)) = mM
fiir alle m € Max(R). War m reguldr, ist die linke Seite gleich M.

Fiir (iv) = (ii) geniigt es, dal M flach ist. Mit der Menge S aller Nicht-
nullteiler von R ist dann auch F = My als R-Modul flach, aulerdem teil-
bar. Nach Voraussetzung ist aber M koabgeschlossen in F, insbesondere
Koass(M) C Koass(F), also auch M teilbar.

Fiir (ii) = (iv) sei jetzt M projektiv und M C F irgendeine flache Erweit-
erung. Nach [12, Lemma A.3] miissen wir zeigen, dal M rein in F ist.

1. Schritt. R ist lokal und So(R) # 0. Dann ist M als freier R-Modul
eine nach oben gefilterte Vereinigung von endlich erzeugten, freien Unter-
moduln U;. Die sind, wegen So(R) # 0, alle rein in F [12, Beispiel 1.1 und
Lemma A.5], so daB auch M = | J U; rein in F ist.

2. Schritt. R ist beliebig. Dann geniigt es zu zeigen, dal M,, R,,-rein in
F, ist fiir alle m € Max(R): Falls m reguldr ist, gilt nach Voraussetzung
mM = M, also M,, = 0; falls m nicht regulér ist, d.h. So(R,;) # 0, gilt das
nach dem 1. Schritt.

BEMERKUNG 3.8. Fiir jeden torsionslosen R-Modul M folgt aus der Bedin-
gung (ii), dal M schon teilbar ist: Angenommen, es gibt einen Nichtnullteiler
r € RmitrM # M, so folgt mitr € p € Koass(M) und p C m € Max(R)
nach Satz 1.3 m € Att(M), d.h. M/mM # 0, wegen (ii) aber M/mM = 0.

Aus der Implikation (ii) = (iv) des Satzes erhidlt man sofort:

FOLGERUNG 3.9. Sei M ein projektiver teilbarer R-Modul. Dann gilt fiir
Jjeden Monomorphismus f : M — M, daf3 Bild(f) rein in M ist.

Sei M wieder ein beliebiger R-Modul und U C M. Man sagt, U ist ein
Komplement in M, wenn es einen Untermodul A von M gibt, so da} U ein
Komplement von A in M ist. In diesem Fall ist U koabgeschlossen in M, aber
die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht: Ist M projektiv, so stimmen die ko-
abgeschlossenen Untermoduln in M mit den reinen iiberein [12, Lemma A.3],
withrend jedes Komplementin M nach [5, p. 202] bereits direkter Summand ist.
—In jedem R-Modul M gilt: Ist U ein Komplementin M und U C M| C M,
so ist U auch ein Komplement in M.

FOLGERUNG 3.10. Fiir einen torsionslosen flachen R-Modul M sind dqui-
valent:
(1) Koass(M) C Ass(R) N Max(R).

(1) Fiir jedes m € Max(R) gilt: Ist m reguldr, so ist M/mM = 0; ist
Hohe(m) > 1, so ist M/mM endlich erzeugt.

(iii)) M ist in jeder Erweiterung ein Komplement.
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BEwEIs. (i) ist dquivalent mit Koass(M) N Max(R) C Ass(R) und
Koass(M) C Max(R), d.h. nach Satz 3.7 und Folgerung 3.5(a) dquivalent
mit (ii).

(i1) = (iii) Es geniigt zu zeigen, dal M in jeder injektiven Erweiterung X
ein Komplement ist. Nach der zweiten Voraussetzung ist M koatomar (Folger-
ung 3.5(a)), hat also nach Satz 2.6 in X ein schwaches Komplement W, und
weil M nach der ersten Voraussetzung erblich in X ist (Satz 3.7),ist W N M
sogar klein in M, also M ein Komplement von W in X.

(iii) = (ii) Sei X eine injektive Hiille von M und nach Voraussetzung M
ein Komplement in X. Dann ist M erblich in X, also nach dem Beweis von
Satz 3.7 die erste Bedingung in (ii) erfiillt. Nach Satz 2.6 ist auch M/Z (M),
ja sogar M koatomar (weil Z(M) = NM klein in M ist), also wieder nach
Folgerung 3.5(a) die zweite Bedingung in (ii) erfiillt.

4. Wann ist Koass(M) Cc Ass(R)?

Ist ein R-Modul M in jeder Erweiterung koabgeschlossen, d.h. im Sinne
von [12] schwach-injektiv, so folgt Koass(M) C Ass(R). Das Hauptergeb-
nis dieses letzten Abschnitts lautet, daf3 fiir torsionslose flache R-Moduln die
Umkehrung gilt (Satz 4.6). Dafiir miissen wir zuerst den dualen Begriff des
schwach-flachen Moduls einfiihren, fiir ihn einige Grundtatsachen beweisen
und diese via Matlis-Dualitit auf schwach-injektive Moduln tibertragen.

Ein R-Modul M heile schwach-flach, wenn fiir jeden Epimorphismus
f: X — M gilt, daBl Kern( f) abgeschlossen in X ist. Flache Moduln haben
natiirlich diese Eigenschaft (hier ist Kern( f) sogar rein in X), und fiir beliebige
Moduln gibt es auf Grund des Zornschen Lemmas eine “interne” Charakter-
isierung:

LEmMMA 4.1. Fiir einen R-Modul M sind dquivalent:

(i) M ist schwach-flach.
(i1) Ist M /U ein singuldrer Faktormodul von M, so ist U grof3 in M.

Bewers. (i) = (ii) Sei g : G — M ein Epimorphismus mit einem freien
R-Modul G. Nach Voraussetzung ist K = Kern(g) abgeschlossen in G, und
dem Untermodul U C M entspricht ein Zwischenmodul K C H C G, fiir
den dann G/H singulér ist. Nach [1, Proposition 1.20] ist H groB in G, also
auch (wegen der Abgeschlossenheit von K) H/K gro3 in G/K, d.h. U gro3
in M.

(i1))= () Sei f : X — M ein Epimorphismus. Um zu zeigen, dal K =
Kern( f) abgeschlossen in X ist, wihle man ein Durchschnittskomplement Y
von K in X, und dann ist K < X/Y ein wesentlicher Monomorphismus,
also X/(K®Y) = % /% singulédr. Nach Voraussetzung ist jetzt % grof3
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in % also auch K ein Durchschnittskomplement von Y in X und deshalb
abgeschlossen in X.

FOLGERUNG 4.2. Ein injektiver R-Modul M ist genau dann schwach-flach,
wenn Ass(M) C Ass(R) ist.

BEWEIS. “=" gilt auch ohne Injektivitit, denn mit einer freien Auflosung
g : G — M ist nach Voraussetzung K = Kern(g) abgeschlossen in G, also
Ass(M) = Ass(G/K) C Ass(G) C Ass(R).

“«<"Sei U C M und M/U singuldr. Wire U nicht grol in M, hitte man
U Cc Uy € M mit U; abgeschlossen in M, also M = U; @ V| mit V; singulir
# 0. V| enthilt einen direkten Summanden der Form E(R/p), der ist wieder
singulér, und deshalb p ¢ Ass(R). Nach Voraussetzung folgt p ¢ Ass(M),
und das ist nicht wahr.

BEMERKUNG 4.3. Fiir jeden schwach-flachen R-Modul M gilt Ass(M) C
Ass(R), und deshalb ist M torsionsfrei. Uber einem Dedekindring ist also
jeder schwach-flache Modul bereits flach.

LEMMA 4.4. Ist (R, m) lokal und vollstindig, so gilt:
(a) Ein R-Modul M ist genau dann schwach-injektiv, wenn sein Matlis-
Duales M° = Homg (M, E(R/m)) schwach-flach ist.
(b) Ein flacher R-Modul M ist genau dann schwach-injektiv, wenn
Koass(M) C Ass(R) ist.
BEWEIS. (a) Sei M C X eine injektive Erweiterung. In der exakten Folge

0 - (X/M) - X° LN M° — 0 ist dann der Modul X° flach, also M°
genau dann schwach-flach, wenn Kern(i®) = Anny.(M) abgeschlossen in
X° ist. Wegen der Vollstindigkeit von R ist das dquivalent damit, da3 M
koabgeschlossen in X, d.h. M schwach-injektiv ist.

(b) Sei jetzt M ein flacher R-Modul. Dann ist M° injektiv, also M nach Teil
(a) und Folgerung 4.2 genau dann schwach-injektiv, wenn Ass(M°) C Ass(R)
ist. Wegen Koass(M) = Ass(M°) folgt die Behauptung.

FOLGERUNG 4.5. Fiir den Ring R sind dquivalent:
(i) RM™ gz schwach-injektiv.
(i) Jeder flache R-Modul ist schwach-injektiv.
(iii) Jeder injektive R-Modul ist schwach-flach.
(iv) Fiir jedes m € Max(R) ist Anng(m) # 0 und Hohe(m) < 1.
Bewers. (i) = (iv) Fiir jeden schwach-injektiven R-Modul M gilt nach

[12, Lemma 1.7] Koass(M) C Ass(R). Bei M = R™ ist nun Koass(R™) =
Spec(R), so daB} aus der Voraussetzung folgt Spec(R) = Ass(R). Fiir alle
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m € Max(R) ist also Anng(m) # 0 und {p € Spec(R) | p C m} endlich,
h(m) < 1.

(iv) = (ii) Sei M ein flacher R-Modul. Nach [12, Lemma A.6] ist zu zeigen,
daf alle M, als R,,-Moduln schwach-injektiv sind. Sei also gleich R lokal,
So(R) ;é 0 und dim(R) < 1. Dann gilt auch fiir die Vervollstandigung I%
daB So(R) % 0 und dlm(R) < 1 ist, also Spec(R) = Ass(R) Der flache
R-Modul R ® M ist deshalb nach Lemma 4.4(b) schwach-injektiv, also auch

M als R-Modul [12, Lemma A.7].

(1) = (i) klar.

Bei (iv) = (iii) ist nach Voraussetzung Spec(R) = Ass(R), fiir jeden R-
Modul M also Ass(M) C Ass(R). War also M injektiv, ist es nach Folger-
ung 4.2 schwach-flach.

Bei (iii) = (iv) wihle man einen injektiven R-Modul Q mit Ass(Q) =
Spec(R) (z.B. O = || E(R/p), wobei p alle Primideale von R durchliuft).
Nach Voraussetzung ist Q schwach-flach, also wieder nach Folgerung 4.2
Spec(R) = Ass(R), und das ist (iv).

SATZ 4.6. Fiir einen torsionslosen flachen R-Modul M sind dquivalent:
(i) Koass(M) C Ass(R).
(ii) Fiir jedes m € Max(R) gilt: Ist m reguldr, so ist M/mM = 0, ist
Hohe(m) > 2, so ist M /mM endlich erzeugt.

(ili) M ist in jeder Erweiterung koabgeschlossen.

BEweEIs. (iii) = (i) gilt fiir jeden R-Modul M und (i) = (ii) fiir jeden fla-
chen R-Modul M: Die erste Bedingung ist klar. Ist bei der zweiten M /mM fiir
ein m € Max(R) nicht endlich erzeugt, sind nach Lemma 3.1 alle Primideale
p, mit p C m, koassoziiert zu M, und weil nach Voraussetzung Koass(M)
endlich ist, muf3 2(m) < 1 sein.

Bleibt (i1) = (iii) fiir jeden torsionslosen flachen R-Modul M zu zeigen,
d.h. nach [12, Lemma A.6], daf} alle M,, als R,,-Moduln schwach-injektiv
sind.

1. Fall. mistreguldr. Dann ist nach Voraussetzung mM = M, also M,, = 0.

2. Fall. m ist nicht reguldr, d.h. So(R,;) # 0. Ist h(m) < 1, sind nach
Folgerung 4.5 sogar alle flachen R,,-Moduln schwach-injektiv. Istaber 2 (m) >
2, so ist nach Voraussetzung und Folgerung 1.2 M,, als R,,-Modul endlich
erzeugt, My, = (Ry,)" fiireinn > 0. Wegen So(R,;;) # 0istnun R, schwach-
injektiv [12, Beispiel 1.1], also auch M,,.
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