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ESTIMATIONS DES SOLUTIONS DE L’EQUATION DE
BEZOUT DANS LES ALGEBRES DE BEURLING
ANALYTIQUES

O. EL-FALLAH et M. ZARRABI

Abstract

Let A be a unitary commutative Banach algebra with unit e. For f € A we denote by f the

Gelfand transform of f defined on A, the set of maximal ideals of A. Let (f1,..., f,) € A"
be such that Z?:l Il fi I? < 1. We study here the existence of solutions (g, ..., g,) € A" to
the Bezout equation f1g1 + --- + f,g: = e, whose norm is controlled by a function of n and
§=inf, (1 /1COP + -+ 1/ OV

We treat this problem for the analytic Beurling algebras and their quotient by closed ideals.
The general Banach algebras with compact Gelfand transform are also considered.

1. Introduction

Soit A une algebre de Banach commutative unitaire. L’ensemble des caracteres
de A, qu'on appellera aussi spectre de A, sera noté A. La transformée de
Gelfand associée a A est I’application:

G: A— €A
f—f

fOO=x(H),  xeA

et ol € (X) désigne ’ensemble des fonctions continues sur 1’espace topolo-
gique X.

Rappelons maintenant les différentes versions quantitatives de la visibilité
du spectre introduites dans [5] et [9]. Pour tout entier n > 1 et tout § € (0, 1],
on dit que le spectre de A est (§ — n)-visible ([5]) s’il existe une constante
C € (0, +00) tel que pour tout f = (f1, f2,..., fn) € A" satisfaisant

(1) Z I£il? <1 et Z 1f:()> > 8> pourtout x € A,

i=1 i=1
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il existe g = (g1, 82, ..., 8n) € A" tel que

2 Y figi=e et (Zugiuz) <cC.
i=1 i=1

ou e est I’élément unité de A.
On notera alors

Cn(8, A) = sup{inf{(Z ||gi||2>2 Y figi= e}},
i=1 i=1

le sup étant pris sur les éléments f de A" satisfaisant (1). Notons que le spectre
de A est (6 — n)-visible pour 6 € ]0, 1] si et seulement si C,,(§, A) < +o0.
INestclairquesi0 < § <§ < 1, alors C, (5, A) < C,(8, A). Donc il existe
un point critique 8,(A) € [0, 1] tel que C,(8, A) = +o00 pour § < §,(A) et
C,(6,A) < +oopourd > §,(A). Signalons aussi que C,, (6, A) < C,41(58, A)
pour tout n > 1.

On dit que le spectre de A est §-Complétement visible s’il est (§ —n)-visible
pour toutn > 1 et si sup,.; C, (8, A) < +o00.

On notera dans la suite, T le cercle unité, D le disque unité, pour tout
fedm, fin) =5 02” f(eMe ™ dt le n®™e coefficient de Fourier de f
et enfin A(D) I’algebre des fonctions continues sur Det holomorphe dans D.

Dans ce travail w désignera une fonction croissante de N a valeurs dans
10, +o0[ vérifiant

B) w0 =1, om+m) <wm)wim), (n,meN) et liI_I‘_l a)(n)% =1.

L’algebre de Beurling analytique associée au poids w est I’espace

Ag = {f € AD): ) If o) < +oo},

neN

muni du produit ponctuel et de la norme || fl, = ), |f(n)|a)(n). Ainsi A}
est une algébre de Banach commutative unitaire semi-simple. En identifiant
son spectre au disque unité fermé, la transformée de Gelfand devient I’identité
i.e f = f pourtout f € A}. Notons que A* est isomorphe a I’algébre de
Beurling sur les entiers naturels 16610 = {(xn)nzo DD nen Ml (n) < +oo}.
La caractérisation des algebres de Beurling-Sobolev ayant la (§ — 1)-visibi-
lité a fait I’objet de plusieurs travaux (voir [5], [9], [4], [10] et [1]) . Il a été
démontré dans [4], que §; (A) = 0 si et seulement si
4) Iim a(p,w)=0

p—>+00
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a(p,w) = lim a(q, p, w)
q—+00
et

w(n1+n2+-~-+np)

wmpw@ng)...omy,)

7
a(q,p,w):sup{( ):nizq(i:1,2,...,p)}.
Notons que toute suite croissante w qui satisfait la condition (4) diverge
nécessairement vers 1’infini.
Notre objectif dans ce travail est d’étudier la (6 — n)-visibilité pour les
algebres de Beurling analytiques et pour les quotients de ces algebres. Les
deux résultats principaux de ce travail sont:

THEOREME A. Soit w une suite croissante satisfaisant (3). Alors les asser-
tions suivantes sont équivalentes.
i) Le spectre de A} est §-complétement visible pour tout § € (0, 1].
ii) Pourtoutn > 1, le spectre de A est (§ —n)—visible pour tout § € (0, 1].
iil) w satisfait la condition (4).
THEOREME B. Soit w une suite croissante satisfaisant (3). Alors les asser-
tions suivantes sont équivalentes.
1) w satisfait la condition (4).
ii) Pour tout idéal fermé I de A7, et pour tout § € (0, 11, le spectre de A /1

est 5-complétement visible.

Les théoremes A et B sont démontrés respectivement dans la section 2 et la
section 3. Dans la section 4 nous considérons plus généralement les algébres
dont la transformée de Gelfand est compacte.

2. Preuve du Théoréeme A

Soit w une suite croissante satisfaisant (3) et soit @ le poids symétrique sur Z
associé A w (i.e @(n) = w(|n|) pour tout n € Z). L’espace

Ay = {f G : ) I/ mIBn) < +oo},

neZ

muni du produit ponctuel et de la norme || fllz = >,/ | fm)|@n) est
une algebre de Banach commutative unitaire dont I’ensemble des caracteres
s’identifie au cercle unité T. Lorsque w(n) = 1 pour tout n € Z, on écrira
| f1l1 au lieu de || f||z. Puisque le poids w est croissant on a §;(A}) = 0 si et
seulement si §;(Az) = 0 ([4], Corollaire 5.5).
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Dans le Théoreme A, I'implication 1) = 1ii) est triviale, I’implication ii)
=> iii) découle immédiatement de [4] et enfin I’implication iii) = i) est une
conséquence directe de [4] et du résultat suivant.

THEOREME 2.1. Soit w une suite croissante satisfaisant (3). Pour tout § €
O, 1] ettoutn > 1ona

Cu(8, AT) <5C(82, Ap)*.

PREUVE. Soient§ € (0, 1]et f = (fi,..., fx) € (Af)" satisfaisant

%) Z”fi”z,fl et Zlﬁ(§)|2262 pour tout ¢ € D.
i=1

i=1

Nous allons construire g = (g, ..., g») € (A})" satisfaisant
n n
dfigi=1 et > gl =25C1(8% Ap)*.
i=1 i=1

Dans un premier temps nous supposons que les f;, j = 1,2,...,n, sont

holomorphes au voisinage de D. Soient F = Z;’:] | fj|2 et h; = % Il est

clair que les restrictions de F et &; au cercle unité appartiennent a A et que

Z;l: , fihj = 1. Comme dans la preuve du théoréme de la couronne dans H°,

nous allons modifier les /; pour obtenir des solutions holomorphes sur D. Pour
i

celasoita;; = hja_z — h 57 et

1 [ a()
b =~ [ 4 anc),
T Jp { —Z
ou d A est la mesure d’aire. Puisque les i, j = 1,2, ..., n, sont C* dans un
voisinage de D, il est bien connu que b; ; 1’est aussi et que iﬂ;_]zk = a; sur D.
Soit "
g =hj+)_ b

k=1

II est alors clair que g; est holomorphe sur D et que Z}’:l figi = 1. Le reste

(s N 5
de la preuve sera consacrée a la majoration de ) i1 1185115
Nous avons

< lhills+ D> Ibjxfi(m)lo(m),

@ k=1 m=0

©) gl =

hj + Z bj,kfk
k=1
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ol b;:fk (m) est le m™®™ coefficient de Fourier de la restriction de bj i fr au
cercle unité. D’apres (5), || Fllz < 1 et F(¢) > 82 pour tout £ € T. Donc

) 1hjllz < L fillol F~ e < 1 1.Ci (8%, Az).

Notons aussi que

21

__lf ()(L 21 e—imt dt)dA()
on Da]’k; 2 Jo ¢ —el 2

Donc pour m > O,b/j;{(m) =0etpourm < —1,ona

_ 1 [ o
bjx(m) = —/ bjx(ee " dt
0

_ 1
Bram) = — / 4 ()" dAQ)
2 )
- / / a/k(re”)r m=lo=in+D . dr dt
_2/ <’)(m+1)r " dr.
0

Ici, lorsqu’ une fonction g est définie sur D, on note g (z) = g(rz) pour
ze€Det0 <r < 1. On obtient alors

ijkfk(mnw(m = Z e l)fk<m+l>w(m)‘
m=0 m=0 '1=0
< 3 b (=DIY_ i + Dlw(m + 1)
=0 m=0
®) < I fillo D 1B (=D

o0
< 2||fk||w2/ 21 =D dr
1=0 V0

< 2||fk||w/ a1y dr.
0

Des calculs bien connus montrent que a;; = (Tj’ﬁ — 7 fi )F 2. Par con-
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séquent on a

r 1 /(r r r) p/(r
||, = HF2<r>(fj()fk()‘JZ‘()fk())
1
1 g r r r r
S P AN R PP

= @ A (LA Al + 1E1LET -

Donc

1 1 1
f ||a,§,’,2||1drscl(sz,Ang(nfkuw / 1 dr4 / ||fk"’)||1dr).
0 0 0

Orpourtout! =1,2,...,n,0na

1 1
/0||ﬁ“”||1dr=/0 S omlfim)lr dr =Y 1fim)] < N fillo-

m>1 m>1

Ce qui donne

1

©) f a1 dr < 2C1(8%, A1 fillol filo-
0

En combinant les inégalités (5), (6), (7), (8) et (9), on obtient

lgillo < Il filloC1(8%, Az) + 41l £illoCi (8%, Az)* < 51l £illCi(8%, Az)*.

D’ou

n ;
(Z lg; ||i) <5C1(8%, Ap).
j=l1

Dans le cas ol les f; ne sont pas holomorphes dans un voisinage de D on
considere pour 0 < r < 1, les fj(r) qui vérifient aussi la condition (5). D’apres
ce qui précede, il existe g, = (g1, ..., &n) € (A])" satisfaisant

D fPgi=1 et D gl £25C1(8%, Ap)*.
i=1 i=1

Comme A; admet un prédual (A} peut étre identifié¢ au dual de ¢o(1/w) =
{(un)n=0 : sup,>q lun|/w(n) < oc}), d’apres le théoreme de Banach-Alaoglu,
la boule unité fermée B, de Al est compacte pour la topologie faible-*.
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Comme de plus co(1/w) est séparable, B, est metrisable pour la topolo-
gie faible-*. Il existe alors une suite croissante (r;) tendant vers 1 et g =
(g1,---,8n) € (AZ)” tel que pour 1 < i < n, (g,.i)r converge faiblement
vers g;. Comme la convergence faible entraine la convergence uniforme sur
tout compact de D, on obtient

Y fis=1 et Y gl <25C1(8%, Az)*.
i=1 i=1

3. Preuve du Théoréeme B

Si f € A(D), onnotera Z(f) = {z € D: f(z) = 0}etsi M C A(D), on
notera Z(M) = Ngey Z(f). Pour tout fermé E C Don posera Es = {¢ € D:
d(¢, E) <é},oud(¢, E) désigne la distance de ¢ a E.

Pour la preuve du résultat principal de cette section nous aurons besoin des
deux lemmes élémentaires suivants.

LEMME 3.1. Soit I un idéal fermé de A}, on w est un poids satisfaisant (3)
etsoit E = Z(I). Pourtout § > 0, il existe f € I tel que pour tout 7 € D\ Ej,
f@ #O.

PREUVE. Soit I unidéal fermé de A} tel que Z(I) = E. La ferméture J de
I dans A(D) est un idéal fermé tel que Z(J) = E. D’apres la caractérisation
des idéaux fermés de A(D) ([6]), il existe g € J tel que Z(g) = E. En
approchant g par les éléments de / on obtient le résultat.

On note alors

01(8) = suplinf{| f ()| : z € D\ Es}},

le sup étant pris sur les f € I tels que || f ||, < 1.La conclusion du lemme 3.1
se traduit alors par g;(8) > 0 pour tout § > 0.
Pour toute suite (w(n)),>0, on notera par w, la fonction réciproque définie
sur ]1, 4oo[ par
wy(t) =inf{n > 1: whn) > t},

avec la convention inf ¥ = +o0.

LEMME 3.2. Soit w une suite croissante satisfaisant (3), alors pour tout
z,¢ € D tels que |z — ¢| < ﬁz/a) onalf)— f(&) < 8|l flle pour tout
feAl
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PREUVE. Soit f € A etsoitz, ¢ € Dona:

R GIE MHCTER IR sup =Ly 11,

"=

D’une part si n > w,(2/§) alors ‘w(n) < %2/5)) < §. D’autre part si
n < w,(2/8) alors = < |z —¢in < |z — {|.(2/8) < s desque |z —¢| <

On a donc bien Sup,> ‘Z;zng)”l <dpour|z—¢| < %2/5)

8
0. 2/5)"

Pour démontrer I’impliction ii) = i) dans le théoréme B, il suffit de prendre
I = {0} et d’utiliser ensuite le Théoreme A. Quand a I’implication i) = ii)
elle découle du résultat suivant. On rappelle que pour les suites w croissantes,
la condition 1) dans le théoréme B entraine que w diverge vers I’infini, ce qui
assure que w, (t) est fini pour tout .

THEOREME 3.3. Soit w une suite croissante satisfaisant (3) et soit I un idéal
fermé de AT alors

Cu(8, AT/ < O M6 Az
n ’ w —_ \/5 ’ w ’
N . 2
ou M;(8) = Mm(;l‘gl(%*fg/(sz)), %ﬁz)
PREUVE. Soité§ € 10, 1] etsoit f = (fi, fa2, ..., fu) € (A])" satisfaisant

YUFIE<3/20 D If@F =8 pourtout ¢ € E = Z(I).
j=1

j=1

Soit§’ = 4#82/62)' D’apreslelemme 3.2, si|z—¢| < &', alors | fj(2)— £ ()] <
(82/4)||fj||w. Donc pour tout { € Eg il existe z € E tel que | — z| < § et
par conséquent

STIH@P =Y 1H@F =Y _(1H@PF = 1P
j=l1

j=1 j=1

> 8 =Y 1@ = [OI@ + £0)]
j=1

>82 n ﬁ 5 2

> —;4< 1£12)

> §2/4.
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D’apres le lemme 3.1, il existe & € [ tel que ||k, = 1 et |h(z)] = 0;(8)/2
pourtoutz € T\ Ey.Onposealorspour j =1,2,...,n,h; = \/Lifl eth,, =
%h. Il est aloriclair que Z;lill Ih;l2 < 1 etque 27;1 lhi (2> > M;(5)*
pour tout z € D. D’apres le théoreme 2.1, il existe g1, g2, ..., &ut1 € A; tels
que Yt higp = et Y14 [g1? < 25C1(M;(8)*, Ag)*. Finalement pour

ki = (1/+/2)g, j = 1,2,...,n, on obtient

Yorfpmkpy =m) et D IkIP < (25/2C1(M;(8)*, Az)',

j=1 j=I1
ol 7 est la surjection canonique de A7 dans A} /1, ce qui achéve la preuve.

REMARQUE. Soit p > 1 et w = (w,),>0 une suite croissante telle que
. 1
w(0) = Tletlim,— 0 w(m)» = 1. On pose

A r
Ab,= {f € AD) : || fllw.p = (Z |f<n>|f’w<n>f’) < +oo}.
neN
Si on suppose que A/ , estune algebre topologique 1.¢ il existe une constante
C > O telle que

1f8llo.p < Cllfllopliglo,p, (f 8 € AL ),

alors les conclusions des théorémes A et B sont vraies pour A} P

4. Exemples et Remarques

Soit A une algebre de Banach commutative unitaire et soit / est un idéal
fermé de A. L’ensemble des caracteres de I’algebre quotient A// s’identifie a
I’ensemble Z(I) ={x € A: f(x) =0, x € I} ([3]). On ale résultat suivant.

THEOREME 4.1. Supposons que la transformée de Gelfand de A soit com-
pacte. Alors pour tout § € (0, 1], il existe une constante M (§) € (0, 1] telle
que

1) Pour tout entier n > 1, il existe un entier m > 1 tel que

Ca(8, A/I) < C(M(3), A).

Enparticulier sile spectre de A est §-complétement visible pour tout é € (0, 1],
alors il en est de méme pour le spectre de A/ 1.

i) Si de plus I satisfait la condition suivante: Pour tout voisinage V de
Z(I),

(10) il existe f €1 tel que f(x) # 0 pourtout x ¢V,
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alors
Cn(8,A/I) < Cp1(M(6), A).

En particulier 6, 11(A) =0 = §,(A/I) = 0.

La preuve de ce théoreme utilise le théoreme de Arzela-Ascoli et des
arguments similaires a ceux utilisés dans la preuve du théoreme 3.3. Nous
I’ omittons ici.

On dira que A est symétrique s’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour

tout f € A on peut trouver f* € A tel que || f*|| < cl|| f] et f*(x) = f(x),
X € A. Si A est symétrique et si (f1, ..., f,) € A" satisfait la condition (1)
alorsona ) ", figi =e,oug = f*(3, fifl.*)_l, 1 <i < n. Ceci montre
que C, (8, A) < C, (62/c, A),n > 1. Ainsisile spectre de A est (‘i—z — 1)—visible
alors il est §—completement visible (voir aussi [9]).

D’autre part il est facile de voir que tout idéal fermé d’une algebre symétri-
que satisfait la condition (10). Il découle alors de ces observations et du
théoreme 4.1 que si A est symétrique et si sa transformée de Gelfand est

compacte alors
8ur1(A) = 0= 5§,(A/1) = 0.

Considérons maintenant une algebre A telle que ¥ (A), I'image de A par sa
transformée de Gelfand ¥, est dense dans € (A), pour la norme de la conver-
gence uniforme sur A. Nous clamons que si I est un idéal fermé de A alors
il satisfait la condition (10). En effet, soit J la fermeture de (/) dans %(A),
alors J estun idéal fermé et Z(J) = Z(I). Soit V un voisinage de Z(I) et soit
@€ %(A) une fonction égale a 1 sur Z(I) et dont le support est contenu dans
V. Alors d’apres la structure des idéaux fermés de € (A) (voir [2], Theorem
4.1.3), la fonction 1 — ¢ est dans J et en 1’approchant par des fonctions de
% (I) on voit que I satisfait la condition (10).

Enfin nous signalons que la condition (10) n’est pas toujours satisfaite
comme le montre I’exemple suivant :

Soit A(D?) = {f € €(D?) : f holomorphe sur D?}, I’algébre du bid-
isque. Muni du produit ponctuel et de lanorme || f'||oo = sup_cp: | f(2)], A(D?)
est une algebre de Banach commutative et unitaire. Son spectre peut €tre iden-
tifié¢ 2 D2. Soit K C D? un compact et soit I (K ) I’idéal fermé de A(D?) définit
par I(K) = {f € A(D?) : fix = 0}. On peut vérifier aisément, grice au
théoreme de Hartogs, que I (K) ne vérifie pas (10).

Dans la suite nous allons considérer deux exemples d’algebres de Banach
dans les transformées de Gelfand ne sont pas compactes.

1) Rappelons qu’on note par A(D) I’algebre du disque. Il est bien clair que
51(A(D)) = 0 et que pour tout § € (0, 1], C1(5, A(D)) = 1/6. La proposition
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suivante montre, en particulier, qu’il existe des idéaux fermés I de A(D) tel
que 8;(A(D)/I) = 1.

PROPOSITION 4.2. Soit I un idéal fermé de A(D) tel que Z(I) C T.

G Sil ={f € AD) : f(z) =0 (z € Z(I))}, alors pour tout n > 1
5.(AD)/1) = 0.
) Sil Z{f € AD) : f(z) =0 (z € Z(I))}, alors pour tout n > 1,

PREUVE. Posons E = Z([I) et supposons que I = {f € A(D) : f(z) =
0 (z € E)}. Notons que E est de mesure de Lebesgue nulle. D’apres le
théoreme de Rudin-Bishop, toute fonction continue sur E est la restiction
a E d’une fonction dans A(D) ([6]). En fait I’injection f + I — fig est
une isométrie bijective de A(D)/I dans € (E). On a alors C,(8, A(D)/I) =
C,(8,6(E)) =1/8,n>1,0 <38 < 1. Ainsi la partie i) de la proposition est
bien vérifiée.

Soient 7 la surjection canonique de A(D) dans A(D)/I, u : z — z la
fonction identité et f, = u", n > 1. Supposons qu’ il existe une constante
C > Otelle que |7 (f,) 'loo < C,n > 1. Pour tout polynome trigndmétrique

. N .
p(e”) — Zn=fN aneml, on a

N

x)N Z apm ()"t

n=—N

[P (@) lloo =

e e]

N

Z ann(u)"+N

n=—N

<7 @) Moo

o0

N

§ : a, un—i—N

n=—N

<C

e¢]

= Cllplice-

Donc il existe un morphisme continu ® de € (T) dans A(D)/I prolongeant 7.
Le noyau Ker ® est un ideal fermé de € (T) qui verifie Ker ® N A(D) = 1.
Donc {f € €(T): f(z) =0 (z € E)}) C Ker®.D’oul = {f € ADD) :
f(@) =0 (z € E)}

Supposons maintenant que I # {f € A(D) : f(z) =0 (z € E)}. D’apres
ce qui précede on a sup,, || fulloc = +00. Puisque pour tout , || fy[lec = 1 et
|f»(2)] =1, (z € E), onobtient que §;(A(D)/I) = 1. Comme §,(A(D)/I) >
31(A(D)/I),n > 1, on voit que la partie ii) de la proposition est satisfaite.
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2) Considérons maintenant 1’algebre de Wiener analytique

At = :f e AD): [Ifli=)_Ifm < +oo}.

n>0

Il est montré dans [5] (voir aussi [9]) que §; (AT) =
1<8=<letCi(8,A") =+ocopour0 <4 < 1.

Pour un fermé non vide E de T,onpose Ir = {f € AT : f(z) =0, (z €
E)}. On supposera que E estde type ZA™ i.e I # {0}. Contrairement a ce qui
se passe dans la proposition 4.2, les constantes 8, (A" /I) dépendent de E. En
effet si £ est un ensemble de Helson (voir [7] pour la définition) alors d’apres
le résultat de Wik [12],ona A1 (E) = C(E), ou AT (E) désigne I’algebre des
restrictions des fonctions de AT 4 E. Dans ce casona §,(A*/Ig) =0,n > 1.
D’autre part si E n’est pas de type AA™ (voir [8]) alors on a ||w (u")|| = 1 pour
n>1,u"(z)l = 1pourz € E etlim,_, o [|7(m)™"| = +o00, ou 7 est la
surjection canonique de A dans A* /I etu lafonction identité z — z. Onvoit
alors que dans ce cas on a §; (A" /Ig) = 1 et par conséquent §,(A™/Ig) =1,
n>1.

%, Ci(8,A") = l_lw pour
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