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UBER KOASSOZIIERTE PRIMIDEALE II
HELMUT ZOSCHINGER

Einleitung.

Uber einem kommutativen noetherschen Ring R wollen wir — in Fortsetzung
von Teil I [9] - fiir spezielle R-Moduln M die Menge Koass(M) aller zu M
koassoziierten Primideale bestimmen. Dabei heiit p € Spec(R) koassoziiert
zu M, wenn es einen artinschen Faktormodul M’ von M gibt mit
p = Anng(M’). Es ist naheliegend, zuerst die im allgemeinen einfachere
Menge Att(M) = {p € Spec(R) | p = Anng(M /pM)} aller attachierten Pri-
mideale zu untersuchen und anschlieBend die Teilmenge Koass(M) von
Att(M) zu prézisieren. Fiir einen flachen R-Modul M sieht man z.B. sofort,
daB Att(M) = {p € Spec(R) | M /pM +# 0} ist, wdhrend die Berechnung von
Koass(M) = {p € Spec(R) | M/pM # 0}), und falls p ¢ Max(R), ist M/pM
nicht koatomar} in ([10] Satz 2.1) einige Miihe kostete. Bei einer beliebigen
Ringerweiterung R C 4 ist sogar die Frage nach Att(4) zu allgemein:
p € Spec(R) ist offenbar genau dann zum R-Modul A attachiert, wenn
pANR=yp ist, d.h. wenn es ein P € Spec(A4) gibt mit PN R = p. Aber iiber
die Menge Att(4) = Bild(Spec(4) — Spec(R)) kann man ohne Zusatzvor-
aussetzungen wenig sagen.

Ist nun R ein noetherscher Integritdtsring mit Quotientenkorper K, ist
0 # u € K und B = R[u] der von R und u erzeugte Unterring von K, so wol-
len wir in der vorliegenden Arbeit alle koassoziierten und alle attachierten
Primideale des R-Moduls .B angeben. Dies gelingt unter der Zusatzbe-
dingung, daB der Kern des Einsetzhomomorphismus ¢ : R[T] — B eine line-
are Basis besitzt (z.B. wenn R ganz abgeschlossen in B ist; siche Abschnitt 2),
denn dann konnen wir mit Hilfe der Ideale c = {r e R|rue¢ R} undd=c-u
zeigen:

(a) Att(B) = V(c+9)UD(c).

(b) Koass(B) = V(e +0) U{p € D(c)]| falls p ¢ Max(R), ist im Ring R/p
das Ideal ¢ keine Reduktion von ¢ + 9}.

Eingegangen am 27. November 1995.
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Dabei sei wie iiblich ¥V(c+0)={p € Spec(R)|c+0 Cp}, D(c)=
{p € Spec(R) | ¢ ¢ p}, und die Reduktionsbedingung in (b) kann man auch
so lesen: Im Ring R/p ist das Ideal ? nicht ganz iiber dem Ideal ¢.

In dem Spezialfall, daB (R, m) reguldr und 2-dimensional ist, m = (x,»)
und u = £, ldst sich dieses Ergebnis (und das war der Ausgangspunkt unserer
Untersuchungen) noch anschaulicher formulieren. Fiir den R-Modul
B = R[u] = R[m/x] gilt jetzt:

(") Att(B) = {p € Spec(R) [p # (x)}.

(b") Koass(B) = {0,m} U {p € Spec(R) | h(p) = 1,p # (x) und mit
ord(p) = n gilt p C m"! + (x)}.

1. Kleine Oberringe.

Stets sei in dieser Arbeit R ein kommutativer noetherscher Ring und K der
totale Quotientenring von R. Jeder Ring A4 zwischen R und K heilit ein
Oberring von R, und die Untersuchung von Koassg(A4) fiihrt als erstes zur
Frage, wann A4 als R-Modul klein in K ist, d.h. wann fiir jeden R-Un-
termodul X g K auch X + 4 §K ist. Wir werden sie in (1.2) mit Hilfe von
[10] vollstandig beantworten und damit in (1.7) alle Primideale p charakter-
isieren, die zu B = R[u| koassoziiert sind und die ¢ nicht enthalten (R ein
Integritdtsring, 0 # u € K und ¢ = {r € R|ru € R} wie in der Einleitung).

LemMa 1.1. Sei (R, m) ein lokaler Integrititsring, u € K nicht ganz iiber R
und B = R[u]. Dann folgt 0 € Koass(B).

BeEweis. (1) Bekanntlich ist R, der ganze AbschluB von R in K, gleich
dem Durchschnitt aller diskreten Bewertungsringe zwischen R und K. Wir
miissen aber fiir u ¢ R’ genauer zeigen, daB es einen diskreten Bewertungsr-
ing (V,#) zwischen R und K gibt, fiir den neben u ¢ V auch #/ NR=m
gilt. Dazu sei v=1 C=R[v] und ¢ : R[T] — C der zugehdrige Einsetzho-
momorphismus, d.h. ¢(T)=v. Aus (3o, rnT)=0, also rou"+
rnu*'4...4+ r, =0, folgt dann nach Voraussetzung ro € m, d.h. es ist
Key C mR([T] + (T). Damit ist M = mC + vC ein maximales Ideal im Ring
C mit M N R =m, nach Chevalley (siche [3] Theorem 258) gibt es einen
diskreten Bewertungsring (¥, #) zwischen C und K mit .# N C = M, und
daraus folgt sowohl # N R =m als auch v € Jl,% gV,dh.ugV.

(2) Mit dem Paar (V,.#) aus (1) behaupten wir, daB B/BN V ein hal-
bartinscher, treuer R-Modul ist: Wie in ([10] Lemma 1.1) ist der R-Modul
K /V halbartinsch, also auch der Untermodul B/B N V; hitte man aber ein
0#s€R mit s(B/BNV)=0, folgte aus sBC ¥V und Vu] =K schon
sK C V, und das ist unmoglich. Aus der ersten Eigenschaft folgt nun
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Koass(B/BN V) = Att(B/BNV) (91 Satz 2.9), aus der zweiten
0 € Att(B/BN V), also zusammen 0 € Koass(B).

SATZ 1.2. Fiir einen Oberring R C A C K sind dquivalent:
(i) A ist als R-Modul klein in K.
(ii) A C R, und jedes maximale Ideal von R ist regulir.

BEWEIS. (i — ii) Die zweite Bedingung ist klar: Fiir jedes maximale Ideal
m € Max(R) ist R+ mK = K, also nach Voraussetzung mK = K, und damit
ist m regulédr. Die erste Bedingung konnten wir in ([10] Satz 3.4) nur unter
der Zusatzvoraussetzung beweisen, daB alle 4/m4 endlich erzeugt sind
(m € Max(R)), aber die war iiberfliissig:

Sei im 1. Schritt (R, m) ein lokaler, vollstandiger Integritédtssring und 4
klein in K. Wire 4 ¢ R, folgte mit einem u € 4, u € R', daB das Nullideal
nach (1.1) zu B = Ru] koassoziiert ist, also 0 = Anng(M) mit einem ar-
tinschen Faktormodul M = B/U. Mit der injektiven Hiille E des Rest-
klassenkOrpers k = R/m ist dann, wegen der Vollstindigkeit von R, das
Matlis-Duale M° = Homg(M, E) endlich erzeugt und M* = M, also R ein
Untermodul von M° und R° = E ein Faktormodul von M. Mit B/U; = E ist
dann B/U,; sowohl klein als auch direkter Summand in K/Uj, und das ist
unmoglich.

Ist im 2. Schritt (R, m) nur mehr lokal und vollstindig, 4 klein in K, so
gilt fiir jedes q € Min(R), daB 4 + qK/qK als R/q-Modul klein in K/gK ist,
also nach dem ersten Schritt ganz iiber R/q. Weil das fiir alle ¢ € Min(R)
galt, folgt 4 C R'.

Die ndchsten beiden Schritte, der Verzicht auf vollstindig und lokal, ge-
hen wortlich wie in ([10] Satz 3.4), d.h. auch jetzt gilt 4 C R'.

(ii — i) Nach ([10] Folgerung 3.3) ist R’ als R-Modul klein in K, also auch
der Untermodul A.

FOLGERUNG 1.3. Ist R ein Integritiitsring, R C A C K ein Oberring und A
nicht ganz tiber R, so folgt 0 € Koass(A4).

BeEweis. Nach (1.2) ist 4 nicht klein in K, so daB} es einen R-Untermodul
X (; K gibt mit X + 4 = K. Damit ist D = A4A/X N A ein teilbarer Faktor-
modul #0 von A4, und aus {0} = Koass(D) C Koass(4) folgt die Be-
hauptung.

Sei fiir den Rest dieses Abschnittes R ein Integritdtsring, 0 # u € K und
B=Ru], c={re€ R|ruc R} = Anng(n) mit # € K/R. Ist p € D(c), folgt
mit irgendeinem x € c¢\p, daB u =2 € Ry ist, also BC Ry, (pB)NR=1p,
p € Att(B). Stets ist daher

D(c) C Att(B),
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und welche p € D(c) sogar zu Koass(B) gehoren, werden wir in (1.7) am
Primideal p* = (pRy) N B ablesen.

LEMMA 1.4. Sei R ein Integrititsring, 0#u€ K und B = R[u]. Sei
¢ = Anng(#) und p € D(c). Dann gilt:

(a) p* = (PRp) N B ist das einzige Primideal von B, das iiber p liegt.

(b) B/p* ist ein Oberring von R/p (d.h. enthalten im Quotientenkdrper von
R/p) und Bp: = Rp.

(c) Es ist p* = {b € B|c"b C p fiir ein m > 1}. Insbesondere wird p*/pB
durch eine Potenz von ¢ annulliert.

BEwEIs. (a) Klar ist p* N R = p, und ist P € Spec(B) ein zweites Primideal
mit dieser Eigenschaft, folgt p* C P, denn b € p* = b ="mitr € p, s € R\p,
also sb € P #s, b€ P. Es ist aber auch P C pRy, denn b € P = ¢"b C R fiir
ein n > 1, mit einem x € c\p also x"b € p, b= % € pRy. Schneiden mit B
liefert P C p*.

(b) Der von R C B induzierte Ringhomomorphismus ¢ : R/p — B/p* ist
injektiv und jedes b € B/p* ist Quotient von zwei Elementen aus Bi ¢, denn
mit x € ¢\p und x"b =r € Rist X" # 0 in R/p und e(x")b = ¢(i). Damit ist
die erste Behauptung bewiesen, und weil bei der zweiten B C Ry, C By klar
ist, braucht man nur noch % fiir b € B\p* zu betrachten: Mit x € ¢\p und
x"b=r € R wie oben ist X" ¢ p*, alsor € p, 1 =X € R,.

() Ausbep*,dh. b=L=rg+ru+...+r,u™ mit r € p, s € R\p und
ri € R folgt ¢"b C p, denn fiir alle @ € ¢™ ist ab € R, s(ab) € p, ab € p. Ist
umgekehrt b € B und ¢"b C p fiir ein m > 1, folgt mit x € ¢\p, daB x"b € ¢,
also b = % € (pRp) N B = p* ist. Damit ist die Formel fiir p* bewiesen, und
weil der Ring B noethersch, also das Ideal p* endlich erzeugt ist, gibt es zu
p*=b1B+...+ b,B ein gemeinsames e > 1 mit ¢?b; C p fiir alle 1 <i < n,
woraus c¢’p* C pB folgt wie behauptet.

FOLGERUNG 1.5. Mit den Bezeichnungen von (1.4) gilt fiir p € D(c) :
(1 p € Koass(B) <= p € Koass(B/p*).
(2) p* € Max(B) = p € Koass(B).

BeEwEIs. (1) Aus p € Koass(B) folgt natiirlich p € Koass(B/pB), also
mittels der exakten Folge 0 — p*/pB — B/pB — B/p* — 0 entweder
p € Koass(p*/pB) oder p € Koass(B/p*). Weil aber p*/pB nach (1.4, c)
durch eine Potenz von ¢ annulliert wird und ¢ ¢ p ist, ist der erste Fall un-
mdglich. Die Umkehrung < ist klar.

(2) p* € Max(B) bedeutet nach (1.4, b), daB B/p* der QuotientenkOrper
von R/p ist, insbesondere als R/p-Modul teilbar #0. Aus
Koassg/,(B/p*) = {0} folgt aber p € Koassg(B/p*).
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BEMERKUNG 1.6. Die Konstruktion von p* hat im folgenden Spezialfall
eine wohlbekannte Bedeutung: Ist (R,m) regulir und 2-dimensional,
m = (x,y) und u =% € K, so folgt ¢ = (x). Fiir jedes Primideal p # (x) der
Hohe 1 und der Ordnung n (also p C m”, p ¢ m™*!) gilt dann pB = x" - p*,
d.h. p* ist die Zariski-Transformierte von p in B.

BeEwels. In faktoriellen Ringen ist jedes Primideal der Hohe 1 zyklisch,
hier also p = (p) fiir ein Primelement p € m"\m"*'. Aus p € m"B = xX"B
folgt £ € (pRy) N B =p*, also pB C x"-p*. Umgekehrt gibt es zu jedem
b € p* nach (1.4, c) ein m > nmit x"b € p, so daB aus x”b = rp und p = x"b,
folgt X" "b = rby. Weil p ¢ m"! = m"*' BN R, also das Primelement x kein
Teiler von by ist, folgt r = x""b,, daraus x"b = x"""pb,, x"b = pb, € pB
wie behauptet.

Zur Formulierung des néchsten Satzes erinnern wir an die Definition der
Reduktion: Sind a C b zwei Ideale im Ring R, so heil3t a eine Reduktion von
b, wenn es ein n > 1 gibt mit b""! = a - b”. Das ist bekanntlich (siehe [1] p.
20) dquivalent damit, daB jedes Element von b ganz iiber dem Ideal a ist.

Satz 1.7. Sei R ein Integrititsring, 0#u€ K und B= Ru]. Sei
¢ = Anng (@), ® = Anng(1/u) und p € D(c), p ¢ Max(R). Dann sind dquiva-
lent:

(1) p € Koass(B).

(i) B/p* ist nicht endlich erzeugt.

(ili) Im Ring R/p ist ¢ keine Reduktion von ¢ + 0.

BeEwEIs. (i — ii) Fiir jeden endlich erzeugten R-Modul M gilt Koass(M) C
Max(R). Ist also p € Koass(B), d.h. nach (1.5) p € Koass(B/p*), folgt we-
gen p ¢ Max(R) die Behauptung.

(ii —i) Mit einem x € c\p, dh. xu=ypye R, folgt nach (1.4, b)
B/p* = (R/p)[%;], so daB nach Voraussetzung B/p* nicht ganz iiber R/p ist,
also nach (1.3) 0 € Koassg/,(B/p*), p € Koassg(B/p*).

(ii — iii) Angenommen, ¢ ist eine Reduktion von ¢+ 9, so gibt es zum
Ideal a=c¢+0 ein n>1 mit @t = ¢a”, insbesondere da" C ¢a”. Mit
x€c\p und xu=y€R folgt 0#xecaund x0 =yc, yoa" C x0a". Falls
0 # 0, folgt aus dem letzten %( € (R/p)’, so daB B/p* = (R/p)[] entgegen der
Voraussetzung endlich erzeugt ist; falls ? =0, folgt aus y € ® C p sogar
» =0, so daBB B/p* = R/p entgegen der Voraussetzung zyklisch ist.

(iii — ii) Nehmen wir an, B/p* sei endlich erzeugt. Jedes r € 9 14Bt sich in
der Form r = su schreiben mit s € ¢: Falls s € p, ist r € pBN R = p (wegen
p € D(c) ist ja p € Att(B)), also i = 0; falls s € p, ist B/p* = (R/p)[d], also
nach Annahme £ € (R/p)’, 7 ganz iiber dem Ideal (5). Beide Male ist also 7
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ganz iiber dem Ideal ¢, d.h. insgesamt 9 ganz iiber ¢, und das widerspricht
der Voraussetzung.

FOLGERUNG 1.8. Seien die Voraussetzungen wie in (1.7) und p € Koass(B).
Dann folgt fiir jedes Primideal q C p, daff auch q € Koass(B) ist.

Bewers. Mit der Formel in (1.4, c) folgt q* C p*, so daB auch B/g* nicht
endlich erzeugt ist.

BEISPIEL 1.9. Sei R ein Integrititsring, 0 # x € Rund u =1 € K, B = R[u].
Dann haben die bisher eingefiihrten GroBen eine einfache Bedeutung: Aus
¢ = (x) und B = R, folgt ¢cB = B, also Att(B) = D(c). Fiir jedes p € D(c) ist
pB € Spec(B) und pBN R = p, also p* = pB. Und weil 0 = R ist, erhiilt man
aus der Aquivalenz (i « iii) in (1.7) die Formel Koass(B) = {p € D(c)| falls
p € Max(R), ist p + ¢ # R}. Dies entspricht dem Ergebnis (2.5) in [10] (wo
allgemeiner Ry statt R, untersucht wird). Schon jetzt kann man sehen, daf3
in (1.5, Punkt 2) im allgemeinen keine Umkehrung gilt: W&hlt man
0% x € Ra(R) und p € D(c) so, daB  dim(R/p) > 2 ist, folgt natiirlich
p € Koass(B), aber der QuotientenkGrper Q(R/p) ist nicht von endlichem
Typ iiber R/p, also B/p* 7 Q(R/p), p* & Max(B).

2. Ringerweiterungen R C R[u| mit linearer Basis.

Sei R ein Integritdtsring und 0 # u € K, B = R[u]. Fiir den Einsetzhomo-
morphismus ¢ : R[T] — B, T—u gilt dann, daBl Ke ¢ alle linearen Poly-
nome r — sT enthilt (r € R,s € R\{0},2=u). Wird Ke ¢ als Ideal in R[T]
von all diesen linearen Polynomen erzeugt, so sagt man, Ke ¢ besitze eine
lineare Basis, und diese Eigenschaft wurde von Ratliff Jr. u.a. in einer Reihe
von Arbeiten, z.B. [7], [8] und [5] untersucht. Aus jeder der folgenden Be-
dingungen folgt, daBl Ke ¢ eine lineare Basis besitzt:

() BN R = R (d.h. R ist ganz abgeschlossen in B),

(8) Mit ¢ = Anng(#) und ® = Anng(1/u) gilt ® ¢ UAss(R/¢c) (d.h.  ent-
hilt einen Nichtnullteiler bzgl. R/¢),

(v) BNR[l/u] =R.

Genauer gilt (&« — 8 — ~), und die letzte Bedingung ist sogar charakter-
istisch ([S] Theorem 2.5).

LEmMMA 2.1. Sei R ein Integrititsring, 0 #u € K und B= R[u]. Sei
¢ = Anng(@), © = Anng(1/u) und besitze der Kern des Einsetzhomomor-
phismus ¢ : R[T| — B eine lineare Basis. Dann gilt fiir jedes Ideal I von R :

(@) IB+uB)NR=1+D.

(b) FallsdoC I, ist IBNR=1

(c) Fallsc+d C 1, ist B/IB= (R/I)[T].
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BEwEIS. (a) Wegen ® = ¢-uist I + 9 C IB + uB. Umgekehrt gilt fiir jedes
re (IB4+uB)NR, daB r = o(f +gT) ist mit f € IR[T], g € R[T]. Als Ele-
ment von Ke ¢ ist nach Voraussetzung r— (f + g7T) = Y7, hi- (ri — s;T)
mit ; € R[T), ri € R, 5; € R\{0} und { =u. Ist o € I das konstante Glied
von f und (; € R das konstante Glied von #4;, folgt wegen r; € 9 fiir alle
1<i<mauchr—a=3% 7, Bir €0,alsorel+0 wie gewiinscht.

(b) ist ein Spezialfall von (a), und bei (c) folgt aus L =u stets s € ¢, r €,
also r—sT € (¢+9)R[T] C IR[T], wegen der linearen Basis sogar
Ke ¢ C IR|[T), und daraus natiirlich R[T]/IR|T] = B/IB.

SATZ 2.2. Seien die Bezeichnungen wie in (2.1) und besitze Ke ¢ eine lineare
Basis. Dann sind fiir ein Primideal p € V(¢) dquivalent:

(i) p € Koass(B).

(ii) p € Att(B).

(iii) p € V(c +0).

BeEweis. Die Implikationen (i — ii — iii) gelten ohne Voraussetzungen an
Ke ¢, denn (i — ii) ist klar, und bei (ii — iii) folgt aus pBN R =p und
¥ =c-uC pB auch 0 C p. Die Implikation (iii — 1) ist mit (2.1, c) ebenso
einfach, denn dann ist B/pB als R/p-Modul isomorph zu (R/p)™), und weil
(R/p)(N) einen teilbaren Faktormodul # 0 hat, folgt 0 € Koassg/,(B/pB),
p € Koassg(B/pB)wie behauptet.

BEMERKUNG 2.3. Der Schritt (ii — iii) und (1.7) zeigen, daB auch ohne
Voraussetzungen an Ke ¢ sowohl Att(B) C V(¢4 0)UD(c) ist als auch
Koass(B) C V(c+0)U{p € D(c) | falls p ¢ Max(R), ist im Ring R/p das
Ideal ¢ keine Reduktion von ¢+ d}. Mit linearer Basis gilt nach (2.2) bei
beiden Inklusionen Gleichheit, und damit sind die in der Einleitung angege-
benen Formeln (a) und (b) bewiesen.

Ohne lineare Basis kann in (2.2) sowohl (ii — i) als auch (iii — ii) verletzt
sein:

BEIsPIEL 1. Sei (R,m) ein lokaler Integritdtsring, so daBB R'/R sockelfrei
# 0 ist. Fiir jedes u € R'\R ist dann B = R[u] als R-Modul endlich erzeugt,
insbesondere Att(B) = Spec(R). Weil aber R/c = Ru sockelfrei # 0 ist, gibt
es ein Primideal ¢ C p g m. Damit ist p € Att(B), p & Koass(B).

BEISPIEL 2. Sei (R, m) ein vollstindiger lokaler Integritdtsring der Krull-
dimension 1, so daB R'/R # 0 und der Restklassenkdrper k = R/m algeb-
raisch abgeschlossen ist. Dann ist R’ ein diskreter Bewertungsring, und fiir
sein einziges maximales Ideal .# gilt R+ # = R'. Zu m € Ass(R'/R) gibt es
also ein v € ./ mit m = Anng(¥), und fiiru = 1/v € K, B= R[u| folgt u ¢ R/,
R'G B, B=K. Damit ist m € V(c+ ), m ¢ Att(B).
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Das nidchste Lemma zeigt, daB in Beispiel 1 der R-Modul B nicht radi-
kalvoll sein durfte. Dabei heiBit ein R-Modul M (iiber einem beliebigen Ring
R) radikalvoll, wenn mM = M ist fiir alle m € Max(R), d.h. wenn keines der
maximalen Ideale von R zu M koassoziiert ist.

LEmMA 2.4. Ist R C A eine Ringerweiterung und A als R-Modul radikalvoll,
so gilt Koass(A4) = Att(A4).

Beweis. Fiir jeden R-Modul M definieren wir att(M) = {p € Spec(R) |
M /pM ist als R/p-Modul nicht torsion}. Es ist leicht zu sehen, daB ein Pri-
mideal p genau dann zu att(M) gehort, wenn M, als Ry-Modul nicht radi-
kalvoll ist, und unmittelbar aus der Definition folgt att(M) C Att(M).

(1) Ist M radikalvoll, so gilt att(M) C Koass(M). Nach ([10] Folgerung
1.5) gilt ndmlich fiir jedes p € att(M), daB M/pM als R/p-Modul in seiner
injektiven Hiille nicht klein sein kann, also iiber R/p einen teilbaren Fak-
tormodul D # 0 hat (siche den Beweis von 1.3). Aus {0} = Koassg,,(D) C
Koassg/,(M/pM) folgt p € Koassg(M/pM).

(2) Fiir jede Ringerweiterung R C A4 gilt Att(4) = att(4), denn aus
p & att(A4) folgt, daBl 4/pA als R/p-Modul torsion, also schon beschridnkt ist
(betrachte 1 € A4/pA), d.h. p & Att(4). War zusitzlich g4 radikalvoll, folgt
mit (1) die Behauptung des Lemmas.

Ist (R, m) wieder ein lokaler Integritdtsring und 0 # u € K, so ist B = R{u]
als R-Modul genau dann radikalvoll, wenn 1/u € NMax(R’) ist. Falls zusét-
zlich dim(R) =1 und m durch zwei Elemente erzeugt ist, kann man viel
mehr sagen. Wir werden die folgende Aquivalenz (i « iii) im nichsten Ab-
schnitt (3.1) zur Bestimmung aller p € D(c¢) verwenden, bei denen
p* € Max(B) ist.

SATZ 2.5. Sei (R,m) ein lokaler Integrititsring der Krulldimension 1 und
der Multiplizitit n. Sei m = (x,y) mit x#0, y#0 und sei u=%¢cKk,
B = R[u]. Dann sind dquivalent:

(i) B ist als R-Modul radikalvoll.

(i) Es gibt ein i > 1 mit x' € m/*1,

(iii) x" € m"*1,

(iv) 1/u€e R, und aus ro+riu+...+ru" =0 (alle r; € R) folgt stets
F1,F2, ...,y € ML

BEwEIs. (i—1ii) Wegen y = xu ist mB = xB, unter der Voraussetzung (i)
also xB=B, Le R+ Ru+...+ Ru™! fiir ein i>1, x' € Rx't! + Rx'y +
. +Ryi+l — mi+l'

(ii—iv) Aus x' € m*! folgt nach Nakayama wm'= (x"ly x""%)?
...,¥") =y -m"! 5o daB das Ideal (y) eine Reduktion von m ist. Nach Ma-
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tlis ([4] Theorem 13.7) ist nun v(w¥) =j + 1 fiir alle 0 < j < n (wobei v(M)
die minimale Erzeugendenanzahl eines R-Moduls M sei), hier aber
y(m’) = v(m~!) < i, und daraus folgt i > n.

1. Schritt. Fiir alle 0 <j < n gilt

(*) xjyn—j g mn+1 + xj+] . mn—(j-H).

Wire ndmlich (*) verletzt, folgte durch Multiplikation mit x~U*+! zuerst
=y e mrti 4 Xm0+ wegen x' € mit! dann x1y" € mrti =
y"7-mi, also x"! € m'. Induktiv konnte man fortfahren bis x*~! € m”, aber
das ist nach der Vorbemerkung unmdglich.

2. Schritt. Weil (y) eine Reduktion von m war, d.h. x ganz iiber dem
Ideal (y), ist 1/ueR. Sei jetzt ro+ru+...+rau"=0, dh.
rox" +rx"ly+... 4+ r,y" =0. Bei n =1 folgt aus rox+ry =0 und y ¢ (x)
(* mit j=0) sofort rrem. Bei n>2 folgt aus x(rox" '+
vt P ) 41y =0und y' ¢ x-m" ! (* mit j = 0) zuerst r, € m. Hat
man bereits rii1, rk42,. .., € m (1 <k < n), so folgt aus

XED (o Xy b oY) 4 TR € !

und x"Kyk & mrt! 4 == k-1 (% mit j = n — k) auch rx € m, also in-
duktiv die Behauptung.

(iv—iii) Aus 1/u € R folgt, daB (y) eine Reduktion von m ist, also nach
Matlis ([4] Theorem 13.10) schon wm” =y -m""!. Insbesondere ist
X=Xy x4 4yt mit eR, dh. —14ru+rad+. ..
+r,u" =0. Aus der zweiten Bedingung folgt ry,rs,...,r, € m und damit
X" € mtl,

(iii—1i) Aus x" € m""! = Rx""! + Rx"y + ... + Ry"*! folgt L€ R+ Ru +
...+ Ru"! C B, wegen R[}] = K also B=K.

BEMERKUNG 2.6. Betrachtet man die schwichere Bedingung: (i’) B ist als
R-Modul nicht endlich erzeugt, so gibt es auch fiir sie — unter denselben
Voraussetzungen wie in (2.5) — eine Reihe von Aquivalenzen. Weil sie im
folgenden nicht gebraucht werden, geben wir sie ohne Beweis an: (ii)
Ygx-mi-l fir alle i>1. (Gii') y"€x-m"™L (V) Aus ro+ru+
...+ rpu" =0 (alle r; € R) folgt stets r, € m.

3. Zwei Beispiele.

Sei (R, m) reguldr und 2-dimensional, m = (x,y), u =% € K und B = R[u].
Weil R normal ist, hat der Kern des Einsetzhomomorphismus ¢ : R[T] — B
eine lineare Basis (genauer ist Ke ¢ = (y —xT)), und weil die Ideale
¢ = Anng(#) = (x) und ® = Anng(1/u) = (y) die Eigenschaft ¢ + 9 = m ha-
ben, nehmen die fritheren Ergebnisse eine besonders einfache Gestalt an.
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Nach (2.2) ist Att(B) = {m} UD(c) = {p € Spec(R) |p # (x)}, und neben
m € Koass(B) ist nach (1.1) auch 0 € Koass(B). Bleiben die Primideale
p # (x) der Hohe 1:

SATz 3.1. Sei (R, m) ein regulirer, 2-dimensionaler Ring und x € m\m?,
B = R[m/x]. Sei p # (x) ein Primideal der Hohe 1 und der Ordnung n. Dann
gilt:

(1) p € Koass(B) & p C m™! + (x).

(2) p* € Max(B) & p Cc m™! + (x).

BEWEIS. Mit m = (x,y) und u =% € K ist B = R[u].

(1) Betrachten wir fiir ¢ = (x) die Bedingung (iii) in (1.7): Nach Rees
(siehe [1] p. 147) ist im Ring R/p das Ideal ¢ genau dann eine Reduktion von
w, wenn die Multiplizitit von R/p bzgl. ¢ gleich der bzgl. w ist, d.h.
e:(R/p) = ew(R/p). Weil R reguldr und p zyklisch # 0 ist, gilt bekanntlich
en(R/p) = Mult(R/p) = ordgr(p) = n. Weil ¢ zyklisch # 0 und R = R/¢ ein
diskreter Bewertungsring ist, gilt andererseits e.(R/p) = Lange(R/p + ¢) =
ordz(p). Also folgt mit (1.7): Genau dann ist p € Koass(B), wenn
ordg(p) > n, d.h. p C m"! + ¢ ist.

(2) = Weil B/p* = (R/p)[%] radikalvoll ist, folgt nach (2.5) " € m"*!, d.h.
xX*ep+wm'l. Mit p=(p) bedeutet das x"—rpem™!, und weil
x" ¢ m"! also r ¢ mist, erhdlt man p — r~! - x" € m"™!, p € m"™! 4 (X7).

< Mit p = (p) folgt p — rx* € m™*!, und weil p ¢ m™*!, also r ¢ m ist,
erhidlt man x" —r~!.p e m™!, ¥ € m™!. Der Beweis von (2.5, iii — i)
zeigte, daB dann B/p* = (R/p)[%] mit dem QuotientenkGrper von R/p iiber-
einstimmt, also p* € Max(B) ist.

BEMERKUNG 3.2. Sei F ein beliebiger Korper und R = F[X, Y]y y). Zu
u =¥ und B = R[u] erhélt man dann sofort folgende Beispiele:

(a) Sind n < m natiirliche, teilerfremde Zahlen und p = (X — Y"), so ist
ordr(p) = n = ordg/(x)(p), also p ¢ m"*! + (X), p & Koass(B).

(b) Ist m>2 und p=(X"+ XY+ Y?), so ist ordg(p) =2 und
p Ccm3 + (X), aber p ¢ m? + (X?), also p € Koass(B), p* ¢ Max(B).

(c¢) Sind n < m natiirliche teilerfremde Zahlen und p = (X" — Y™), so ist
ordg(p) =nund p C m” + (X"), also p* € Max(B).

Das zweite Beispiel sei, iiber einem beliebigen Korper k, der Ring
R=k[W,X,Y,Z]]/(WX — YZ) mit dem ausgezeichneten Element
u=1%¢€ K. Rist ein vollstindiger, lokaler Integritdtsring der Krulldimension
3, Einbettungsdimension 4 und Multiplizitédt 2, und weil das Primideal (x, z)
das Element y nicht enthilt, folgt ¢ = Anng(%) = (x,z). Entsprechend be-
rechnet man ® = Anng(1/u) = (y,w), so daBl wieder ¢ + @ = m ist. Die Pri-
mideale ¢ und © haben die Hohe 1, sind aber nicht zyklisch, so daB3 R nicht
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faktoriell ist. Weil aber R normal ist, hat der Kern des Einsetzhomomor-
phismus ¢ : R[T] — B eine lineare Basis (genauer wird Ke ¢ von y — xT und
w — zT erzeugt), so dall nach (2.2) folgt Att(B) = {m} U D(c). Bleiben fiir
Koass(B)\{m} die Elemente von D(¢) zu betrachten:

SaTZ 3.3. Sei R=k[[W,X,Y,Z||/(WX - YZ), u=%€ K und B = R[u],
Sei ¢ = (x,z) und p € D(c).

(1) Ist dim(R/p) = 1, so gilt: p € Koass(B) < p* € Max(B).

(2) Ist dim(R/p) > 2, so gilt: p € Koass(B) & /p + ¢ g m.

BeEweIs. (1) Nur = ist zu zeigen, und da ist B/p* nach (1.7) nicht endlich
erzeugt. Weil aber R/p 1-dimensional und vollstindig, also (R/p)’ ein dis-
kreter Bewertungsring ist, folgt aus (R/p) G (B/p*)’ bereits B/p* = Q(R/p),
d.h. p* € Max(B).

(2) = Der Kokern der Einbettung R/p C B/p* ist als R/p-Modul ¢-tor-
sion, d.h. B/p* ist enthalten in der Idealtransformation 7:(R/p) von R/p
bzgl. des Ideales ¢. Wieder nach (1.7) ist B/p*, also erst recht T:(R/p) nicht
endlich erzeugt, so daB ¢ nach Nishimura ([6] Proposition 2.7.2) in einem
Primideal ¢ der Hoéhe 1 liegt. Aus dim(R/p) >2 folgt g # m, also
p+cCq g m wie behauptet.

< Angenommen p ¢ Koass(B), so ist im Ring R/p das Ideal ¢ nach (1.7)
eine Reduktion von wm, insbesondere v/¢ =, d.h. VP + ¢ = m. Aber das
widerspricht der Voraussetzung.

BEMERKUNG 3.4. Seien die Bezeichnungen wie in (3.3). Dann wollen wir
einige spezielle Elemente von Koass(B) angeben:

(a) Es gibt unendlich viele Primideale der Hohe 1, die zu B koassoziiert
sind. Zum Beweis wihle man irgendein Primideal q mit ¢ g q gm, dazu
nach dem Krull’schen Hauptidealsatz unendlich viele Primideale
P1,P2,P3,... mit 0#p; g q, p,#¢, und dann sind nach (2) alle
p; € Koass(B).

(b) Konkreter ist a = (x,y) ein Primideal der Hohe 1 mit ¢ ¢ a, und weil
a+ ¢ = (x,y,z) ein Primideal der Hohe 2 ist, gilt /a+¢ g m, also nach (2)
a € Koass(B). In diesem Fall hat B/a* eine besondere Gestalt: R = R/a ist
regulidr und 2-dimensional (ndmlich isomorph zu k[[W, Z]]), und weil w ein
Nichtnullteiler bzgl. R/(z) ist, ist (w — zT) ein Primideal im Polynomring
R[T), also Kep + aR[T] ein Primideal in R[7] und aB = xB ein Primideal im
Ring B mit aBN R = a. Es folgt a* = aB, und B/a* = R[] = R[m/z] ist
gerade von dem in (3.1) betrachteten Typ.

(c) Es gibt unendlich viele Primideale der Hohe 2, die zu B koassoziiert
sind. Zum Beweis betrachte man a = (x,y) und R = R/a = k[[W, Z]] wie in
(b). Fiir alle m > 2 ist dann (Z — #") im Ring R ein Primideal der Ordnung
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1, also p := a + (z — w") im Ring R ein Primideal der Hohe 2 und R/p ein
diskreter =~ Bewertungsring. Aus p+c¢=(x,,y,z,w") folgt Linge
(R/p + ¢) = m, so daB verschiedene m auch verschiedene p liefern, und aus
¢ g w im Ring R/p folgt, daB ¢ keine Reduktion von i ist, also nach (1.7)
p € Koass(B).

Wir wollen p* noch explizit beschreiben: Weil (1 — w"~! - £) ein Primideal
im Ring R[%] = R[T]/(w - zT) ist (ndmlich die Zariski-Transformierte von
(z — w™) € Spec(R), siehe 1.6), ist (w —zT,1 — w""!T) ein Primideal im
Polynomring R[T], also Ke ¢ + (x,1 —w”~!T) ein Primideal in R[T] und
P:=xB+ (1 —w"!.u)B ein Primideal im Ring B. Aus 0 # xB g PcCy*
und A(p*) = h(p) =2 folgt P =p*, d.h. p* wird im Ring B von den Ele-
menten x und 1 — w™~! . u erzeugt.

(d) Wegen ¢ + 0 = m ist nach Punkt (2) ? ¢ Koass(B), also B/9* endlich
erzeugt. Aber mit (2.1, a) erhdlt man genauer: Der kanonische Epimor-
phismus R — B/uB hat den Kern 9, so daB uB ein Primideal im Ring B ist
mit ¥uB N R = 9. Damit folgt 9* = uB und B/?* = R/?.

Uber jedem Integrititsring R gilt fiir 0 # u € K und ¢ = Anng(@) (mit
ue€ K/R), daB B = R[u] in der Idealtransformation 7.(R) = {ve K|
¢”-v C R fiir ein m > 1} enthalten ist. Im allgemeinen ist diese Inklusion
echt: Beim ersten Beispiel, d.h. (R, m) reguldr und 2-dimensional, m = (x, y)
und u =2, ist T(R) = R, radikalvoll und mB # B, also B g T:(R). Beim
zweiten aber gilt Gleichheit:

Satz3.5. SeiR=k[[W,X,Y,Z]|/(WX — YZ),u =% € K und ¢ = Anng(&).
Dann stimmt B = R[u] mit der Idealtransformation T.(R) iiberein.

Bewels. Fiir alle n > 1 sei ¢ = {v € K| ¢"v C R}, und dafiir miissen wir
¢ C B zeigen. Wir behaupten genauer, dall ¢ = R+ Ru+ ...+ Ru" ist,
mit dem Primideal a = (x,y) aus (3.4, b) also x" - ¢™" = a”.

1. Schritt x"- ¢ =a®. Fiir das Ideal I=x"-¢" gilt zunichst
a" C I C a®, denn die erste Inklusion folgt aus ca C (x), und die zweite aus
z ¢ a, 2"l C (x"). Bleibt zu zeigen, daB I a-primdér ist, d.h. Ass(R/I) = {a}:
Mit dem R-Modul M = K/R gilt

R/I =~ R%/c'” C K/¢" = M/Anny(c") — M™

fiir ein m > 1, also Ass(R/I) C Ass(M). Weil R normal ist, haben alle Ele-
mente von Ass(M) die Hohe 1, so daB fiir alle p € Ass(R/I) folgt I C p,
a" C p, p = a wie behauptet. \
2. Schritt a™ = a". Das folgt mit ([2] Theorem 3.1), wenn man beachtet,
daB a = (x,y) ein im Sinne von Huneke fast vollstindiger Durchschnitt ist



UBER KOASSOZIIERTE PRIMIDEALE II 259

und alle Ideale aR, zyklisch sind (p # m). Wir wollen aber einen davon
unabhingigen Beweis durch Induktion iiber n geben. Klar ist n = 1, und bei
n > 2 gilt fiir jedes » € a® nach Induktion r € a"!, also

(). r=rnxX""' 4y +.. 4yt alle re R

Nach dem 1. Schritt ist rz”" € (x"), mit (*) und wx=yz also
nx* ' 4 w4 lzw € (%),  und  daraus  folgt
N2t w+ o+ lte(x) @) Ca, i eat (2) Fw, rEat
(z). Setzt man r, = ax + By + vz in (*) ein, erhdlt man r = sx + 8y”, aus
sx € a” wieder mit dem 1. Schritt sxz" € (x"), sz" € a"!, s € a1 = a"!,
also endlich r € a".
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