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LA STABILITE DES ESPACES I NON-COMMUTATIFS

JOSE LUIS MARCOLINO NHANY

Abstract.

Let M be a von Neumann algebra and R the hyperfinite factor of type II;. We show that if M is
not of type I then L7(R) is a 1-complemented subspace of LP(M) for all 1 < p < co. We show
also that M is of type I if and only if LP(M) is stable for all 1 < p < co.

Introduction.

Les espaces de Banach stables ont €té introduits par Krivine et Maurey (K-
M). Ils ont montré que tout espace de Banach stable contient un /7 presque
isométriquement et que les espaces L? sont tous stables pour tout 1 < p < co.
Notre objectif est d’étudier la stabilité des espaces LP(M) ou M est une al-
gebre de von Neumann. Nous obtiendrons notamment que L7 (M) est stable
pour tout 1 < p < oo si et seulement si M est de type I. Cette note se com-
pose de deux parties : d’abord nous introduisons les notions et les résultats
que nous utiliserons par la suite ; dans la deuxiéme partie nous énongons et
démontrons les résultats principaux.

Je remercie les professeurs E. Christensen et U. Haagerup pour d’utiles
indications bibliographiques.

I) Préliminaires.

I-1) Espaces de Banach stables.
DErINITION. Un espace de Banach X est dit stable si pour toutes suites
bornées (x,) et (yn) dans X et tous ultrafiltres U et V sur Non a :

Lim limn ||, + yml| = lim L |13, + yo]l

ExeMPLES. Les espaces de dimension finie, les espaces de Hilbert, les
espaces L7 (1 < p < 0o) sont tous des espaces de Banach stables, par contre
¢, n’est pas stable (cf K-M).
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1-2) Le facteur hyperfini de type 11,

Soit A la C*-algeébre engendrée par U,> Mxn(C), (o MMy par
l’application a—a® Iy,), et soit 7, la trace normalisée sur M;
nl(ag)] =1(an +an). Alors 1@ ®..0a,31®..) =n(a))..1(a),
Ya; € M, deﬁmt une trace fidéle normalisée sur A. Soit m, la C*-ré-
presentation fidéle de A associée a 7.

m,(A4)" est alors un facteur de type II; ( 7, s’étend en une trace normale
fidéle et normalisée sur ce facteur). On le note R et on I’appelle le facteur
hyperfini de type I1;.

PROPOSITION. Soient M une algébre de von Neumann de type 11, (resp.
II). Alors R se plonge dans M comme sous algébre de von Neumann de telle
Jagon qu'il existe une trace normale fidéle et normalisée (resp. semifinie) sur M
vérifiant g = T,.

PREUVE. Soient M une algebre de von Neumann de type 11, 7 une trace
normale fidéle et semifinie sur M et x € M, tel que 7(x) < oo. Par la dé-
composition spectrale de x on obtient une projection e # 0 telle que

T(e) < 0o. Alors eMe C M est de type II; et = e) TleMe €St une trace normale
fidele et normalisée sur eMe.

11 suffit donc de considérer M de type II; et 7 trace normale fidéle et nor-
malisée sur M. Et dans ce cas, d’aprés TAK-1 Prop.V.1.35 p.302, il existe
des projections e; et e; dans M équivalentes et orthogonales telles que
I=e +e (ou I désigne lidentit¢ de M). Alors M s’identifie a
(e1Me;) ® M, en tant qu’algébre de von Neumann (cf TAK-1 Prop.V.1.22
p.297). Comme T est une trace et e; est équivalente a4 e; on a
7(e1) = 7(e2) = 1. En itérant la méme démarche on montre que Vn>1 e,
projection dans M telles que M = (e,Me,) ® My et T(e,) = 2. Ainsi Vn > 1
M. se plonge dans M en tant que sous algébre de von Neumann. D’autre
part, en utilisant TAK-1 Prop.IV.1.8 p.185, on montre que

7((xij)) = %3 xii V(xiy) € My D0t le résultat enonce.

1-3) Introduction aux espaces L7 (M).

Soit ¢ un poids normal fidéle et semifini sur M, . Dans les paragraphes a)
et b) qui suivent nous exposons des constructions différentes d’espaces
L7 (M, p) selon la structure de I’algébre de von Neumann M. En fait, on peut
veérifier que a) correspond a b) dans le cas particulier ou ¢ est une trace.

a) Si M admet une trace normale et fidéle 7, alors V 1 < p < oo, LP(M,T)
est la complétion de ’espace vectoriel {a € M : 7(|af’) < oo} pour la norme
llall” = [r(|al’)]. La théorie de ces espaces a été créee par J. Dixmier ( DIX)
et I. E. Segal (SEG) dans les années 50. Voir aussi I'article de E. Nelson
(NEL) pour une approche relativement récente.
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b) Plus généralement, soit ¢ un poids normal fidéle et semifini sur M,.
Notons n,={x € M;p(x*x) < co} et m, ’espace vectoriel engendré par x*y
avec x et y dans n,. Soit H, la complétion de n, par rapport au produit
scalaire < a,b >= ¢(b*a) et a : n, — H, Vinclusion de n, dans H,. Pour
a € M soit m, € B(H,) l'opérateur qui sur n, est la multiplication a gauche
par a. Soit JA? la décomposition polaire de la cloture de I'opérateur d’invo-
lution b—b" sur n,Nn;,. Notons L I'ensemble des x € M pour lesquels il
existe un ¢ dans M, tel que Y(z*y)=< JrJa(y),a(z) > pour tous y et z
dans n,. Puisque ¢ est semifini, m, est un sous-espace dense de M pour la
topologie faible des opérateurs, donc si ¢ existe, il est unique ; par con-
séquent on peut le noter ¢,. Muni de la norme ||x||; = max(||x||, ||¢x]]), L est
un espace de Banach et M et M, peuvent etre plongés dans L* (cf TER pp.
328-338). On définit alors L”(M, ¢) par interpolation: L? (M, ¢) = (M, M.,),,
=1

»

REMARQUES. 1) La théorie des espaces L?(M, p) pour des algebres de von
Neumann qui ne sont pas necéssairement semifinies a été initiée par U.
Haagerup (cf HAA), dans une construction faisant intervenir les produits
croisés. Terp montre que ’espace construit par interpolation est isométrique
a l’espace L’(M, p) d’Haagerup (cf TER Th.36 p.359).

2) Dans la construction b) Terp généralise le point de vue de H. Kosaki
qui utilise la théorie de I'interpolation complexe pour produire des espaces
Co(M, M,) dans le cas ou ¢ est un état. Soit (o, € R) le groupe d’auto-
morphismes modulaires associés a ¢. Kosaki observe que pour x € M fixé,
Papplication € R — o,(x).0 a valeurs dans M, (ou (o,(x).0)(y) =
o(yo,(x))Vy € M) admet une extension bornée et continue sur
—1 < Im z < 0 et analytique a I’intérieur (cf KOS, Th.2.5 p.38). Ainsi, a tout
0 < n <1 on peut associer un plongement x—1I,(x) = o_;,(x).o de M dans
M, et par la obtenir une infinité d’espaces d’interpolation de M et M, tous
isomorphes 4 'espace L”(M,p) d’Haagerup. Lorsque =1 on obtient la
construction de Terp dans le cas particulier ou ¢ est un état (cf KOS, Partie
I0).

3) Les espaces (M, ) sont indépendants de ¢ (cf HAA, Introd. ). Pour
cette raison on peut, sans ambiguité, noter simplement L?(M).

II) Le Théoréme principal.

THEOREME. Soit M une algébre de von Neumann. Les assertions suivantes sont
alors équivalentes: )

1) M est de type I

i) Vp, 1 < p < o0, LP(M) est stable.

iii) 3p, 1 < p < o0, p # 2 tel que LF(M) soit stable.
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Nous allons démontrer ce résultat par étapes:
PROPOSITION. M de type I = L7(M) stable V1 < p < co.

PREUVE. M =394, Q B(H,), ou Ay = L*(Qa,pe). Dou LP(M)=
Y217 (Cy(Hy)) ou Cp(H,) = LP(B(H,)) est stable. Ce résultat est du in-
dépendamment a Arazy et a Raynaud (cf ARA. ou RAY.).

D’autre part si X est un espace de Banach, I’espace L? a valeurs vector-
ielles L7(X) est stable dés que X lest. (cf K-M Th. II-2).

PrOPOSITION. Soit R le facteur hyperfini de type II;. LP(R) n’est pas
stable, pour tout 1 < p < oo, p # 2.
Preuve: Dans R soient les suites U, et V,, définies par :

U =a®a.RaR1l®.. et Vp=b3bxb..Q1...
ou a et b apparaissent respectivement 2n-fois et 2m + 1-fois, et ou
a= ((1) _E)l) eth = (é _01> On a a* = —a, b* = b, a, b sont unitaires et
ba = a*b. U, et V,, sont unitaires et donc des suites bornées dans L”(R).
Nous allons montrer que si 1 < p < oo et p # 2 alors

(n lim lim ||U, + Viall, # lim lim [|Uy + Vi,
n—0o0 m—o0 m-—00 H—00
et chacune des limites apparaissant dans (1) existe. On a:

(2) Montrons que sin > m alors || Uy + V|, = V2.

Vvn>m, UVy=ab®..0ab®a*®..0a*®1... (ou a*b apparait
(2m+ 1)-fois et ou a* apparait (2(n—m)—1)-fois; et VU, =
ba®..®ba®a. ®a®l... Comme a*®..0a" =(-1)""""®. . 0aq
nous avons UlV,=-V: U, et (Uy+ Vn)" (Us+Vn)=2I. D’ou
|Up + V| = V21, par conséquent: |Un + lelp = 2_3

(3) Montrons que si m > n alors || U, + V|, = 27 .

Posons I, =a*b ® .. @ a*b ® b ® ... ® b, ou a*b apparait 2n-fois et b ap-
parait (2m + 1 — 2n)-fois). On a

UV =I,m®1®1®..Comme a*b est auto-adjoint, II,,, ’est aussi;
d’autre part, il est unitaire de trace nulle. Son spectre consiste donc de
+1 et -1 avec la méme multiplicitt N. D’autre part on a
[+ UVp=I4+m)®IRI... do0 I+ UVl =l +Wmf IR I...
donc, par définition de 7 on a
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. I b
U+ UVl = 0+ T, = |5 (N2 4 00| = 25,

Finalement (1) découle de (2) et (3).

Le point essentiel dans le reste de la démonstration du théoréme principal
est le fait suivant qui est une conséquence immeédiate d’une combinaison de
résultats connus sur la théorie de I'interpolation complexe et la théorie des
algébres de von Neumann.

PROPOSITION. Soient ¢ un poids normal fidéle et semifini sur M et My une
sous-algebre de von Neumann de M. Posons o= @p,. S'il existe
E: M— M, espérance conditionnelle normale vérifiant o = pyo E alors
LP(M,) est un sous-espace 1-complémenté de [P(M), V1 < p < oc.

PrReUVE. Nous allons utiliser I’observation €élémentaire suivante:

LEMME. Sous les hypothéses de la proposition nous avons (o) g(xy = (¥x)ary»
Vx e MNM,.

PREUVE DU LEMME. Soient Jy, Ay, n,, et H,, associés a ¢y comme dans la
partie I. H,, est un sous-espace fermé¢ de H,. E espérance conditionnelle
normale vérifiant ¢ = @ o E implique que J(H,,) C H,, et J, est la restric-
tion de J a H,, (cf TAK-2, Th. p.309 et Sect.4 pp.312-313). Alors Vx € M et
Vy,z € n,, on a:

(9050 (29) = Woe(eyfoa(), a(2))
= (JPreJaly),a(z))

= (PImeJa(y), a(z)) = ¢x(2'y),

car mg(x) = Pmy, ou P est la projection orthogonale de H,, sur H,, (cf TAK-
2 Section 5 pp.316-317). Ainsi (¢0) g(x) = Pxim,-

On veérifie aisément que Vx € My et y, z € ny, on a px(E(z*y)) = @x(z*y).
Par conséquent le lemme implique que My N (My), est un sous-espace de
M N M, et que I'application ¢x — (ip0)g(y) €st une projection de norme 1;
ainsi E induit une projection de norme 1 de LP(M) sur LP(My) (cf B-L
Th.4.1.2 p.88).

Revenons au théoréme principal.

Nous allons appliquer la proposition précédente pour montrer que si M
n’est pas de type I alors:

(4) LP(R) est un sous-espace 1-complémenté de LP (M), V1 < p < oo.

On sait que si M n’a pas de partie de type I alors elle admet une décom-
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position M = My, & My & My, ou My désigne une algébre de von Neu-
mann de type N pour N = II;, I, III (cf TAK-1 Th.V.1.19, p.296). D’ou
on obtient facilement que

LP(M) = I’(My,) ® ,L (Mu,,) © pL (Mm).

Par conséquent, pour montrer (4) il suffit de considérer les deux cas suivants:

1) M de type 11} ou I1.

D’apreés la partie I on a un plongement R C M et tel que 7z = 7, pour une
trace normale fidéle et semifinie 7 sur M. D’ou I’existence de E: M — R
espérance conditionnelle normale vérifiant 7 = 7, o E (cf TAK-1 Prop.V.2.36
p-332) et on obtient alors (4) par la proposition précédente.

2) M de type III.

Supposons d’abord qu’il existe un état normal et fidéle sur M. Alors il en
existe un, noté ¢ dont le centralisateur M, est de type II; et ), est une
trace normale fidele et finie (cf H-S Th.11.1, p.249). D’ou I’existence d’une
espérance conditionnelle normale E: M — M,, telle que ¢ = ¢y, o E (cf
TAK-2 Théoreéme p.309) et donc L7 (M,,) est 1-complémenté dans L/ (M). Or
on vient de voir que L7(R) est 1-complémenté dans L7 (M,,); d’ou (4).

Supposons, plus géneralement, que ¢ est un poids normal fidele et semifini
sur M, . On sait qu’il existe une projection e dans le centralisateur de ¢ telle
que sur eMe il existe un état normal et fidéle (cf PED-TAK, Prop.7.1 p.80).
Comme on vient de le voir, L’(R) est alors 1-complémenté dans L7(eMe)
V1 <p < oo.

D’autre part, en utilisant le théoréme de la page 309 de TAK-2, on montre
aisément que x — E(x) = exe est une espérance conditionnelle normale de
M sur eMe vérifiant ¢ = @, 0 E (00 @, = @jepre). D’0U L (eMe) est un sous-
espace 1-complémenté de LP(M) V1 < p < co. D’ou on obtient (4).

Finalement nous avons:

Si M n’est pas de type I alors L?(M) n’est pas stable, V1 < p < oo, car
L7(R) se plonge isométriquement dans L?(M), d’ou iii)=> i). Ce qui acheve
la démonstration du résultat principal.
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