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ESPACES DE STEIN ET FAISCEAUX
LOCALEMENT LIBRES

OMAR ALEHYANE

1. Introduction.

Un espace de Stein est un espace analytique X holomorphiquement séparé
et holomorphiquement convexe. Cartan et Grauert ont montré qu’un espace
analytique X est de Stein si et seulement si H?(X, %) = 0 pour tout p > 1 et
tout faisceau cohérent &# sur X. Grauert réduisit la condition suffisante a
H'(X,#) = 0 pour tout faisceau d’idéaux .# sur X. Laufer a démontré qu’un
domaine de Riemann X au-dessus d’une variété de Stein tel que X soit ho-
lomorphiquement séparé et les groupes de cohomologie H?(X, () soient de
dimensions finies pour p > 1, est une variété de Stein. Jennane a démontré
qu’un espace analytique holomorphiquement séparé, de dimension n, est de
Stein si les groupes de cohomologie H”(X, ) sont de dimensions dénom-
brables pour 1 <p <n-1.

Vigna Suria a démontré qu’un ouvert relativement compact (2 d’un espace
analytique fortement holomorphiquement séparé est de Stein si
H'(02, %) = 0 pour tout faisceau localement libre % dans 2.

On généralise tout d’abord le résultat de Vigna Suria a un espace
holomorphiquement séparé, de dimension n. Comme conséquence on dé-
montre qu'un domaine de Riemann X, connexe de dimension n, au-dessus
d’une variété de Stein est de Stein si X est holomorphiquement séparé et
H'(X, %) =0 pour tout faisceau localement libre sur X. Pour un espace
analytique X, de dimension n, holomorphiquement séparé on donne une
condition suffisante pour que X soit de Stein si H'(X,.¥) =0 pour tout
faisceau localement libre sur X.

2. Préliminaires.

Soit X un espace analytique dénombrable a Ulinfini. X est dit
holomorphiquement séparé si pour tout x,y € X, x # y, il existe f € O(X)

telle que f(x) # £ (y).
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X est holomorphiquement convexe si pour tout compact K C X, I’enve-
loppe holomorphiquement convexe K est compact dans X, avec

K={xex/lfx)|<suwlf| v/ €o(x)}.

DEFINITION 2.1. Un espace analytique complexe X est dit de Stein si:
1. X est holomorphiquement sépare,
2. X est holomorphiquement convexe.

Un espace de Stein est aussi un espace analytique sur lequel est défini une
fonction continue ¢ strictement plurisousharmonique telle que les ensembles

{xe X/o(x) < ¢}
sont relativement compacts dans X (voir [6]).

Un espace analytique de dimension n est fortement holomorphiquement
séparé si pour tout xg € X, il existe fi,...,f, € O(X) telles que:

{xo} = {x € X/fi(x) = ... = fu(x) = 0}.

Forster et Ramspott [S] ont démontré que tout espace de Stein est forte-
ment holomorphiquement séparé.

LeMME 2.1. Soit X un espace analytique holomorphiquement séparé de di-
mension n, alors pour tout xy € X, il existe f1,. .., fns1 € O(X) telles que:

{xo} ={x € X/fi(x) = ... =fun1(x) = 0}.
Pour fi,...,fk € O(X), on définit le faisceau & par:

k
n‘(fx = {(gla--'ygk) € @I;/Egl(fl)x = 0}
i=1

Un faisceau ¥ de Ox-module est dit localement libre de rang p si pour tout
x € X, il existe un voisinage ouvert U de x tel que:
e.?“/ o~ @fu.

LEMME 2.2. Sifi,...,fx sont sans zéro commun dans X, alors le faisceau ¥
est localement libre dans X et la suite:

0230500

est exacte dans X, ou o est I'inclusion et 8(gy,...,g) = fozl figi.
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DEMONSTRATION. Soit x € X, il existe i € {1,...,k} tel que fi(x) # 0 ; on
suppose i = 1. Il existe un voisinage ouvert U de x tel que f;(y) # 0 pour tout
yeU.

Le morphisme:

T g’U——*@ﬁ;l

(815 80)—(g2,---,8k)

est bijectif. De plus si f € O(V) ou ¥ C U est un voisinage de x, on pose

=f/fi,g2="--- =gk =0dans V. On a bien 8(g1,...,8) = X1, figi =1,
ce qui démontre que S est surjective.

Un espace analytique X est holomorphiquement convexe si pour toute
suite infinie discréte (xk);»; C X, il existe f € ¢(X) telle que f soit non bor-
née sur la suite (xx);>; [8]-

ProposiTiON 2.1. [8] Soit X un espace holomorphiquement convexe et
(*k)k>1 C X une suite infinie discréte. Soit (ry), C Ry une suite de nombres
réels > 0. Alors il existe g € O(X) telle que:

lg(xk)| > re pour tout k > 1.

3. Espaces de Stein et faisceaux localement libres.

Dans son article [16] Vigna Suria a démontreé le résultat suivant:

THEOREME 3.1. [16) Soit X un espace fortement holomorphiquement séparé,
de dimension n, et soit {2 C X un ouvert vérifiant:

H'(2,%) =0 pour tout & localement libre dans 2. Alors 12 est de Stein
dans les deux cas suivants:

1. 2 CC X ouvert relativement compact,

2. X est de Stein.
Nous obtenons ce théoréme pour un espace holomorphiquement séparé de
dimension n, comme conséquence du théoréme suivant: (voir théoréme 3.3
ci-dessous).

THEOREME 3.2. Soit X un espace holomorphiquement séparé de dimension n,
£2 C X un ouvert vérifiant:
H'(2,%) =0 pour tout ¥ localement libre dans {2. Alors pour tout
compact K C 2, il existe un voisinage ouvert V de 012 tel que Konv=0.
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DEMONSTRATION. Soit K C 2. Pour xy € 912, il existe fi,...,fut1 € O(X)
telles que:

{xo} ={xe€e X/fi(x)=...=fur1 =0}.

Le faisceau ¥ définit par (f1,...,fy+1) est localement libre dans 2 et la
suite:

S o—-z30 oo

est exacte dans f2. La suite exacte longue de cohomologie associée a (S) et
I’hypothése H!(£2, #) = 0 entrainent que I’application:

(2,0)"™' —T(2,0)

est surjective. En particulier, il existe gi,...,8.+1 € I'(£2,0) telles que:
St figi =1 dans 0.

Soit (xm),, C £2 une suite qui converge vers xo. Puisque fi(xo) =0 pour
tout i € {1,...,n+1}, il existe iy tel que (g;,(xm)),, soit non bornée. On en
déduit que xogéKg et qu’il existe un voisinage ¥y, de xy tel que Kon Vi = 0.
V = Uycan Vx est un voisinage de 942 et vérifie: KonVv =0.

THEOREME 3.3. Soit X un espace analytique holomorphiquement séparé, de
dimension n, 2 C X un ouvert verifiant:

HY (2, %) = 0 pour tout &£ localement libre dans £2. Alors §2 est de Stein
dans les deux cas suivants:

1. 2 CC X ouvert relativement compact,

2. X est de Stein.

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que 2 est holomorphiquement con-
vexe. Soit K un compact de §2, Kj; est fermé dans 2 et d’aprés le théoréme
3.2, K;; ne rencontre pas la frontiére 92 de I’ouvert 2:

1. siRcc X, K, est compact dans 2,

2. si X est de Stein, K, cC X, donc K, est compact dans 2.

3.1. Remarque.

Le fait d’avoir K, N ¥ = () pour un compact K de {2 et ¥ un voisinage de
02 n’implique pas forcément que K; est compact dans 2:

On considére un fibré holomorphe X, qui n’est pas de Stein et qui est a
base et a fibre de Stein, 7 : X— D ([3]). Il existe un ouvert BC D, B # D, de
Stein tel que 2 = 7! (B) ne soit pas un ouvert de Stein de X [11]. Si K est un
compact de {2, alors Kocn l(11(K) 8), donc il existe un voisinage V' de 012
tel que KoV = 0.
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En voulant se passer de I'hypothése de relative compacité de ’ouvert 2
dans le théoréme 3.3, on a été amené a introduire une autre notion de sé-
paration holomorphe: la séparation holomorphe a linfini.

DEeFINITION 3.1. On dira qu’un espace analytique X est holomorphique-
ment séparé a l'infini si pour toute suite infinie discréte (xx), de X, pour tout
x € X, il existe f € O(X) telle que f(x) ne soit pas un point d’accumulation
de la suite (f(x)).

3.2. Exemples.

i) Tout espace holomorphiquement convexe est holomorphiquement sé-
paré a I'infini. En effet si (xx), C X est une suite infinie discréte, il existe une
fonction f € O(X) telle que: kirﬁoo If (xx)| = +o00. Si x € X, f(x) n’est pas un

point d’accumulation de (f(xk)),.

ii) Il existe des espaces séparés a I’infini qui ne sont pas convexes. En
effet soit K C C" un compact holomorphiquement convexe, K = K et
X =C"\ K, n> 1. Alors X est holomorphiquement séparé a 'infini:

Soit (xx), C X une suite infinie discréte et x € X. Si (xi), est discréte dans
C", il existe f € O(C") telle que k—li-g}oo [f (xk)| = 400 ; soit g = f|x, g(x) n’est

pas un point d’accumulation de (g(xx)),. Si (xx), n’est pas discréte dans C”,
soit (xg); une sous-suite qui converge vers un point a € K. x¢K, il existe
S € 0(C") telle que:

I (x)| > sup If1 >1f(»)|  pourtoutyeK.

Donc f(x)¢f (K), par suite f(x) ne peut pas etre un point d’accumulation de
la suite (f(xx);. Ce qui démontre que X est holomorphiquement séparé a
infini. Le théoréme de Hartogs implique que X n’est pas holomorphique-
ment convexe.

iii) Soit X P’éclaté de C* en (0,0). X est une variété analytique complexe,
holomorphiquement convexe mais non holomorphiquement séparé. Donc un
espace holomorphiquement séparé 4 Dinfini n’est pas forcément
holomorphiquement sépare.

iv) Il existe des espaces analytiques qui ne sont pas holomorphiquement
séparés a P’infini. Grauert [7] a montré 'existence d’une variété Y de dimen-
sion 2 non compact telle que:

1. Y est ramifiée a fibres finies au-dessus de P,

2. Toute fonction holomorphe sur Y est constante. En particulier Y n’est
pas un domaine d’holomorphie.

Signalons que Y, dans I’exemple de Grauert, n’est pas holomorphique-
ment séparé.
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THEOREME 3.4. Soit X un espace analytique holomorphiquement séparé et
holomorphiquement séparé a l'infini, de dimension n, vérifiant:

HY (X, %) =0 pour tout & localement libre sur X. Alors X est de Stein.

La démonstration de ce théoréme repose sur le lemme suivant:

LemME 3.1. Soit X un espace holomorphiquement séparé et holomorphique-
ment séparé a linfini, de dimension n. Soit (xi), C X une suite infinie discréte
telle que:

supy |[f(xk)| < +00  pour tout f € O(X).

Alors il existe fi,...,[for2 € O(X) sans zéro commun dans X et une sous-suite
(Xm)y C X de (xi), telles que:
lim fi(xm) =0 pour tout 1 <j<n+2.
m—+00

DEMONSTRATION. Soit g; € O(X) une fonction non constante sur aucune
composante irréductible de X. La suite (g;(xx)), étant bornée, soit (x}), C
X une sous-suite de (xi), telle que: klim g1(x}) = o). Posons f; = g — o et

—+00

Y1={x€eX/ fi(x)=0}.On akliT fi(x}) =0et codim ¥; > 1.

11 existe g, € O(X) non constante sur aucune composante irréductible de
Y, et une sous-suite (x2), de (xi), telle que: klim 22(x2) = ay. Soit
—+400

=g -0 et Y= {xeX/fi(x)=rfo(x) =0}, alors kg?wﬁ(xi)ﬂ et

codim Y, > 2.

Ainsi de proche en proche, il existe fi, . . ., f € O(X) et une sous-suite (x}),
de (xk), telles que:
kErr@ﬁ()f,é):O pour 1 <j<net Y,={xeX/fi(x)=...=fu(x) =0} est

discret.
Posons Y, = {z1,23,...,2,,...}. Soit gu41 € O(X) telle que gu41(z) #
gn+1(z;) pour tout i # j. 1l existe une sous-suite (x}*!), de (x}), telle que:
kﬁglwgn+1(x7¢+l) = Qn+1. POSODS fo41 = gat1 — Qny1, alors nglwﬁ(x?CH) =0

pour toutj=1,...,n+ 1.

L’ensemble Y,y = {x € X/ fi(x) = ... =fpr1(x) = 0} est soit vide soit
réduit a un singleton {z;,}. X étant holomorphiquement séparé a Pinfini, il
existe g, € O(X) telle que g,42(2j,) ne soit pas un point d’accumulation de
la suite (gu2(xF™"));. Soit (xm),, une sous-suite de la suite (xI*!), telle que

ol 8ni2(Xm) = Qni2. fas2 = gni2 — Qnyz  Vérifie L fry (xm) =0 et
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Snr2(2js) = gn+2(2jy)—ami2 # 0. Les fonctions f1,. .., fy12 € O(X) n’ont pas de
zéro commun dans X et vérifient: liT fi(xm) =0 pour tout
m-—+00

j=1,...,n+2.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.4. Il suffit de montrer que X est
holomorphiquement convexe. Supposons le contraire, il existe alors une suite
infinie discréte (xx), C X telle que:

sup |f (xk)| < +oo  pour tout f € O(X).
k
Soient fi,...,fu12 € O(X) sans zéro commun dans X telles que:
lil’ll fi(xm) =0 pour tout j=1,...,n+2. Le faisceau ¥ défini par
m—-+00
S1,. .. fas2 est localement libre dans X, ’hypothése H'(X, %) = 0 implique

n+2
Iexistence de fonctions gi,...,g.42 € O(X) telles que: Z figi=1 dans X.

i=1
I existe ip € {1,...,n+2} tel que (g;,(xm)),, soit non bornée, ce qui con-
tredit la supposition de départ. X est donc holomorphiquement convexe.

Un domaine de Riemann au-dessus d’une variété M est la donnée d’un
espace topologique X et d’'un homéomorphisme local p: X — M.

ProrosITION 3.1. [15] Soit X un domaine de Riemann séparable, connexe,
au-dessus d'une vari¢té de Stein M, dim X =n. Supposons X
holomorphiquement séparé, alors X admet une enveloppe d’holomorphie X de
Stein qui est aussi un domaine de Riemann au-dessus de M.

COROLLAIRE 3.1. Soit X un domaine de Riemann connexe au-dessus d'une
variété de Stein, dim X = n et supposons que X est holomorphiquement séparé
tel que:

HY (X, %) =0 pour tout £ localement libre dans X. Alors X est de
Stein.

DEMONSTRATION. L’enveloppe d’holomorphie X de X est de Stein et X
est un ouvert de X. Le théoréme 3.3 implique que X est de Stein.
On peut retrouver ce résultat comme conséquence de la proposition suivante:

PROPOSITION 3.2 Soit X un espace holomorphiquemen{ séparé de dimension
n. Supposons que X admet une enveloppe d’holomorphie X et vérifie:

HY(X,%) =0 pour tout & localement libre dans X. Alors X = X.
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DEMONSTRATION. Supposons X # X, soit alors x € X NdX. X étant
holomorphiquement séparé, il existe fi,...,fy € O(X) telles que:

{x}={yeX/fil)=...=fx(y) =0}

Le faisceau défini par fj,...,fy est localement libre dans X. Il existe des
fonctions g1,...,gy € O(X) telles que: Zfilf,-gi =1 dans X. Soit (x,,),, C X
une suite qui converge vers x, il existe ip € {1,..., N} tel que (gio(xm)),, soit

non bornée. Donc g;, ne se prolonge pas au voisinage de x, ce qui contredit
la définition de X.

4. Spectre de I’algébre 0(X)

Un caractére de O(X) est un homomorphisme de C-algebre x : O(X)—C
non identiquement nul. On note Sp X le spectre de I’algébre O(X). O(X)
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de X est
une algeébre de Frechet.

Pour chaque x € X, 'application x, : O(X)—C telle que x.(f) = f(x) est
un homomorphisme d’algébre continue .

Pour f € O(X), soit f : Sp X—C I'application telle que f(x) = x(f). On
munit SpX de la topologie la moins fine rendant continue les applications f.
Soit x € Sp X, fi,...,fm € O(X) et € > 0, on pose:

VOGH, - fmr€) = {o € SpX/ |o(f;) — x(f))| <€, 1 <j<m}.

La topologie de Sp X est définie de telle sorte que pour tout xy € Sp X, la
famille {V(x,/1,.-- . Jm;€)/fi,--:fm € O(X);e > 0} forme un systéme fon-
damental de voisinage de x. L’application naturelle £ : X—Sp X, qui asso-
cie a tout x I’élément x, est continue . Une suite (x»), C Sp X converge vers
X € Sp X si: nginw x»(f) = x(f) pour tout f € O(X).

Forster [4] a démontré que pour un espace de Stein de dimension finie, tout
caractére x de O(X) est continu et il existe p € X tel que x = x,. On dé-
montre le meme résultat avec des hypothéses moins restrictives a priori:

PROPOSITION 4.1 Soit X un espace analytique holomorphiquement séparé
de dimension n, vérifiant:

HY (X, %) =0 pour tout £ localement libre dans X.

Alors Uapplication & : X—SpX est continue et bijective.

DEMONSTRATION. £ est injective si et seulement si X est holomor-
phiquement séparé.
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Soit x € Sp X et soient hy,...,hy € O(X) des fonctions qui séparent les
points de X ([10]). Posons f; = h; — x(k;) pour j=1,...,N, alors x(fj) =
pourtoutj=1,... Netfq,.. ,fN € O(X) séparent les points de X.

Posons V(fl,...,fN) {xe X/filx)=...=fu(x) =0}, il est soit vide,
soit réduit a un singleton.

Si V(fi,..../n) =0, il existerait g,...,gy € O(X) telles que 3~ , fig; = 1
dans X. Er;v appliquant x, on obtient:

x(1) = Z x(fi)x(gi) = 0, ce qui est impossible car x(1) = 1. Il existe alors

we X tel que V... fx) = {wl.

Pour s € Ker x, on va montrer que h(w) = 0. Supposons que A(w) # 0
donc V(fi,...,fn,h) = 0 et le meme raisonnement aboutit a la contradiction
x(1) =
Si feO(X) alors f—x(f) € Ker x, par suite (f —x(f))(w)=0, d’ou
x(f) =f(w) = xu(f). € est alors bijective et tout caractére de O(X) est
continu.

Une caractérisation des espaces de Stein est donnée par:

THEOREME 4.1. [8] Soit X un espace analytique de dimension n. Alors X est
de Stein si et seulement si £ : X—Sp X est un homeomorphisme.

Dans ce qui suit on va donner une autre démonstration au théoréme 3.4 en
utilisant le théoréme 4.1.

PrOPOSITION 4.2. Soit X un espace analytique tel que [application
&: X—Sp X soit continue et bijective. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes:

1. €71: Sp X— X est séquentiellement continue,

2. Pour toute suite infinie discréte (xi), C X et pour tout x € X, il existe
f € O(X) telle que f(x) ne soit pas la limite de la suite (f (xi)),.

DEMONSTRATION. 1) = 2): Supposons qu’il existe (xx), C X infinie dis-

créte et un point x € X tels que: klim f(xx) = f(x) pour tout f € O(X), donc
— 400

klim Xx, = Xx dans Sp X. La continuité séquentielle de ¢! entraine que

lim x; = x ce qui est absurde.
k—+00

2) = 1) Soit (xx )x C Sp X une suite convergeant vers xx € Sp X, on va
montrer que lim x; = x.
k—+o00

Supposons que (xz), ne converge pas vers x, il existe un voisinage ouvert
U de x et une sous-suite (xx,), de (xk); tels que x,¢U pour tout p > 1. La
suite (xg, ) est infinie discréte dans X, sinon il existerait une sous-suite (xx),
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et un point z € X tels que: lim x, =z, par suite lim f(x,) =f(z) pour
n—+00 n—+00
tout f € 0(X), d’ou ligrn Xx. = Xz- O (Xx,), €st une sous-suite de (X, )i
n—-1+00

donc x, = x.. € étant bijective on a x = z, ce qui contredit ie choix de U.
(xk,), est donc une suite infinie discréte dans X et veérifie:
1ir+n f(xx,) = f(x) pour tout f € O(X), ce qui contredit 2). Donc (x), con-
p—+oo

verge vers x dans X.

PrOPOSITION 4.3. Soit X un espace analytique, de dimension n, tel que
Uapplication € : X — Sp X soit bijective. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes:

1. £':SpX — X est continue,

2. £1:Sp X — X est séquentiellement continue,

3. X est holomorphiquement convexe.

DEMONSTRATION. 11 suffit de montrer que (2) = (3).
Soit K un compact de X, K I’enveloppe holomorphiquement convexe de K.
Soit (xx), C K une suite infinie, donc, par définition de K, on a:

[f (xx)] < suplf| pour tout k > 1 et tout f € O(X).
K

Soit (Xx, ), C SpX définie par xx, (f) = f(xx) pour tout f € O(X). La suite

(Xx.)x est bornée dans Sp X C ¢'(X) (dual de O(X)). Le théoréme de Ba-

nach-Alaoglu implique qu’il existe une sous-suite (Xxk])j de (xx)r et

X €Sp X tels que: ,liin xij(f) = x(f) pour tout f € O(X), par suite
Jj—+oo

.liin Xxy =X dans Sp X. x € Sp X et £ bijective, il existe p € X tel que

Jj=too :

X = Xp- €' séquentiellement continue implique que .liin ¢! (xxkj) =¢(xp)
J—+00

et donc la suite (xi); converge vers p dans X. K étant fermé dans X, on a
p € K, par suite K est compact dans X.

THEOREME 4.2. Soit X un espace analytique holomorphiquement séparé, de
dimension n, vérifiant:

HY(X,%) =0 pour tout & localement libre dans X. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes:

1. X est holomorphiquement convexe,

2. X est holomorphiquement séparé a l'infini,

3. Pour toute suite infinie discréte (xi), C X et pour tout x € X, il existe
S € 0(X) telle que f(x) ne soit pas la limite de la suite (f (x))y.

DEMONSTRATION 11 suffit de montrer que (3) = (1).
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£€:X — Sp X est continue bijective, la propriété (3) implique que £! est sé-
quentiellement continue, par suite X est holomorphiquement convexe
d’aprés la proposition 4.3.

Le théoréme 4.2 geénéralise les théorémes 3.3, 3.4 et le corollaire 3.1.

4.1. REMARQUES.

1) Soit X un espace analytique holomorphiquement séparé et 2 CC X un
ouvert relativement compact. Alors {2 vérifie la propriété (3) du théoréme
4.2:

En effet soit (xx), C {2 une suite infinie discréte et x € £2. Soit (xk); une
sous-suite de (xx), qui converge vers un point a € 812, x # a, il existe
f € 0(X) telle que f(x) # f(a). Soit g = fip € O(12), alors g(x) ne peut pas
‘etre la limite de la suite (g(xk)), .

2) Si X est un espace de Stein et 2 C X un ouvert, alors {2 vérifie la pro-
priété (3) du théoréme 4.2:

Soit (x¢), C 2 une suite infinie discréte et x € £2. Si (xx), C X est infinie
discréte dans X, il existe f € O(X) telle que k-l-ivl-il-loo If (xx)| = +o0.

Si (xk), n’est pas discrete dans X, soit (xx;); une sous-suite qui converge
vers un point a € X. On a a¢f2, donc x # a, il existe f € O(X) telle que
f(x) # f(a) et g = fio € O(R2) vérifie la propriété (3) du théoréme 4.2.

DErINITION 4.1. Soit X un espace analytique, 2 C X un ouvert. On dit
que {2 est un ouvert d’holomorphie si pour tout domaine D # @, D C £2 et
pour tout domaine D', D C D’ ¢ {2, il existe une fonction f € O({2) telle que
pour tout g € O(D') on ait fp # gp.

Comme corollaire de la proposition 4.1 on obtient:

COROLLAIRE 4.1. Soit X un espace holomorphiquement séparé, de dimen-
sion n, 2 C X un ouvert vérifiant:

HY (02, %) =0 pour tout ¥ localement libre dans 2. Alors (2 est un ouvert
d’holomorphie.

DEMONSTRATION. Supposons que {2 n’est pas d’holomorphie, il existe
alors deux domaines D, IV, D C IV ¢ 2 tels que: pour tout f € 0(f2) il existe
g € O(D') vérifiant fip = g)p. g est unique du fait que I est connexe. On va
montrer qu’il existe deux points de X qu’on ne peut pas séparer holomor-
phiquement.

Soit z € 82N DY, et considérons Papplication: x : @(2) — C telle que
x(f) = g(z) pour tout f € O(£2). x est un homomorphisme d’algébre, la pro-
position 4.1 implique I’existence d’un point w € {2 tel que x = Xu, par suite ,
x(f) = f(w) pour tout f € 0(£2).
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Soit FeO(X) et f=Fpe0(f2), on a x(f)=g(z) ou g=Fp car
fio = Fip = gp- Fw) =) = x() = g(z) = F(2), de plus z#w, dou la
contradiction.

4.2. REMARQUE.

S.Ceen [2] a démontré qu’un ouvert {2 d’un espace analytique irréductible
X, holomorphiquement séparé de dimension », est un ouvert d’holomorphie
si H1(§2,0q) = 0 pour tout 1 < g <n-— 1. Il est facile de montrer que sous
ces hypothéses on a H'(£2, #) = 0 pour tout faisceau .# défini par un nom-
bre fini de fonctions holomorphes sans zéro commun dans (2. Le résultat de
S.Coen est donc une conséquence du corollaire 4.1.

Le probléme de savoir si un espace analytique holomorphiquement séparé
est holomorphiquement séparé a I’infini reste toujours posé.
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