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RECURRENCE DE MARCHES ALEATOIRES
ET ERGODICITE DU FLOT GEODESIQUE
SUR LES GRAPHES REGULIERS

MICHEL COORNAERT et ATHANASE PAPADOPOULOS

§0. Introduction.

Un des résultats de cet article est que le comportement ergodique des geodésiques
de certains graphes réguliers équivaut a la récurrence de la marche aléatoire
équilibrée sur les sommets du graphe.

Soient X un arbre métrique complet et localement compact, I un groupe
d’isométries de X agissant proprement sur cet espace et u une densité conforme
I'-invariante de dimension d sur le bord a I'infini 0X. Le flot géodésique associée
a laction (X, I") est le quotient Q = GX/I', ou GX est I'espace des géodésiques
g: R = X, muni du flot naturel (¢,) obtenu par translation du paramétrage des
géodesiques. A partir de u, on sait définir une mesure invariante, notée m, pour le
flot géodésique (2, ¢,). Dans [CP], on a étudié les propriétés ergodiques du flot
(€, ¢,, m) en donnant en particulier un analogue du théoréme de dichotomie de
Hopf [Hop] et de sa généralisation par Sullivan [Sul].

Le cas des arbres métriques localement compacts étudi¢ dans [CP] est un
cadre discret auquel les méthodes de la géométrie hyperbolique s’adaptent trés
naturellement. Quand I'arbre en question est simplicial et k-homogeéne (i.e. de
chaque sommet partent exactement k arétes, toutes de longueur 1), la situation
est encore plus proche de celle de 'espace hyperbolique H". Le but de cet article
est de compléter les résultats de [CP] afin d’obtenir I'analogue des résultats de
Sullivan (voir §7 de [Sul]). Dans le cas ou I agit comme le groupe de transform-
ations du revétement universel d’un graphe k-régulier, c’est-a-dire d’un graphe
simplicial connexe dans lequel chaque sommet appartient & exactement k arétes,
on obtient 'analogue complet de ces résultats. Ils incluent en particulier:

(1) Un critére d’ergodicité du flot géodésique en termes de la divergence de la
série de Poincaré de I'action en I'exposant critique;

(2) Un autre critére d’ergodicité du flot géodésique, en termes de la récurrence
d’une certaine chaine de Markov associée a p.
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Nous énongons maintenant plus précisément ces résultats.

Soit X un arbre métrique complet et localement compact et soit I" un groupe
d’isométries de X agissant proprement sur cet espace. Fixons deux points
quelconques x et yde X. La série de Poincaré d’exposant s, associée a Pactionde I',
est définie comme

Py(x,y) = z o~ Sdistx.vy).
yel
Pour s fixé, la nature de cette série ne dépend ni de x ni de y et il existe 3(I') > 0
(appelé exposant critique de I') tel que 2(x, y) converge pour tout s > &(I") et
diverge pour tout s < &(I).

Soit u une densité conforme I'-invariante de dimension d = 0 sur X (voir la
section 1 ci-dessous pour un rappel des définitions).

On sait que §(I') < d, et que pour §(I') < o, il existe (au moins) une densité
conforme [-invariante de dimension §(I') (voir [Coo]). On montre dans cet
article le théoréme suivant.

THEOREME A. Supposons que le flot géodésique (R, @,, m) soit ergodique. Alors,
la série P(x, y) diverge pour s = d (et on a donc en particulier d = &(I")).

Supposons maintenant que X est un arbre k-homogene avec k = 3. Notons
S I'ensemble des sommets de X. La fonction ¢,: S — ]0, co[ définie sur S par

Du(x) = ux(0X)

1
est I-invariante. De plus, ¢, A-harmonique avec A = I(l —e Yk —-1-¢9.

Autrement dit, on a 4¢, = A¢, ou 4 est le laplacien combinatoire défini pour
toute fonction f: S — R par

409 = ) = L S0

la somme étant prise sur les sommets y voisins de x, c’est-a-dire reliés a x par une
aréte.

Considérons la chaine de Markov P, définie de la maniére suivante. L'en-
semble des états de P, est S et la probabilité de transition d’'un sommet x 4 un
sommet y est

P,(x,y) = %(l — )t 20 si x est voisin de y

Pux)

et
P,(x,y)=0 sinon.
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La chaine P, est I'-invariante, et elle définit par passage au quotient une chaine
de Markov P, dont 'ensemble des états est § = S/I" et dont les probabilités de
transition sont

Pi%9) = ¥ Px,)
yey
pourtout X = I'xet y =1Iy.

Rappelons que l'on dit que la chaine de Markov P, est récurrente si partant
d’un état quelconque X, la chaine repasse avec probabilité 1 dans un état
quelconque j . Cela revient a dire que I’espérance du nombre total de visites de
j partant de X est infinie. On montrera que pour d 2 ¥log(k — 1), cette espérance
(qui en fait est le noyau de Green de la chaine P,) est proportionnelle a la série de
Poincaré 2(x, y) pour s = d. On a donc:

THEOREME B. Supposons d = 3log(k — 1). Alors la chaine de Markov P, est
récurrente si et seulement si la série de Poincaré P4(x, y) diverge pour s = d.

Supposons maintenant que X est le revétement universel d’un graphe
k-régulier et que I' est le groupe des automorphismes de ce revétement. On
montre alors le résultat suivant:

THEOREME C. Supposonsd = log(k — 1). Si la chaine de Markov P, est récur-
rente, alors le flot géodésique (2, @,, m) est ergodique.

Les théorémes A, B et C montrent donc que, dans le cas ou X est le revétement
universel d’un graphe k-régulier, I le groupe des automorphismes de ce revéte-
ment et d 2 $log(k — 1), les trois propriétés suivantes sont équivalentes:

ergodicité du flot géodésique (2, ¢,, m)
i

divergence de la série de Poincaré pour s = d

0

récurrence de la chaine de Markov P,.

Remarquons que la deuxiéme propriété ne fait pas intervenir de densité
conforme sur 0X. Cela est reli¢ au fait que l'ergodicité du flot géodésique
implique I'unicité, a un facteur constant preés, de la densité conforme I'-invariante
pour la dimension d considérée (voir 'argument donné par Sullivan dans [Sul] p.
181).

Notons un corollaire immeédiat de ces trois théorémes. Partons d’un graphe
k-régulier G muni de sa métrique naturelle pour laquelle chaque aréte est de
longueur 1. On suppose k = 3. Prenons pour X le revétement universel de G et
pour I' le groupe de ce revétement. Pour tout xe X, soit h, la mesure de
Hausdorff de dimension log(k — 1) sur dX associée a la métrique visuelle sur 0X
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vu de x (voir la section 1). Les h,, normalisées par h,(0X) = 1, définissent une
densité conforme I'-invariante de dimension d = log(k — 1) pour laquelle ¢ = 1
et 4 = 0. La chaine P, (resp. P,) est alors la marche équilibrée sur X (resp. G):

achaque pas, la probabilité d’aller sur I'un des sommets voisins est e La mesure

¢ sur le flot géodésique de G associée a (h,) est 'analogue exact de la mesure de
Liouville. Dans ce cas, les théorémes A, B et C donnent:

COROLLAIRE D. Soient x et y deux points quelconques de X. Les trois énoncés
suivants sont équivalents:

(i) Le flot géodésique (2, ¢,,¢) est ergodique

(ii) La marche équilibrée sur G est récurrente

e 1
(iii) Zyerm = 0.

Si G est un graphe fini, alors la marche équilibrée sur G est récurrente. Comme
exemple de graphe infini, considérons, pour tout n > 2, le graphe G, dont les
sommets sont les points a coordonnées entiéres de R”, et ou deux sommets sont
reliés par une aréte si et seulement si leur distance euclidienne est égale a 1. Le
graphe G, est k-régulier avec k = 2n. Un théoréme bien connu dii a Polya affirme
que la marche équilibrée sur G, est récurrente si et seulement si n = 2 (cf. [Pol]).
Le flot géodésique associé a G, est donc ergodique si et seulement si n = 2.
Comme autre exemple, considérons le graphe infini représenté par la figure 1. On
a montré dans [CP], par une méthode directe, que le flot géodésique associé a ce
graphe est ergodique. Remarquons d’autre part que G, est le graphe de Cayley du
groupe Z", et que le graphe de la figure 1 est celui du groupe Z x (Z/2Z) (pour un
choix naturel de systéme de générateurs). Varopoulos a démontré plus générale-
ment que la marche aléatoire équilibrée sur le graphe de Cayley d’'un groupe
muni d’un systéme fini de générateurs est récurrente si et seulement si ce groupe
est ou bien fini ou bien une extension finie de Z ou de Z? (voir [Var1] et [Var2]).

Pour un rapport récent sur les marches aléatoires sur les geraphes, on renvoie
le lecteur a [Woe].

Figure 1.
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Le plan de larticle est le suivant:

La section 1 contient des notions de base sur le bord d’un arbre métrique: on
rappelle en particulier les notions de métrique visuelle, de dilatation locale au
bord, de densité conforme et de mesure associée sur I'espace du flot géodésique.

Dans la section 2, on démontre le théoréme A.

Dans la section 3, on considére l'ensemble S des sommets d’'un arbre
k-homogeéne X, avec k = 3. Soit I" un groupe d’isométries de X agissant propre-
ment, et 4 une densité conforme de dimension d sur X qui est [-invariante. On
definit une fonction ¢,: S — 0, oo[ qui est A-harmonique, et la chaine de Markov
associée P,. On montre sous 'hypothése d = 3log(k — 1) que le noyau de Green
de la chaine quotient P, est égal, & un facteur constant prés, a la somme, en
I’exposant s = d, de la série de Poincaré associée a I'action de I' sur X. On
démontre alors le théoréme B.

Dans la section 4, on suppose toujours d = $log(k — 1). Pour tout xS, la
chaine de Markov P, permet de définir une mesure sur X, appelée “mesure de
frappe”, obtenue en prenant, pour chaque sous-ensemble 4 = 0X, la mesure de
I'ensemble des chemins infinis issus de x et aboutissant en un point de 4. On
montre que cette mesure de frappe coincide avec la mesure u,.

Dans la section 5, on démontre le théoréme C.

§1. Densités conformes sur le bord d’un arbre.

Cette section contient des rappels. On renvoie le lecteur a [Coo] et [CP] pour
plus de détails.

Dans cet article, on notera |x — y| la distance entre deux points x et y d’un
espace métrique. Une mesure sur un espace topologique sera toujours de Radon,
positive et non identiquement nulle.

Soit X un arbre métrique complet et localement compact. On note 8X le bord
aPinfini de X, c’est-a-dire I'ensemble des bouts de X. On rappelle que la topologie
de X se prolonge de maniére naturelle en une topologie sur X U dX et que
X U 0X est un espace compact dans lesquel X est ouvert et dense. Pour tout
x € X, la métrique visuelle sur 0X vu de x est donnée par

(1.1) 1€ —nle=e"t & nedX,

ou Lest la longueur du trajet commun aux rayons géodésiques [x, [ et [x, n[. Les
métriques (| |,).x sont compatibles avec la topologie de X et sont deux a deux
Lipschitz-équivalentes.

Etant donnés trois points x, y,z € X, posons j(x, y,z) = *~#~1#7% On a

(1.2) j(x, y,2) = ex~pi=lp-yl

ou p est la projection du point z sur le segment géosésique [, y]. La fonction
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j ainsi définie sur X x X x X s'¢tend de maniére unique en une fonction
continue, notée encore j,sur X x X x (X u 0X). Pour tout x, ye X et £ €0X, on
a la formule

Jx,y,8) = elxrI=lr=l

ou p désigne ici le point ou les géodésiques [x, &[ et [x, y] se séparent.

Il est utile d’exprimer j(x, y, £) a 'aide d’une fonction de Busemann. On rappelle
que la fonction de Busemann associée a un rayon géodésique r: [0, o[ — X est la
fonction b,: X — R définie par

by(x) = lim (|r(t) — x| — ?).

=00

Si r(c0) = &, on montre que

(1.3) Jo, 3, §) = =8
pour tous les x, ye X. On en déduit en particulier
(1.4) Jx, y,8) j(y, 2, &) = j(x,2,&)

pour tous les x, y, ze X, £€0X. On montre aussi la formule de changement de
point de vue:

(1.5) & —nly = j(x,y,O)jCc, y,mIE —nl Vx, yeX, & nedX.

Pour x et y fixés, la fonction & +— j(x, y, £) est localement constante sur §X. On
déduit immédiatement de (1.5) que pour tout & e 0X, il existe un voisinage V de
¢ dans 0X tel que tous les points 7, #, € V vérifient

(1.6) my — n2ly = j0x, v, &) Iny — 12l

et 'on voit ainsi que la fonction j joue le réle d’une fonction “dilatation locale”.

Soit d un réel = 0. Une densité conforme de dimension d sur 0X est une famille
1 = (1y)rex de mesures sur 0X absolumeent continues les unes par rapport aux
autres et vérifiant pour tous les x, y€ X et pour tout ¢ € 0X,

(1.7) Lo (&) = o, 0.
s

On notera que les formules (1.4) et (1.7) montrent que, pour xo€ X et d fixés,
l'application p — p, met en bijection I'ensemble des densités conformes de
dimension d sur 0X et 'ensemble des mesures sur 0.X.

Soit maintenant I" un groupe d’isométries de X. On dit que la densité conforme
U = (uy) est I'-invariante si elle vérifie u,,(yA) = p(A) pour tout x € X, pour tout
y€eT et pour tout borélien A = X, autrementditsionay,u, = p, VxeX,yer,
ou y, u, désigne la mesure image de p, par y. On notera que si 'on se donne un
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point xo € X et une mesure o sur 0X, et si u = (u,) est 'unique densité conforme

de dimension d telle que p,, = o, alors pest I-invariante si et seulement si, pour

tout yeI', la mesure y, uo est absolument continue par rapport a u, et vérifie
d)’*llo

T(g) = jd(x07 YXo, é)
Ho

A toute densité conforme de dimension d, on associe une mesure A sur I’espace
X = {(&,medX x 0X|& +n)
en posant

M X s
& — 5|2

A Taide des formules (1.5) et (1.7), on montre que la mesure A ne dépend pas du
point de vue x, et qu’elle est I'-invariante si la densité u est I'-invariante.

A partir de la mesure A, on peut définir une mesure sur I'espace GX des
géodésiques g: R — X et sur I'espace quotient @ = GX/I' quand X est muni d’un
groupe d’isométries I" agissant de maniére propre. (Rappelons que le fait que
I'action soit propre veut dire que pour tout compact K < X, I'ensemble {y eI’ tel
que YK N K # 0} est fini.) Soit nm: GX — 8>X Iapplication qui associe a tout
g€ GX le couple (g(— o0), g(o0)) de ses points a I'infini. Cette application est une
fibration triviale. Fixons un point base x, de X et pour tout point ge GX, soit s le
réel tel que g(—s) est la projection de x, sur I'image de g. L’application
H: GX - 8*X x R définie par g — (g(— 0), g(o0), s) est une trivialisation de =, et
I'image par H du flot géodésique ¢, est le flot ¥, donné par la formule

!//l(éla 5258) = (éla 62,5 + t)

pour tout (£,,&,)e 02X et seR.

Etant donnée la mesure A définie en (1.8), si £ est la mesure de Lebesgue sur R,
alors la mesure produit A x ¢, définie sur 0°X x R, est invariante par le flot i/,.
Sonimage par I'application H ~ ! définit une mesure sur GX qui est invariante par
Paction du flot géodésique et par I', et qui ne dépend pas de x,. Cette mesure
définit de fagon naturelle une mesure quotient, notée m, sur I'espace Q = GX/I,
qui est invariante par le flot géodésique. Pour plus de détails, on renvoie a [CP].
La proposition suivante est une conséquence directe des définitions:

(1.8) A

PROPOSITION 1.1. Le flot géodésique (2, p,, m) est ergodique si et seulement si
Paction de T sur (0*X, A) est ergodique.

C’est sous cette derniére forme (ergodicité de 'action sur (6°X, 4)) que I'on
montrera le théoréme C.
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§2. Démonstration du théoréme A.

Soit toujours X un arbre métrique complet et localement compact et soit I" un
groupe d’isométries de X agissant proprement sur cet espace. La série de Poin-
caré associée a cette action est définie par

Px,y) =Y e xyeX,s=0.
vel
L’inégalité triangulaire permet d’établir que, pour s fixé, la nature de cette série ne
dépend ni de x ni de y. L’exposant critique 6(I') de I', 0 < §(I') £ o, est tel que
2(x, y) diverge pour s < &(I') et converge pour s > §(I').

Soit ¢ un point de dX. Considérons un point x de X et un rayon géodésique
r: [0, o[ — X tel que r(oo) = £ On rappelle que le point & est un point limite
conique de I'action de I' s’il existe une suite (y,) d’¢léments de I telle que la suite
(y.x) tend vers £ tout en restant a une distance bornée de r. On voit immédiate-
ment que cette condition ne dépend pas du choix de x ou de r.

11 est utile de décrire les points limites coniques de la maniére suivante. Pour
x,y€ X et pour tout réel h = 0, désignons par O(x, y, h) 'ensemble des points
£ e 0X tels que le rayon géodésique [ x, &[ passe & une distance < hde y. (On peut
remarquer que O(x, y, h) est une boule fermée de rayon r*~1* =¥ pour la métrique
visuelle | |,..) Fixons le point x. On a alors la

PROPOSITION 2.1. Le point & est un point limite conique de T si et seulement si il
existe un réel h = 0 et une infinité d’élémens y de I tels que £ € O(x, yx, h).

DEMONSTRATION. Cela résulte immédiatement des définitions et du fait que
I' agit de maniére propre sur X.

On notera A, I'ensemble des points limites coniques de I'.
Donnons-nous maintenant une densité conforme I'-invariante x4 de dimension
d.

THEOREME 2.2. Si la série de Poincaré P(x,y) converge pour s =d, alors
ux(Ac) =0.

DEMONSTRATION. Notons E, I'ensemble des points &€dX pour lesquels il
existe une infinité de y € I' tels que & € O(x, yx, h). D’aprés la version du lemme de
'ombre de Sullivan donné pour les arbres dans ([Coo], proposition 6.1) il existe
des réels hy = 0 et C = 1 tels que, pour tout h = h, et pour tout yel', on a:

1(O(x, yx, h)) < Ce?dhe I,

Par conséquent, si la série de Poincaré convege pour s = d, on a, pour tout
h = h,
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2 #x(0(x, yx, b)) < o0,

yel

et donc, d’aprés le lemme de Borel-Cantelli,

Ux(Ep) = 0.
Comme E, < Ey, pour h £ I, et comme A, = Uy oE, d’aprés la proposition
précédente, on obtient alors p,(4.) = 0.

Le théoréme précédent donne le théoréme A puisque 'ergodicité de (L2, ¢,, m)
équivant a u,(A,.) + 0 ([CP], théoréme 5.2).

REMARQUE. Ladémonstration que 'on vient de donner du théoréme A est une
adaptation d’arguments de Sullivan ([Sul], voir aussi [Nic], [Yue]).
§3. Chaine de Markov associée a4 une densité conforme sur le bord d’un arbre

homogéne; démonstration du théoréme B.

Considérons un arbre k-homogéne X avec k = 3 muni de sa métrique canonique
et soit S 'ensemble des sommets de X. Deux sommets x et y sont dits voisins si
|x — y| = 1, c’est-a-dire si x et y sont reliés par une aréte.

si

x| —

La chaine équilibrée sur S est la chaine de Markov P définie par P(x, y) =

les sommets x et y sont voisins et P(x, y) = 0 sinon.
Rappelons que pour tout A < 1, le A-noyau de Green associé a la chaine de
Markov P est 'application G;: S x S — [0, co] défini par

e}

Gilx,y)= 3 (1 =H7"'P(x,y),

n=0

ou P" est le produit matriciel de P avec lui-méme n fois.

Posons
do=1~— 2___\’,(_1‘

k
Le résultat suivant est di a Kesten (voir [Kes]).

PROPOSITION 3.1. Pour tout 2 < g, on a G,(x,y) = ap™* ™\, ot a et p sont les
deux constantes strictement positives suivantes: B est la plus petite racine de
Péquation

k—1 !
(3.1.1) Tﬂl - —A)ﬁ+r=0,
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et
3 1
T 1-i-p

Pour Ay < A < 1, la chaine de Markov P est J-récurrente (c’est-a-dire, pour tout
X,y €S, G(x,y) = ).

o

Soit 4 = (u,)xex une densité conforme de dimension d sur 6X. On définit la
fonction ¢,: S - R par

$u(x) = u(0X) VxeS.

Remarquons tout de suite que I'on a ¢,(x) > 0 pour tout x€ S, et que

(3 12) ¢u(x) = J‘[)x jd(x0¢ X, 5)d)uxo(€)’ va eX.

LEMME 3.2. Pour tout d = 0 et pour tout xo€ X et £€0X fixés, la restriction
a S de la fonction x — j4(xq, x, &) est A-harmonique, avec

1 _
= (l—e™k—1- &),

DEMONSTRATION. Pour calculer la valeur de cette fonction en un point x €S,
on utilisera la formule j(x,, x, £) = € ~b® donnée en (1.3), ou b, est la fonction
de Busemann associée au rayon géodésique r: [0, co[ — X vérifiant r(0) = x et
r(oo) = & On a ainsi b,(x) = 0. Les k points voisins de x sont: le point r(1), pour
lequel on a b,(r(1)) = — 1, et k — 1 autres points, o la fonction b, prend la valeur
+1. On a donc:

1 k-1 _
de(xo’ X, é) — _k_ed(br(xo)"' 1) + T_ed(br(xu) 1)

1 k—1
= ;e"j"(xo,x, O+— e~ %%(xo, x, &),

ce qui implique

Ajd(xo, X, é) = jd(XO, x’ é) - de(x09 X, 6)
= (= ek = 1 — xo, 1,0
Par linéarité, on déduit du lemme 3.2 et de la formule (3.1.2) la

1 -
PROPOSITION 3.3. ¢, est A-harmonique avec /. = I(l —e Yk —-1—¢.
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Soit I' un groupe d’isométries de X agissant proprement sur cet espace, et
supposons que la densité conforme y est I'-invariante.
PROPOSITION 3.4. La fonction ¢, est I'-invariante.

DEMONSTRATION. Soit I" un élément de I'. On a, en utilisant 'invariance de la
densité p:
Du(7x) = 1,x(0X) = pyx(y0X) = 1 (0X) = P, (x).
Posons, pour x et y dans S,

1 $u¥)
$.(x)

La A-harmonicité de ¢, (proposition 3.3) montre que P, est une chaine de
Markov sur S et I'on vérifie par récurrence que I'on a, pour tout n = 0,

20)
$(x)

La I'-invariance de ¢, montre que la chaine de Markov P, est [-invariante.
Elle induit sur I'ensemble § = S/I" une chaine quotient P, définie par

P(Ix,Ty)= Y. Pux,Y).

y'ely

P x,y)=(1—-4)" P(x, y).

(34.1) Pix,y)=(1-4)"" P(x, y).

Soit G, le noyau Green de P,, c’est a dire I'application G,: S x S — [0, c0]
définie par

Gulx,y) = Z Pi(x, ).

La relation (3.4.1) donne:

(y)
B(x)

Pour tout x dans I, on notera X = I'x sa projection dans § = S/TI".
Le noyau de Green de P, est donné, pour tout X et y dans S, par

(3.4.2) Guley)=(1—2) Gi(x, ).

G,(%,7) = Z u(%, §).
PROPOSITION 3.5. Supposons d 2 $log(k — 1). On a, pour tout x, y€ S,

. ( —4) .
G (%)) = TN, bux )g”a(x, ¥),
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ou 2 4(x, y) est la série de Poincaré d’exposant d, o la constante de la proposition 3.1
et N, le cardinal du stabilisateur de y dans I".

DEMONSTRATION. On a:

(3.5.1) A= %(1 —e Nk — 1 — ).

D’ou
A<ig=1— 2———ka_l.

On est doncdans I’hypothése d’application de la premiére partie de la proposi-
tion 3.1. En notant, comme ci-dessus, G, le A-noyau de Green de la chaine P, on
peut écrire, pour tout x et y dans S:

G (%,9) =} Gux,y)

=2 v Gy (par(3.42)
¢u( ) y'ey
=(1-2 i:é ; yze:rocﬁ”‘_y" (proposition 3.1).

La formule (3.5.1) et ’hypothése d = $log(k — 1) montrent que b = e % est la
plus petite solution de I’équation

k=1, L
(3.5.2) P (=4 =0,

qui n’est autre que I'équation (3.1.1).
Onadonc B =e ¢ dou:

G, (%)) = ol — == 2.0) Y e dix=vl

¢u( )yep’
— (- ¢”(y) —d|x -yl
TR, G &
(1—4) ¢.»
= OC'—Ny—mgd(x, )

Le théoréme découle alors de la proposition 3.5, puisque la récurrence de la
chaine P, équivaut a G,(, j) = oo pour tout X%, j€S.



142 MICHEL COORNAERT ET ATHANASE PAPADOPOULOS

§4. La densité conforme comme mesure de frappe.

On garde les mémes notations que celles de la section précédente. Soit W+ = SV
(resp. W = S%)’ensemble des suites infinies (resp. bi-infinies) d’éléments de S. On
munit S de la topologie discréte, et W* (resp. W) de la topologie produit. Le
décalage a droite sur W est 'homéomorphisme o: W — W défini par o(w) = w
avec w'(n) = w(n — 1) pour tout ne Z. Pour ne N (resp. neZ), on note X," (resp.
X,) la projection sur le n-iéme facteur de W (resp. W).

La tribu des boréliens de W™ est engendrée par les cylindres, Cest a dire les
ensembles de la forme

(Xg =x0,X{ = X500, X,F = x,) = {we W |W(0) = x0,W(1) = xy,...,w(N) = X, },
ol (xg,X1,...,%,)€S"*!, neN. On pose pour un tel cylindre
V(XO+ = Xo, X1+ = Xg5-. '>Xn+ = X") = d)u(x())Pu(anxl)Pu(x19x2)' .. Pu(xn—-laxn)
= (1 - i)_"P(xo’ xl)P(xla x2) cee P(X,,_ 1> xn)¢u(xn)~

Le théoréme d’extension de Kolmogorov permet de montrer que v s’étend de
maniére unique en une mesure (notée aussi v) sur W+,
La tribu des boré¢liens de W est engendrée par les cylindres de la forme

(Xi=x0, Xit1 =Xy, Xitn = Xp)
={weW|w(i) = xo,w(i + 1) = xy,...,w(i + n) = x,,},
ou (xg,Xy,...,X,)€E"*! neN, ieZ. On pose pour un tel cylindre
O(X; = X0, Xiv1 = Xpse s Xitn = X5) = O2(x0)Py(X0, X1)Py(X1,X2) . .. Pu(Xp— 1, X,)
= (1 = A)7"P(xo, X1)P(x1, X2) ... P(Xp - 1, X0)$u(X0)Pu(Xn)-

Toujours d’aprés le théoréme d’extension de Kolmogorov, et en utilisant cette
fois-ci le fait que ¢}P, =2 (cest a dire que 'on a pour tout xeS§,
Zy ®2(¥)P,(y, x) = ¢2(x)) dans la vérification des conditions de compatibilité, 6 se
prolonge de maniére unique en une mesure (notée aussi 6) sur W. Il est clair que
0 est invariante par le décalage o.

Pour xe€S, soit W, « W* le cylindre défini par (X; =x) et W, W le
cylindre défini par (X, = x). On définit les mesures v, sur W™ et 0, sur W par

vx(A4) = V(A n W) pour tout borélien 4 =« W+
et
0,(A) = 6(A n W,) pour tout borélien A = W,

On a donc, en particulier, v (W™) = v (W,") = ¢,(x) et 0,(W) = 0,(W,) =
i (x).
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Identifions W, 4 W,* x W,* a l'aide de ’homéomorphisme W, — Wt x W.*
qui & we W, associe (w™,w™) avec w™(n) = w(—n) et w*(n) = w(n) pour tout
neN.

ProrosiTION 4.1. Ona 6, =v, X v,.

DEMONSTRATION. 11 suffit de vérifier que 6, et v, x v, coincident sur les
cylindres de la forme (X, = x,,...,Xo =Xg,..., X =Xp) O nS0=<m et
xg = x. Cette vérification est immeédiate a partir de la relation
PAX)P,(x,y) = ¢p2(¥)P.(y, x), valable pour tout x et y dans S.

On donne maintenant des formules simples pour les mesures v et 6 des
cylindres dans les espaces de suites W™ et W.
On dira qu’une suite (finie ou infinie) d’¢1éments de S est connexe si deux
¢éléments consécutifs de la suite sont toujours voisins dans 'arbre.

PROPOSITION 4.2. Onav(X{ = xo, X; = Xy,..., X, = x,) % 0si et seulement
si la suite xq, X4, .., X, est connexe, et dans ce cas on a:

1-A"
V(XO+ = xO’X1+ = xlv"')Xn+ = xn) = (—k;—)—_¢u(xn)'

De méme on a O(X; = xo, Xi41 = X15-+.» Xin = Xp) ¥ 0 si et seulement si la suite
Xo, X1, .+, X, €St cOnnexe, et dans ce cas on a:
(=24

X =x0, Xiv1 = X150 0s Xign = Xp) = ——7€n__¢u(x0)¢u(xn)'

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate des définitions.

COROLLAIRE 4.3. Le sous-ensemble N* < W™ (resp. N = W) formé des suites
w qui ne sont pas connexes est un borélien de v-mesure nulle (resp. de 6-mesure
nulle).

DEMONSTRATION. L’ensemble N * est la réunion dénombrable des cylindres
(XJ = X0, X1+ = xl,...,X: = x"),

ol (xg, Xy, . . ., X,) décrit ’ensemble des suites finies non connexes de sommets de
X. L’énoncé relatif a N se démontre de maniére analogue.

Soient maintenant x et y deux sommets quelconques de X. Etant donneés une
suite finie u = (xq, X1,. .., X,) de sommets de X allant de xo = x 4 x, = y et une
suite ve W,*, on notera uv la suite we W.* définie par w(i) = x; pour0 S i S net
w(i) = v(i — n)pouri 2 n.Onale

COROLLAIRE 4.4. Soit F Pensemble des suites connexes finies de sommets de
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X allant de x ay. Soient A = W,* et B = W,* deux ensembles boréliens de suites
connexes tels que I'application de concaténation (u, v) — uv définisse une bijection
de F x B sur A. Alors on av.(A) = (1 — 2)G;(x, y)v,(B).

DEMONSTRATION. Pour u = (xg, X1,.. ., X,) € F, notons A, ’ensemble des suites
we A de la forme w = uv, ve B. La proposition 4.2 donne immédiatement

vx(Au) = (1 - A‘)_nP(XO’xl)P(xlaXZ)'"P(xn—l’xn)vy(B)-

La formule annoncée s’obtient alors en remarquant que les A,, u € F, forment une
partition de 4.

Si une suite we W* converge vers un point ¢ €9X, on pose X 5 (w) = £. Etant
donné 4 = 8X, on note (X} € A) 'ensemble des suites we W* qui convergent
vers un point de A.

On a maintenant le

THEOREME 4.5. Supposons d = 3log(k — 1). Soit x un sommet de larbre X.
Alors, v.-presque tout we W* converge vers un point de 0X. De plus, la mesure y,
est limage de v, par X7 . Autrement dit, pour tout borélien A = dX, 'ensemble
(X2 € A) est un borélien de W™ et l'on a

45.1) vi(X e A) = u(A).

La démonstration du théoréme 4.5, que 'on a découpée en une suite de
lemmes, s’inspire de la démonstration du théoréme 3.1 de [Car].

LEMME 4.6. On a

«d _ Gl(yf Z)
Feoyz) = Gix,2)

pour tous les x,y,z€8S.

DEMONSTRATION. La condition d > $log(k — 1) implique, comme dans la
démonstration de la proposition 3.5, que I'on a G,(x, y) = af* * avec a > 0 et
- . Gay,2) _ ap”™?

—_ d da A —
pmetdot G e ~ up

On fixe a partir de maintenant le sommet x. Pour tout entier n 2 0, on note S(n)
(resp. B(n)) 'ensemble des sommets de X a distance n (resp. <n) de x.

Le support d’une fonction f: S — R est 'ensemble des x € S tels que f(x) # 0. Si
la fonction f est de support fini, il est clair que la fonction G, f est bien définie.

= pPzl=ix=zl o pdlx=zl=ly=zD — jd(y y 7).

LeMME 4.7. Soient fy, f,: S — R. On suppose que les supports de f; et f, sont
contenus dans B(n) et que pour tout y € B(n),ona G, f1(y) = G, f>(y). Alorsf, = f,.
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DEMONSTRATION. Considérons un sommet y’ qui n’appartient pas a B(n). Soit
z le point de S(n) situé sur le segment géodésique [x, y'].

Pour tout ye B(n),ona |y’ — y| = |y’ — z| + |z — y| et donc, d’aprés la proposi-
tion 3.1, G,(y,y) = B*771G,(z, y).

On a d’autre part

G i)=Y G nf i)

yeB(n)

=YY Gz y)fil)

yeB(n)
= 716G f1(2)
= B*71G, fo(2)
= G.1200).

Il en résulte que les fonctions G, f; et G,f, coincident sur S tout entier. On en
déduit f; = f, en utilisant I'indentité I + PG, = (1 — 1)G, valable pour le noyau
de Green G,, ce qui démontre le lemme 4.7.

Pour tout sommet z, notons O(z) 'ensemble des points £ de 0X tels que le rayon
géodésique [x, &[ passe par z (concrétement, O(z) est 'ombre que z fait sur 0X
quand la source lumineuse est en x).

LEMME 4.8. Soit n un entier = 0. Soit f; la fonction sur S définie par

fil) = /%(L)) si zeS(n)

=0 sizeS\S(n).
Alors, on a
¢u(y) = G.fi(y) pour tout ye B(n).

DEMONSTRATION. On a:

u(y) = p,(0X) = J ey, 8)dud) = Y j Jx, y, &) dp(£),
ox 0(z)

zeS(n)

car les O(z), ze S(n), forment une partition de 0X.
Or, si y est un point de B(n), on voit quejj(x, y, &) = j(x, y, z) pour tous les z € S(n),
£€0(z). Par conséquent, pour tout y€ B(n), on a
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.00 =Y. j4x,,2)u(0(2)

zeS(n)

- Z _Gi(_y_,zl Ux(0(z)) d’apres le lemme 4.6

zeS(n) Gi(x,2)
= G f1(y),
ce qui démontre le lemme 4.8.

LEMME 4.9. Pour tout borélien A c 60X, lensemble (X} € A) est un borélien de
w*.

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que I'ensemble (X €0X), formé des
suites we W qui convergent vers un point de 6X, est un borélien de W*. On va
utiliser pour cela la caractérisation de la convergence vers un point du bord en
termes de produit de Gromov. Rappelons que le produit de Gromov (relativement
a x) de deux points x; et x, de X est le reel (x,,x,) défini par
(1, x2) = 3(Ix — x4] + |x — x2] — |x; — x3|), et que la suite we W™* converge
vers un point du bord si et seulement si lim; ;. ,, (W(i), w(j)) = c0. Comme les
projections X;":w > w(i) de W™ sur S sont continues, on en déduit que
(X €0X) est un borélien de W+,

Montrons maintenant que (X} € 4) est un borélien de W* pour tout borélien
A c 0X. 1l suffit pour cela de le montrer pour A = 0(z), z€ S, car les O(z)
engendrent la tribu des boréliens de X. Or,

(XeO@)=(XledX)n {we W tel que lim (z, w(i)) = |x — zl},

ce qui montre que (X € O(z)) est un borélien de W*.
LEMME 4.10. v,-presque tout we W converge vers un point du bord.

DEMONSTRATION. D’aprés le corollaire 4.3, il suffit de montrer que I'ensemble
E = W' formé des chemins connexes issus de x qui ne convergent pas vers un
point du bord est de v,-mesure nulle. Or, étant donné w € E, il existe un sommet
yde X tel que w passe une infinité de fois par y. En effet, dans le cas contraire, on
pourrait, par compacité de S U 0X, extraire deux suites w, et w, de w convergeant
respectivement vers £;,&, €0X avec &, & &,. Mais alors, le chemin w devrait
passer une infinité de fois par tout sommet situé sur la géodésique 1¢,, &,[, ce qui
aboutirait a une contradiction.

D’aprés la proposition 4.2, on a

(X, = y) = (1 = H)7"P(x, y)$.(),

et donc
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Y V(X =p) = (1 = HG(x, Y)u(y) < 0.
nz0

Par conséquent, 'ensemble des chemins qui passent une infinité de fois par
y est de v,-mesure nulle (lemme de Borel-Cantelli). L’ensemble des sommets de
X étant dénombrable, on en déduit v, (E) = 0.

LEMME 4.11. Soit n un entier = 0 et soit f, la fonction sur S définie par

XeO
o) =523 izesin
=0 sizeS\S(n).
Alors, on a

®,(y) = G,f2(y) pour tout y e B(n).

DEMONSTRATION. Soit y un point de B(n) et z un point de S(n). Notons N,
I'ensemble des suites connexes we W* qui convergent vers un point de O(z) et
telles que w(0) = z et w(i) # z pour tout i 2 1. Toute suite connexe w'e W,* qui
converge vers un point de O(z) passe un nombre fini non nul de fois par z. Une
suite sonnexe w' € W,* appartient donc a (X € O(z)) si et seulement s’il existe un
entier n = 0 et we N, tels que w'(n + i) = w(i) pour tout i = 0. De plus, net w sont
alors déterminés de maniére unique par w'. On a donc., d’aprés le corollaire 4.4,

(4.11.1) V(X5 €0(2) = (1 = AG1(y, 2)v:(N,).
En particulier:
4.11.2) V(XL €0(z)) = (1 — A)G(x, 2)v,(N,).
La masse totale de v, est
$u(y) = v;(W™)
=v(X ) e€dX) daprésle lemme 4.10,
= Y w(X3e0()

zeS(n)

Y (1 — AG,(y,2)v.(N;) (daprés 4.11.1)

zeS(n)

_ Gy, 2) v(X} €0(z)) (daprés4.11.2)
zeS(n) G"(x’ Z)

= G./2(0),

ce qui démontre le lemme 4.11. ‘
DEMONSTRATION DU THEOREME 4.5. On a vu dans le lemme 4.9 que I'ensemble
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(X} € A) est un borélien de W*. Il nous reste donc seulement a établir que
u(A) = v(X} € A). U suffit de le démontrer pour 4 = O(2), z € S. Soit n un entier
2 0 quelconque. Considérons les fonctions f; et f, définies respectivement dans
leslemmes 4.8 et 4.11. Les fonctions f] et f, vérifient les hypothéses du lemme 4.7.
On a donc, pour tout z€ S(n), f1(z) = f»(z), ce qui donne p1,(0(2)) = v.(X ) € 0(2)).

§5. Démonstration du théoréme C.

On se donne toujours un arbre k-homogeéne X avec k = 3, dont I'ensemble des
sommets est noté S, un groupe I" d’isométries de X agissant proprement sur X et
une densité conforme I-invariante y de dimension d sur 0X. A la fin de cette
section (dans la démonstration de la proposition 5.4), on se placera dans
I’hypothése ou X est le revétement universel d’un graphe k-régulier et ou I" est le
groupe des automorphismes de ce revétement.

On continue a utiliser les notations de la section précédente. Si 4 est un
sous-ensemble de X x 0X, on note (X- ., X,)€ A) 'ensemble des éléments
we W tels que la suite (w(— n), w(n)) tende vers un point de 4.

PROPOSITION 5.1. On suppose d = 4log(k — 1). Soit A un borélien de 0*X.
Alors,l'ensemble A' = (X _ ., X,,) € A) est un boréliende W et Pon a 6(A") = A(A).

DEMONSTRATION. Rappelons I'écriture W = | ;s W, ou, pour tout xe S, W,
est le cylindre (X, =x). Rappelons aussi que I’homéomorphisme
W, - W x W.* défini dans la section 4 envoie la mesure 6, sur la mesure
v, X v, (proposition 4.1).

Posons 4, = W, n A". On a alors A’ = | )esA}, €t pour voir que A’ est un
borélien, il suffit de montrer que chacun des ensembles A’ est un borélien. De
plus, il suffit de considérer le cas ou A est un rectangle A_ x A.. On écrit alors
A, =Wen(Xted ) x (X! eA,)), et le théoréme 4.5 implique que A, est un
borélien.

Pour montrer que 6(4') = A(4), on peut se restreindre a une classe de
sous-ensembles 4 formant une base de voisinages dans 92X; on va donc supposer
que A est de la forme A_ x A, < 3°X et qu’il vérifie de plus la propriété
suivante: toutes les géodésiques g(t) dans 'arbre telles que g(—oo)eA_ et
g(o0) e A, passent par un sommet commun x € S. (En effet, un voisinage quelcon-
que de tout point de #>X contient un voisinage A de cette forme.)

On a 6(A’) = 6(A,). La proposition 4.1 et le théoréme 4.5 donnent

0(A;) = 0(A) = vu(Xg €A Pu(X g €AL) = pelA - Ipe(A ).

D’autre part, d’apreés le choix de A _ et A ., la distance visuelle |¢ — 7|, est égale
a 1, pour tout (€ 4_ et neA,. La formule (1.8) de la section 1 donne alors
0(A4%) 2 A(A), dou 6(A') = A(A).
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LEMME 5.2. Pour 0-presque tout we W, la suite (w(—n), w(n)) a une limite dans
0X x 0X quand n tend vers linfini.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate de la proposition 4.1 et
du théoreéme 4.5.

On peut maintenant démontrer le

THEOREME 5.3. On suppose toujours d = +log(k — 1). Si Paction conjointe de
I et de Z sur (W, 0) est ergodique, alors laction de I sur 0*X est ergodique.

DEMONSTRATION. Soit A = 02X un borélien I'-invariant. Le sous-ensemble
A=((X_,,X,)ed) =W

est alors I'-invariant et Z-invariant. De plus, A’ est un borélien de W d’aprés la
proposition 5.1. Si I’on suppose que P'action conjointe de I' et de Z sur W est
ergodique, on a alors ou bien 6(A4’) = 0 ou bien §(W\A') = 0.

Dans le premier cas, on a, par la proposition 5.1,

A(4) £6(4) =0.
Dans le second cas, on a, par le lemme 5.2,
OW\A) = (X - o, X )E(@X x 0X\A)) = 0.
D’autre part, on a
(X_ 0, X)E(@*X\A)) = (X -, X)) €(0X x 0X\A).
La proposition 5.1 donne alors:
A*X\A) £ 0(X - 0, X ) €(02X\A)) = 0.

Ainsi, dans tous les cas on a ou bien A(4) = 0 ou bien A(0*°X\A) = 0, ce qui
démontre le théoréme 5.3.

On peut maintenant démontrer le théoréme C. On se place donc dans le cas ou
X est le revétement universel d’'un graphe k-régulier G et ou I' est le groupe
d’automorphismes de ce revétement.

Considérons la chaine quotient P, définie sur § = S/I'. La fonction b, se
projette en une fonction ¢, sur S. On a, pour tout ¥ = I'x et y = 'y dans §, la
relation ¢2(X)P, (%, 5) = ¢2(HP, (7 %). (On utilise ici le fait que les stabilisateurs
pa I de x et de y sont triviaux.)

On définit une mesure v (resp. ) sur 'espace W™ (resp. W) dessuites infinies
(resp. bi-infinies) d’éléments de S, de maniére analogue a la mesure v sur W+
(resp. 0 sur W) construite au début de la section 4.
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Supposons que la chaine P, soit récurrente. Par un résultat classique sur les
chaines de Markov (cf. [Rev], p. 139), on sait que cela implique que l’action
naturelle de Z sur Iespace mesuré (W,0) est ergodique. Pour compléter la
démonstration du théoréme C, il reste donc, vu le résultat du théoréme 5.3,
a montrer la

PROPOSITION 5.4. Silaction de Z sur (W, ) est ergodique, alors laction conjointe
de Z et I sur (W, 0) est ergodique.

DEMONTRATION. Supposons que l'action de Z sur (W, §) soit ergodique. Con-
sidérons un borélien 4 = W qui est Z et I'-invariant et soit A = W sa projection
dans W. L’ensemble A4 est, comme A4, Z-invariant, et 'on a donc par hypothése, ou
bien #(A) = 0, ou bien H(W\A) = 0. ‘

Supposons f(A) = 0, et montrons que cela implique 8(A4) = 0.

Pour cela, posons, pour tout xe S, A, = A n W,. Il suffit alors de montrer que
0.(A;) = 0. (En effet, A est la réunion dénombrable des A4,.)

De la méme maniére, posons A; = 4 N Wz. On a alors, pour tout x, 0x(A43z) = 0.
Les hypothéses sur I'action de I impliquent que tout chemin connexe dans A se
reléve de maniére unique en un chemin connexe dans 4,. On a alors le

LEMME 5.5. Pour tout borélien A, = W, on a 0:(Az) = 0.(A,).
DEMONSTRATION. Ilsuffit de considérer le cas ou A, est un cylindre de la forme:
(g = (X,, = x,,,...,X_l = X_1, Xo = X0, Xl = xl,...,X,,, = Xm) [ Wx,

(avec xo = x).
A est donc le cylindre € défini par

(g=(xn =Y;9-"aX—l =X_:—1,X0 =5C—0$X1 =x_1‘7--~aXm =Y,:)C W

En utilisant la proposition 4.1, on a 6, = v, x v,. On montre de méme que
0z = v; x vz On a donc:

gx(%) = (1 X l)_mP(xo,xl)-- . P(xm—l’xm)¢n(xm)
X (1 = A'P(x0,X -1). .. P(Xn+ 1, Xa)by(xn),

et

048) = (1 — 1) "P(X5,%7) . ..P(Xm =1, %) Pa(Xom)
x (1 — A P(X0,X=7)... P(%31, T Bu(X2)-
Or, on a, pour tout n 2 0,

F(ﬂ,ﬁ)ls(ﬁ,fi)ﬁ(ﬁ:,x—n) = ZP(}’o,h)P()’u,Vz).--P(yn—u,vn),
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ou xo=x et ou la somme est prise sur les y; tels que y, = xo = X,
Vi =X1,..-»Vn = X,. Comme (x,....,X_y,Xq,X1,...,Xn) €st le seul chemin con-
nexe au-dessus du chemin (X,....X=1,%0,X7,...,X,,) vérifiant x, = x, tous les
termes dans la somme sont nuls sauf un, et on a

F(X—O’x_l)P(x_l’X_Z‘) . ‘Is(xn—lax_n) = P(x07x1)P(x1’x2)- . 'P(xn—l,xn)-
On en déduit la formule recherchée.

Supposons maintenant §(W\ 4) = 0. En utilisant de nouveau le fait que X est le
revétement universel du graphe simplicial X/I', on voit que tout chemin connexe
de W\ A se projette en un chemin connexe de W\ 4. On en déduit (W \A) = 0
comme précédemment. Cela démontre la proposition 5.4 et achéve la démonstra-
tion du théoréme C.

NoTe. Le referee de cet article nous signale que le théoréme C peut se déduire
de I'article de Kaimanovich [Kai] de la fagon suivante: Sous les hypothéses du
théoréme C, la mesure y, coincide avec la mesure qui représente la fonction ¢,
dans I'espace des fonctions A-harmonique extrémales pour I'opérateur P. Ainsi,
Uy est la mesure qui représente la fonction constante dans I'espace des fonctions
harmoniques extrémales de 'opérateur P,. En d’autres termes (0.X, u,)est le bord
de Poisson de P,. Par le théoréme 1.3 de [Kai], le groupe I' agit ergodiquement
sur (0X x 0X, u, X ), ce qui implique 'ergodicité du flot géodésique.
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