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COHOMOLOGY CYCLIQUE DES
PRODUCTS CROISES TORDUS

ERLEND DAHL

Abstract.

Nous calculons la cohomologie cyclique des produits croisés tordus du type C°(V,I') ot V est une
variété de classe C*, I" un groupe discret agissant proprement et librement sur V tel que le quotient
VIT soit compact et o un 2-cocycle sur I'.

Introduction.

Soient V une variété C* et I' un groupe discret dénombrable agissant propre-
ment et librement a droite sur ¥, tel que V/I" soit compact. L’exemple fondamen-
tal de cette situation est le suivant: soient G un groupe de Lie semi-simple, K < G
un sous-groupe compact maximal et I' € G un sous-groupe discret dénombrable
cocompact sans torsion. Alors I' agit librement et proprement sur 'espace
symeétrique V = K\G et V/I" est compact.

Soient C(V) I'algebre des fonctions C* a support compact sur V; I'action de
I sur V induit de fagon naturelle une action de I' sur l'algébre C*(V), a savoir
(s f)(x) = f(xs)VseT,xeV.Considérons alors I'algébre produit croisé de C°*(V)
pour I' (notée C®(V,I"), c'est-a-dire, I'algébre des sommes formelles finies
Y ser fi[s] o0 f,e C2(V) VseI', munie de la régle de produit suivante:

(Z ﬁ[s]) (Z} gt[t]) = Z fs(s-g.)[st]

sel s,tel

Ceci est une algébre non commutative, et on peut se poser le probléme de calculer
les invariants de la géométrie non commutative (cohomologie cyclique, K-the-
orie) dans ce cas. Or, d’aprés un théoréme de P. Green, nous savons qu’il y a une
équivalence de Morita entre C*(V, I') et 'algébre C*(V/I') (essentiellement dG au
fait que P'action de I' sur V soit propre), ce qui veut dire que nous sommes
confrontés a I'algébre (commutative) des fonctions C* sur une variété, cas qui
a déja été traité dans [3].
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Supposons que 'on se donne, en plus de V et I' comme ci-dessus, un 2-cocycle
a sur I', c’est-a-dire, une application a:I" x I' > T telle que afs, t)a(st,u) =
oft, wods, tu) Vs, t,uel’. Soit CP(V,I') l'algébre des sommes formelles finies
Y ser f:[5], muni de la régle de produit suivante

(Z JQ[S]) (Z g:[t]) = Y, s, 0fs- g)lst]

sel’ tel s,tel

Dans ce cas, il n’y a plus d’équivalence de Morita entre C2(V, I') et C*(V/I'). Nous
nous proposons, dans ce travail, de calculer la cohomologie cyclique de 'algébre
C>(V, I). La stratégie consiste a utiliser un théoréme de structure, valable pour les
produits croisés tordus C*-algébriques C¥(X, I') ou X est un espace localement
compact, I' un groupe localement compact séparable agissant proprement sur
X tel que X — X/T soit un I'-fibré principal (cette derniére condition est triviale-
ment satisfaite dans le cas ou X est une variéré C® et I est discret):. L.e théoréme
réalise C¥(X, I') comme un champ continu de C*-algébres ¢lémentaires sur X/T,
dont la torsion est mesurée par I'invariant de Dixmier-Douady dans H3(X/T'; Z);
invariant que I'on peut calculer explicitement.

A P'aide de ce théoréme, nous démontrerons que la cohomologie cyclique de
Palgebre CP(V,I) est la méme que celle de C°(V/T'), méme dans le cas ou
l'invariant de Dixmier-Douady est non nul.

Je tiens a remercier Alain Connes qui m’a proposé le probléme traité ici et pour
lequel il m’a fait bénéficier de ses remarques bréves mais trés pertinantes. Mes
remerciments vont aussi & Paula B. Cohen et a Benjamin Enriquez avec quij’ai eu
des discussions utiles, a Ola Bratteli qui m’a fait des remarques sur une version
antérieure de ce travail et au Conseil Norvégien pour la Recherche Scientifique
(NAVF) pour son soutien financier.

Cohomologie cyclique desproduits croisés tordus.

Nous allons nous intéresser au cas ou V est une variété C* et I" un groupe discret
dénombrable agissant proprement et librement sur V tel que V/I soit compact.
Soit & un 2-cocycle sur I', c’est-a-dire une application o: I' x I' T telle que
alst, wos, t) = ofs, tu)a(t, u).

Soit C2(¥, I') l'algébre des sommes formelles finies Y .- f;[s], ou les f, sont des
fonctions C* a support compact avec la régle de produit et I'innvolution données
par

(Z f:[ﬂ) (Z g:[ﬂ) = X als,0f(s-g)lst]

sel tel s,tel

(ZL[S])* = Y a5 oo [s]

sel’ sel
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On vérifie aisément que CP(V, ') s’identifie 2 une sous-algébre du produit
croisé C*- algébrique C¥(¥,I') (la somme formelle Y . f;[s] correspondant 4 la
fonction f: I' - CZ2(V) telle que f(s, x) = fy(x)).

Or, d’aprés un résultat de Raeburn et Williams (voir [9]), nous pouvons écrire
le produit croisé C*(V, I') comme un champ continu de C*-algébres sur I'espace
X/I'. Linvariant de Dixmier-Douady de ce champ est égal a I'image de la classe
de a par l'application de Bockstein H3(I',T) » H3(I",2) = H¥X/I',2) (X/T’
s’identifiant a I'espace classifiant de I'). Ici, H* dénote la cohomologie de groupe
de I' et H* la cohomologie de Cech.

Nous pouvons ainsi identifier C2(V,I'} a une sous-algébre de I'algébre des
champs de vecteurs du champ continu de C*-algebres; notons .&/(U) les sections
de ce champ ¢ (a support contenu dans 'ouvert U) provenant des éléments de
Co,rI).

En utilisant le fait que I" agit proprement, on voit que I'opérateur qui corre-
spond a un élément de CX(V, I') est de rang fini. L’algébre o/(U) s'identifie alors
a l’algeébre des sections C® a support compact contenu dans U et a rang fini. On
a alors une application Tr: CX(V,I') - C*(V/T) induit par la trace usuelle.

Quelques rappels sur la cohomologie cyclique. Soit A une algebre topologique
unifere. Pour n = 0, soit C"(A4, A*) ’espace des (n + 1)-formes linéaires continues
sur A. Pour ¢ e C"(4, A*), posons, pour tous a°,...,a"€ A

n

(b)a®,....a" = Y (= 1)¢@’...,add*",...,a"
i=0
+ (=1 p(a"a’, al,...,a" ")
(Bop)a®, al,...,a" Y = ¢(,a°...,a" — (= 1)"*1¢(a®...,a" ", 1)

(Ad)a’,....a") = ) eng(@?,..., a"™)
ye&
B¢ = ABo¢
Ici, = désigne le groupe de permutations cycliquesde {0, . . ., n} et &(y) la signature
de la permutation y € £. On verifie, en calculant, que b> = B> = Bb + bB =0.La
cohomologie du complexe (C*(A4, A*), b) s’appelle la cohomologie de Hochschild
(topologique) de A; elle sera notée HH*(A).
Définissons un double complexe (C*'*,d) par

Chm = C"™A, A%) Ymyn 2 0
dip=(n—m+ l)bgpeC 1"

1
= Cn.m+l
d,¢ P—— Boe
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et munissons C* * de la differentielle totale d = d, + d,. Le n-ieme groupe de
cohomologie cyclique est donné par

HC"(4) = H'(C)

ou H* désigne la cohomologie totale. Soit C™™ = C""™(4, A*) Ym,neZ. La
cohomologie cyclique périodique HC},,(4) est donnée par

HC: (4) = HYC) pour n pair

per

HC%(4) = H(C) pour n impair

per
(Cf. [4, Theorem 40]).
Rappelons ensuite que si A est une algébre (unifére ou non), on définit I’algébre
graduée différentielle universelle Q*(A) de la maniére suivante:

Q"(A)=Z®®A Yn=0
1
d: (A) - Q" (A)
d@® +2°H®a'® ®aN=I1Ra" - ®a

Ici, A = {a + AI|1€C,ae A}. Pour tout n, Q"(A4) est muni d’une structure de
A-module a droite donnée par

@RdR® ®aYa= Y (-1)ad® - Qdd*"'®  -®a VdaedVaecAd

j=0

Cette action s’étend naturellement a une action de A. Le produit Qi(4) — Q' 9(4)
est défini par

Wby ®  ®b)= () @b @ @Y YweQ(A)
Alors (Q(A), d) est une algebre graduee differentielle et on a I'égalité
dda'da’ - da" =’ ® - ® a"

Soit (©',d’) une autre algébre graduée differentielle. Tout homomorphisme
A——»(Q’)0 s’é¢tend a un homomorphisme d’algébres dlfferentlelles graduées

(@A), ) (@, d). )
Une forme (n + 1)-linéaire sur A donne naissance a une forme linéaire ¢ sur
Q"(A), ou

Ma’dat - da") = ¢p(a®,...,a"
On voit que ¢ est un cocycle de Hochschild si et seulement si
Plabw) = $(bwa) Va, be A, we QY(4)

En effet, on calcule aisément
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b¢(a0dal_,,dan+1) — (___ 1)"q§(a°da’ _,_danan+l) + (*1)”+'<ﬁ(a"“a°da' ~--da")

Localisation en cohomologie cyclique. Nous allons exploiter quelques idées sur
la localisation en cohomologie cyclique, dues a Wassermann.

Soit A une algébre comme ci-dessus et soit C = A une sous-algébre centrale.
Pour toute cochaine ¢ € C"(A4, A*) et tout ze C, posons

((2)9)(@, ....a") = §(a(da’ - da*~")z(da* - - da"))
La proposition suivante se trouve (sans démonstration) dans [17].

PROPOSITION 1.

(1) m(2)b = bmy(z) pour 1 =k <n+ 1.

(2) Soit ¢ un cocycle de Hochschild. Alors m,(z)¢ et my(z)p sont cohomologues
pourl1 <k <n.

(3) Si ¢ est un cocycle de Hochschild, alors m,(z)¢ I’est aussi.

(4) mi(z) et m;(z) commutent, et

(m;,(zy) " 7, (2)PNa®,...,a" =
d3(a°(da‘ coodalit l)Zl(daj‘ ceedair l)Zz e z,,,(daj"" -~ a")
pourzy,....zu€Cetjy Sja < Sm
Définissons des prefaisceaux gradués €* et s#* sur V/I" en posant
€"(U) = C(A(U), 4 (U)*
#"(U) = HH"(A(U))

pour U € V/I' ouvert. De méme, on définit des prefaisceaux gradués €'* et H#*'
en remplagant «/(U) par C2(U). Soit {U;}, un recouvrement de V/I". Notons
Ui,...i, lintersection U; n...n U; Yi,...,i,el. Si # est un (pre)faisceau sur
V/I', nous noterons C”(%; %) lespace @ ..., F(U,,..;,) et 6:C U F) -
Cr*Y(u; F) le cobord de Cech. Nous noterons HP(#; #) la cohomologie corre-
spondante.

Choisissons un recouvrement trivialisant % = (U;),; pour V — V/TI" tel que
chaque interection d’éléments de % soit connexe, ainsi qu’une partition de I'unité
{p:}icr subordonnée a %. Pour tout ie I, prenons une fonction p;e C(U)) telle
que p;p; = p;. Nous pouvons ainsi supposer que les fonctions de transition
{9:;}:,jer du fibré ¥V — V/I" sont localement constantes.

LemME2. H9@; #™) = 0 pour g > 0, et HO(; #™) = #"(V/I') = HH" () Vn.

DEMONSTRATION. Sur chaque ouvert U < V/I' on a une application
Tr*: €*(U) —» ¢'*(U), d’ou un diagramme commutatif
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Co@; #m) —2 Clu; #") - -

TTr" TT:*
Co; #m) = Cu, #™) — -
Comme on a une équivalence de Morita entre ./(U;) et C°(U;) pour chaque i€,
les Tr* induisent un isomorphisme de complexes entre C*(#; #*) et C*(U; H'*).
Pour démontrer la premiére assertion, il suffit donc de prouver que la complexe
C*(; #'™) est acyclique.
On va définir une homotopie contractante K: C?(%; #") — C?* \(%; #™"). Re-
marquons tout d’abord que si ¢’ est un cocycle, alors ¢’ est équivalent a
2. (P2 (p) - Talp})$’
iel
Comme p;dfp; = pid(p;f)p: (car p;p; = p;), chaque m,(p))m(p;) " ma(pi)¢’ peut
étre vu comme défini sur V/I" tout entier, méme si ¢’ n’est défini que sur U < V/I.
Définissons K: CP(; #'™) — CP* \(; #'™) par
(K(ﬁl)io...i,_ = Z ny(p)ma (o)) nn(PE)d’ﬁo...ip, s
iel
Alors on peut calculer, pour tout b-cocycle ¢’ = (®%...i,)s
P
OK @iy, = 2. 2 (= 1Yry(p)ma(p)) - mal0)Piio.. 5,...i,
j=0iel
(K69)iy...i, = 2. ma(p)m2(0)) Tl ..,
iel
p s
+ ZOZ(—I)’“TEl(p.-)nz(PE)“'nn(p.‘) fio...y...p
i=0iel

Donc
(OK + K)¢')i,...i, = Y. ma(pi)ma(p}) - (PP,
iel

qui est cohomologue a ®'o...i,» 4’0 lidentité K& + K = Id.
Calculons maintenant la cohomologie en degre 0. Nous avons un diagramme
commutatif
H"(VIT) —2> Z°; ")
I Tr* I Tr*

HWVIN) - 200 )

ou p et p’ sont les applications de réstriction p([¢]) = ([dlu, Dier et p([¢7]) =
([¢'lu,D)ics- Démontrons d’abord que p’ est un isomorphisme.
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Supposons d’abord que [¢'|y,] = 0Viel. Ceci veut dire que ¢|U est un
cobord, c’est-a-dire qu’il existe y; € €"~(U;) tel que ¢'|y, = by;. Mais alors¢ est
cohomologue a

Z ny(p)ns(p) - ma(p))d’ = Z T (P72 (p7) - malpl)(bY;)

iel iel

=b <2; ny(pi)ma(p) - nn(Pi‘Wi)

ce qui démontre que ¢’ est un cobord. Ainsi, #*(V/I") - HO(%; #™") est une
application injective. Pour montrer la surjectivité, prenons ([¢}1);.; € HO(%; #").
Alors [¢ily,~v,] = [@jlu,nu,], ce qui veut dire quil existe des cochaines
Yi;€ 6" (U, n U)) telles que

¢’”U,-nuj + by

Posons
¢ = 2; Ty (pi)ma(p) - - malp)) P

Alors

¢’|U,- = Z my(p)ma(p)) - nn(PE)‘MU,

iel

= Z i (p)ma(py) “u(/’li)(d’ﬁumuj + byy))

iel

= ZI ni(p)ma(pi) - malpl) e + b(; mi(p)ma(pi) ﬂ,.(pi)%j>
lE. €.
qui est cohomologue a ¢). Ceci démontre que I’application est surjective.
Démontrons enfin que Tr*: #'"(V/T') - #™(V/I') est un isomorphisme (du
coup, on aura calculé la cohomologie de Hochschild cherchée). Soient U’ et U”
des ouverts contenus dans V/I' tels que Tr*:#"(U’)— s#"U’), Tr*:(U),
Tr*: #"(U”) — #"(U”") et Tr*: #(U' A U") - #™(U’ n U") soient des isomor-
phismes. Nous voulons démontrer que Tr*: #"(U) — #"(U) est un isomor-
phisme,ou U = U' L U".
On a un diagramme commutatif (ou les lignes sont exactes)

0 - CoUNU") —» C2U)®C2U") = C2(U) » 0

Trr ITr@Tr ITr

0 » LUNU) » LU)DAU") > U - 0

ce qui donne un diagramme commutatif en cohomologie de Hochschild:
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.#"(U'('\ U") -’f”(U’) @M(U”) - M"(U) - -#"_I(U/ A U//) - '}fn—l(Ul)@”n—l(Uﬂ)
I b T T HT* I T I b O ITr‘ DTr*
HMU AU~ HU) @ H(U") = H(U)» A" U A U") = " U)© #"H(U")
et on obtient le résultat en appliquant le lemme des cing. En raisonnant par
récurrence sur les ouverts dans le recouvrement % (qui est fini car V/I" est supposé
compact), nous en déduisons que Tr*: #"(V/I')— #"(V/I') est un isomor-
phisme.

Construction des triple complexes. Soit (T, dy,d,,d5) le triple complexe donné
par

rmmr = @ ¢ "(Us,...i,)

1
m-—n

dy: TP > TP (dy ) = Boi,..i,

dp:T™"P 5 T 0P (dy @)y, i, = (m —n + Dby, i,

pt1
dy: Tmm? S Pme L (o) = (=Y (=1 5, i
j=0

J i tpp4

pour toute cochaine ¢ = (¢;,...;,)e ™™ 7. On calcule aisément d} = d} = d} =
did, + dydy = dyds + did, = dyd3 + d3d, = 0. L’application d; n’est autre que
le cobord de Cech, et le lemme que I'on vient de démontrer calcule essentiellement
H,,(I).

Soit ensuite (2, 0) le faisceau gradué de courants sur V/I', muni du bord de de
Rham 0: Q,(U) - Qx-1(U). (Un cournt C de dimension k sur U € V/I est une
forme linéaire sur I'espace C2(U, A*T¢U) de formes différentielles a support
compact de dimension k, qui est continue au sens suivant: pour tout K < U
compact et toute famille (w,) e C2(U, A*T*U) telle que supp w, = K Vo et telle
que (w,) converge vers 0 dans la topologie C*, on a C(w,) — 0).

Définissons un triple complexe (Q,d, d,, d3) par

Qrer = @ Q- m(Ui,...i,)
A QP S QUL (A ) = 0.,
dy: Qmnp , QmntLip d29),...;., =0

p+1
dg:ﬂ"""" _,ﬂm’"'p+la(d,iic)io...ip+1 = (—1)m+" z (-l}icio...fj..‘ipﬁ
j=0 tor++ip 4y

Notre but est de démontrer que les complexes I' et Q sont quasi-isomorphes.
LEMME 3. Lhomologie (itérée) du triple complexe (Q,d},d,, d’) est donnée par
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Hy (@)™"? = Q, _(V/T) (p=0)

=0 (+0)
Hy Hy Hy (@7 = H,,_(V/T;C) (m>n>0,p=0)
= Ker(0: Q,(V/T') > Q,,_(V/T)) (m=n,p=0)
=0 (p+0)
(Ici, H,(V/T; C) désigne homologie de de Rham).
DEMONSTRATION. Ceci est un résultat tout a fait classique.

Nous allons construire un morphisme de triple complexes A: QQ*-*:* — T'*: % %,
Soit C = (C;,...;,) € Q™™?. Pour f°® - ® f" ™€ %" ™(U,,...;,) on pose

MCiy..ips [O® - ® ™) =LCiy. .y, TE(fOdf A oo A df"™™)
1l est clair que 2 commute au cobord de Cech. De plus, on a

OOy ..iy SO @@ f777HE)
= ti:(*)"@(c)io.“ip,f‘)®"-®f"f"“ @@ frmty
+ (=KMot MO @S
=E:(—1)"<C.'0.,.i,,,Tr(f°df1 A AP A A dfTTmEY)

+ (=1 Gy, TR0 A A AT
=0 (Cela se simplifie)
De méme, on voit que
Bo(AOsy..i [O®+ ® [ ™15 = A(C)yy i, I ®SO@ @ [
(—CY i [0 @ ® S @I

= (Ciyroipy TH@ O A A A1)
= (Cig...ip, d(Tr(df® A -+ A df"™ ™ 1))
= <6C,-O,,_,.P,Tr(dfo Adfte A dfTm)
= <'1(6C)i0...ip’fo @ m

On déduit de ce qui précéde que A définit un morphisme de complexes.
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Soit (C,d,,d,) le double complexe calculant la cohomologie cyclique de
Pallgévre C2(V,I)", et (2, d}, d) le double complexe des courants sur V/I'. On
a deux homomorphismes de réstriction (en degré 0):

(C,dy,dy) = (U,dy,dy + d3) "~ (Q,d}, d; + d3) < (2,d),dy)

Ces homomorphismes induisent des isomorphismes des termes E' des suites
spectrales associées a la deuxiéme filtration des double complexes. Or, pour
(2,d;,d5) il est clair que cette suite spectrale dégénére en E?, et il en est donc de
méme pour les autres complexes. La cohomologie cyclique (qui est par définition
’homologie totale du complexe (C,d,,d,)} se calcule alors comme I’homologie
itérée du complexe (2,d,,d,).

Un raisonnement tout a fait analogue avec le complexe “infini” € calcule la
cohomologie cyclique périodique. Nous sommes donc en mésure d’énoncer le
Théoréme principal de ce travail:

THEOREME 4. Soient V une varieté C®, I' un groupe discret dénombrable agissant
librement et proprement sur V tel que le quotient V/I' soit compact. Soit a un
2-cocycle sur I'. Si A est le produit croisé tordu C2(V,T), on a

(1) La cohomologie de Hochschild de A est donnée par

HH*(4) = Q,(V/I') (Courants de de Rham)
(2) La cohomologie cyclique de A est donnée par
HC'(A) = Ker (0: ,(V/T) > Qu1(V/T)) @ H,o(V/I[5;C) @ H, - o(V/T;0) @ -+
(3) La cohomologie cyclique périodique de A est donnée par
HC*(4) =H (V/T’;C)

On voit donc que I'on obtient le méme résultat que dans le cas ou le cocycle a est
trivial.
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