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IDEAUX FERMES DE L!(R+)

O. EL-FALLAH

§ 1. Introduction.

Soit I}(R ; )’algébre des fonctions intégrables sur [0, + oo[, munie du produit de
convolution usuel. La transformée de Laplace, définie par la formule
L(N2) = [§* f(tye "= dt(Rez 2 0: f e L'(R.)) est un homomorphisme continu
de L'(R ) dans l'algébre A4,(P) des fonctions continues sur P = {ze C|Rez = 0},
holomorphes sur l'intérieur de P et tendant vers O a l'infini. Si J est un idéal ferme
de !(R,) on pose h(J) = {ze P| L(fXz) = 0(f €J)}. Nyman [14] a caractérisé
les idéaux fermés J de L!(R ;) tels que h(J) = . Ce sont les idéaux de la forme
My = {feL'(R,)|f = 0p.psur [0, 1}, (voir également [4], [9]).

A notre connaissance le résultat le plus général concernant les idéaux fermés de
L}(R;)est le théoréme de Gurarii [10]: si J est un idéal fermé de I}(R ), et si h(J)
est dénombrable alors J = £~ (£(J)®) ou L(J)® désigne I'adhérence de £(J)
dans Ay(P). Les idéaux fermés de 4y(P) sont décrits par le théoréme de Beurl-
ing-Rudin (via la transformation conforme usuelle du demi-plan sur le disque) en
termes de leur facteur intérieur et de leur ensemble de zéros sur 'axe imaginaire
[12, p. 85].

On a donc en général L(J)* = T, H*(P)n #A(W(J)niR) ou T, désigne le
PGCD des facteurs intérieurs des éléments non suls de #(J) et ou
M(E) = {Fe Ao(P)| F(E) = {0} } pour une partie fermée E de P.

Nous obtenons ici un certain nombre de résultats concernant les idéaux fermés
J de L} (R ;) dans le cas ou h(J) est non dénombrable. Les complications dues aux
problémes de synthése dans L' (R) font que I'extension naturelle de la description
de Gurarii est une décomposition delaforme J = &(J) N &%~ YTy H*(P) n Ao(P))
ou £(J) = JV'® A [}R,),JX'® désignant I'idéal fermé de L!(R) engendré par J.
On dira, par analogie avec la terminologie utilisée par J. Esterle [7] pour
I'algébre A*, qu’une partie fermée E de iR est un ensemble de Bennet-Gilbert
(BG) si, et seulement si,
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1) J = &J)n L YT, H®(P) N Ay(P)) pour tout idéal fermé
Jde I}(R.) tel que h(J) N iR = E.

Il ressort de notre travail qu’il existe a la fois des ensembles parfait de BG pour
I}(R,)et des ensembles parfaits qui ne le sont pas (Corollaires 3.9 et 3.10). On ne
peut donc décrire en général les idéaux fermés de L'(R . ) en termes de fonctions
intérieures et de synthése sur R.

Notre méthode consiste & ramener les problémes sur ’algébre 4* des séries de
Taylor absolument convergentes grice a des méthodes de transfert dues a H.
Hedenmalm [11] (qui font appel a des résultats de Y. Domar [5]). Ces méthodes
sont décrites au §2. De méme que dans [7], on dira qu’une partie fermée F du
cercle unité est un ensemble de Bennett-Gilbert pour A* si tout idéal fermé I de
A*,tel que h(I)n T = F ala forme

v I=&0)NS H®

ou &) = MDA+ et ou 1D est idéal fermé engendré par I dans I'algébre
+ 0

de Wiener A(N)={fe@l)| Y /()< +o0} (ci h(l)={zeD|f()=

0(f eD)}), H® désigne l'algébre des fonctions holomorphes bornées dans le dis-
que unité D, et S; désigne le PGCD des facteurs intérieurs des éléments non nuls
del.

Il ressort des travaux de J. P. Kahane [13] et Bennett-Gilbert [1] que tout
ensemble dénombrable du cercle est de BG pour A* (on a méme dans ce cas une
forme plus précise analogue 4 celle de Gurarii), et les travaux récents de [ 7] et [8]
font apparaitre 4 la fois une large classe d’ensembles parfaits du cercle qui sont de
BG pour A™ et une large classe d’ensemble parfaits du cercle qui ne le sont pas.

Nous montrons au théoréme 3.8 que si E ¢ ]—mn, n[ est fermé alors iE est de
BG pour L}(R ) si, et seulement si, e'F est de BG pour A*. Notre méthode (voir
remarque a la fin du § 3) s’applique en fait a tous les compacts de 'axe imaginaire.

Nous donnons également au § 4 une description des idéaux fermés J de L'(R )
liée 4 la topologie faible de I!(R . ) induite par la topologie faible* des mesures.

Ce travail fait partie de la thése d’Université de l'auteur [6].

Je remercie les membres du groupe d’Analyse de 'UniversitéBordeaux I, et en
particulier mon directeur de thése J. Esterle, pour leurs consiels pendant la
préparation de ce travail.

§ 2. Préliminaires.

Pour tout idéal fermé J de L'(R,), on pose B, =inff,(fel) ou
By =sup {B 2 0| flj0.51 = 0p.p}.
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Nyman [14] (voir aussi la référence [4], plus accessible) a démontré que le seul
idéal fermé J de I*(R. ) tel que h(J) = et B, = O est L'(R ).

On en déduit une caractérisation certainement bien connue des idéaux fermés
modulaires de L'(R ;).

PROPOSITION 2.1. Soit J un idéal fermé de I'(R ). Alors J est modulaire si, et
seulement si, W(J) est compact et §; = 0.

PREUVE. (=>). Puisque h(J) est homéomorphe a L*(R,)/J, h(J) est compact.
Comme J = L}[B;, + oo[) I'algébre radicale L'(R ., )/L}([B;, + oo[) est unitaire,
donc réduite a {0} et §, = 0.

(<=). D’aprés le théoréme d’idempotence de Silov, il existe pe L}(R.) tel que
Z(p) = 1 sur h(J) et p> —pelJ.

Posons J = {fe !(R,)|p* f — feJ}. Alors J est un idéal fermé de I}(R )
qui contient J donc h(J) = h(J)et B5 = 0. Or pe Jdonc h(J) = &. Donc d’aprésle
théoréme de Nyman J = I}(R.), et p + J est I’élément unité de L*(R.)/J.

Nous décrivons maintenant un résultat de transfert de H. Hedenmalm [11]
qui va jouer un role essentiel dans ce travail.

On note 4 I'ensemble {z € P/[Im z| < =}, et pour t € R on note §, la mesure de
Dirac au point ¢.

Soit I un idéal fermé de A* tel que h(I) = D\[—1,0]. Soit IT: At - A%/l la
surjection canonique et soit o : z — z. Posons y, (II(f)) = f(z)pour fe A*, ze h(I).
L’application z — x, est alors un homémorphisme de h(I) sur I'ensemble des
caractéres de A*/I; en notant SpII(a) le spectre de IT(x) dans A*/I on obtient
SplI(a) = W(I). La détermination principale Logz du logarithme complexe est
analytique au voisinage de Sp(I1(2)), ce qui permet de définir Log (II(x)) par le
calcul fonctionnel usuel [3, p. 33]. Posons II(«x)* = €*°¢™@ pour tout ze C. La
fonction z — II(x)* est alors entiére de type exponentiel fini, et on
a|ll@)') = sup [H()"|(t20).

O0sus1
Soit

¢,:L1(R+).»A+/1:f.->fo wf(t)IfI(oz)‘dt.

L’application @; est un homomorphisme continu.

On note par:
J Tlensemble des idéaux fermés I de A™* tels que h(I) = D\[—1,0].
FTensemble des idéaux fermés modulaires J de I!(R ;) tels que h(J) < 4.

THEOREME 2.2. (H. Hedenmalm [11]). L’application
0:F - F:1-kerd,;
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est une bijection et 07'(J) = {feA*| Y. f(n)(6,*g)eJ(ge'(R.))} pour tout

nz0
Je f.
De plus ®; est surjective et

&1: L'(R+)/xero, = A /I f + Kerd; — &, (f)
est un isomorphisme bicontinu, pour tout I € #.

Soit IT: A* — A*/I (resp. p:L'(R,)— L}(R,)/J) I'application canonique.
Pour £ e I* (resp. he J*) posons < II(f),Z > = {f,{) pour fe A" (resp. < p(g),
k> = <g,h) pour ge L}(R,)).

L’application £ — Z (resp. h — k) définit un isomorphisme de I* sur (4*/)*
(resp. de J* sur (L'(R.)/J)*). Lapplication y,:I* - L*(R,) définie par
Yi1(0)(t) = II(@)',Z) (t = 0) définit alors I'isomorphisme de I* sur J* associé
a @;. Tout heJ' est donc la restriction 2 R, d’une fonction entiére, et
I'application réciproque y; ' est 'application restriction h — h|,+. Notons que
WO~ ') = &V (Je #).

Nous utiliserons également un résultat classique (voir [2, Théoréme 5.7.15 et
Corollaire 10.6.6]) sur les fonctions entiéres de type exponentiel.

THEOREME 2.3. Soit ce 0, n[. Alors il existe deux constantes m, M strictement
positives ne dépendant que de c telles que

my If(n)lzéf Y M Y S0P

n=—a n=—ao

pour toute fonction entiére f de type exponentiel inférieur ou égal a c.
En particulier f|ye L'(R) si, et seulement si, fi;€ ¢*(Z).

§3. Ensembles de Bennett-Gilbert pour '(R .).
LEMME 3.1. Soient I,,I1,e#. Alors 01, N I,) = 0(I;) N O(I;).

PrReUVE. Ceci résulte du fait que 6 est une bijection croissante.

Soient I un idéal fermé de L'(R ). Rappelons que 14" et J-'® désignent les
idéaux fermés engendrés respectivement pat I et J dans A(T') et L'(R).

Posons &(I)=I'Dn At et &J)=J"®nL(R,). Daprés [8] on
aé(l)={feA* || f)| = O0(n - + o0)}. De maniére analogue on a le lemme
suivant:

LeMMe 3.2. Soit J un idéal fermé de I'(R.). Alors 6(J)={feL'(R,)
Hlp(f* )] =0 (t = + o)}, out p: [(R4) — L*(R.)/J est la surjection canonique.
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PREUVE. Ona JY'® = | ] 6_,* J etla famille (6 _, * J),» o est croissante. Donc

t=0

feé&(J) si, et seulement si, il existe (f)zo€J telle que [[f—&_,*xf;| > 0

t—=>

c’est-a-dire si, et seulement si ||p(f * 4,)|| = 0(t = + o0).
LeMME 3.3. Soit I€.#. Alors 6(8(1)) = &(6(1)).

PREUVE. Soit p la surjection canonique associée a 6(I). Alors f e L(6(])) si, et
seulements si, | p(f * 8,)| = 0(t = + o). Comme &, est un isomorphisme bicon-
tinu et comme &;°p = &;, cette condition équivaut a ||&,(f). ()| =]
&,(f*6,)]| > 0(t > +00), Ccest-da-dire | P, (HI(x)"| »0(n— + ). Donc
fedO() si, et seulement si, ®(f)ell(&(I)), cest-a-dire s(Py(f)) =0 ou
s:A*/; - A*/&(I) est lapplication canonique. Le lemme en résulte puisque
sed; = Dy

Le lemme suivant est une variante du lemme de Mclntyre [2, Lemme 5.6.8].

LemMME 3.4. Soit 1€ et soit II la surjection canonique associée a I. Posons
G(z) = (x)* (ze C). Alors il existe deux fonctions entiéres H et L a valeurs dans
A™/I telles que L soit de type exponentiel c < m et G = H + L avec:

1 =0(3) s o0

ILGO | = 0(-1—) (x > —o0).

x|

PREUVE. On a Sp(/I(x)) = D\ [—1,0]. Donc il existe deux constantes posi-
tives a, b telles que:

|Argzl| <a<met —b <Log|z] £0 (zeh(])).

On considére la courbe y orientée positivement formée par le demi-cercle
a droite y, de diamétre [—ai,ai] et les segments y, = [ai, —b + ai],
ys =[—b + ai, —b —ai], y4 = [—b — ai, —ai]. Puisque z - (z — Log IT(a)) ~*
est la transformée de Borel vectorielle de G, et puisque Sp(II(x)) est situé
a l'intérieur de y, on a d’aprés [2, Théoréme 5.3.5],

o) = = | (& - Log e .

1
On pose L(5) = 5 — f,, €% (¢ — Log (@)~ ' d¢, et H= G — L.

Comme |¢%?] < €)%l pour tout £ey,, L est de type exponentiel ¢ < a < 7.
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4 .4

goxeost Jg _ 2K J xsind 49 ou K est une

0o

Pour x <0, on a | L(x)| £ KI

z
2
constante positive.

¢l _— . . sinf .
Donc | L(x)| £2K | ¢™®df ou m= inf {——)>0. On obtient
[ 0<6s%
|L(x)]| = <| l)(x—» —o0). En décomposant H en somme d’intégrales sur

. n 1
72,73 et y4 on vérifie de méme que ||H(x)|| = 0<}—> (x = +o0).

On a vuau § 2 que pour I € .# Papplication ¥, définie par ¥,(¢) (t) = <II()',Z)
(t = 0) est un isomorphisme de I* sur §(I)*. On a le lemme suivant.

LeME 3.5. Soit Ie.#. Alors ¥,(£)e I2 ([0, + oo[) si et seulement si, £ € £*(Z™).

PREUVE. Les notations étant celles du Lemme 3.4, posons R(t) = {L(t),?»
(teR). Alors ¥,(¢) e I*(R ;) si, et seulement si, R € [*(R). D’aprés le Théoréme 2.3,
cette condition équivaut a R|,e/%(Z), cest-a-dire R|z+€¢*(Z*). Le résultat
découle alors de la décomposition donnée au Lemme 3.4.

Si U c L°(R,),onnote *U = {fe }(R,){f;h) =0(he U)}.

LEMME 3.6. Soit J € ¢, et soit Ty le PGCD des facteurs intérieurs des éléments
non nuls de £(J). Alors

£~ (T H®(P) " Ao(P) = *(J* n L*(R,)).

-1
PREUVE. Posons T= T,. Alors T(z) = S (j 1

)(Rez 2= 0) ou S est une fonc-

tion intérieure du disque unité.
On a fe¥ '(TH®(P)nAy(P)) si, et seulement si, I'application

1 . .
2> %f ( 1 + z>(|zl < 1) appartient 4 SH® c’est-a-dire

j _‘f(j)( te ) " Sx(eydt=0(n 2 1)
ol S* est la limite non tangentielle de S sur le cercle. En faisant le changement de
variable s = 1/tg$, cette condition est équivalente a

+ o0
j g(f’) (IS) S’*(_e-—Zl’Arc(gs)e—2inAtctgs 1 issz - 0(” g 1)

D’aprés le théoréme de Fubini, ceci équivaut a
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f " fohdi =0 (1)
0

g* ( —e” 2iArc(gS) e~ 2inArctgs

h) = -

(seR).

On a h,e L}(R) n I3(R), donc A,|j0, + o €J* N I*(R). On obtient linclusion
LJt A IA(R,)) < &L~ H(T H®(P) N Ao(P)). Soit J n Z(R,)-*®+) 'adhérence de
J A I*(R*)dans I2(R*). L’ensemble V = £J N *(R,)**®*)) est un sous espace
fermé de H2(P) invariant par la multiplication par les fonctions z — e ~**(1 = 0).
Donc d’aprés le théoréme de Lax [12, chap. 7], V = € H*(P), ou € est le PGCD
des facteurs intérieurs des éléments non nuls de V] c’est-a-dire le PGCD des
facteurs intérieurs des éléments non nuls de 2(JnI*(R,)). Posons
u(t) =e~"(t 2 0). Alors J xu = J n [*(R,), et #(u) est extérieure, donc ¥ = T et
V = TH*(P).

Soit maintenant fe % ' (TH®(P)n Ay(P)), soit geL'(R,) et soit
heJ*AI*(R,). On a f*u*geJ nL'(R)X*®Y car Z(f*u*xg)e TH*(P)n
H*(P) = TH*(P), donc {f *u=*g,h) = 0. D’autre part u* L'(R.) = L'(R.) et
L[}R,) posséde une unité approchée bornée (donnée par exemple par e,(t) =
n1y.1m) donc fef*u*L'(R,). On a alors {f;h) = 0 (he J* n I*(R.)), ce qui
achéve la démonstration.

Onpose () = S;H* N A" et €(J) = £~ (T, H*(P) " Ao(P)) pour I e ¥ et
Je #. 1l résulte immédiatement du théoréme de Beurling concernant les
sous-espaces invariants du shift unilatéral que €(I) = I** n A+ (I désignant
Padhérence de I dans H?) et que €(I) = *(I* N £2(Z")).

Lemme 3.7. Soit I .%. Alors 0(€(I)) = G(6(1)).
PREUVE. Posons J = &(I). Soit g e 4(J) et soit £ € I* N £2(Z"). Désignons par
7 Pélément de (4 */€(I))* associé a £, et par 2 I'élément de (4 */I)* associé a 7.

On a (Dy()(9), £y = J.o 9(t) {H gy (), £ydt

= J g(t) I (o), 7 dt.

0

Donc d’aprés le Lemme 3.5 et le Lemme 3.6 {P¢y(9),7> =0. Comme
G =" Nt*Z*) on obtient ey (g) =0, dou geb(E() cest-a-dire
%(J) < 6(¢(I)). L’autre inclusion se démontre de maniére analogue.

Nous sommes alors en mesure de démontrer le résultat principal de cet article.

THEOREME 3.8. Soit E < ]—ni, ni[ un fermé.
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Alors E est de Bennett-Gilbert pour I}(R ) si, et seulement si, ef est de Be-
nnett-Gilbert pour A™.

PReUVE. Soit Ie.#; posons J =6(I). D’aprés ce qui précéde on a
&)  6(1) = 8Q).

Supposons que E est de BG pour L'(R ), et soit I unidéal fermé de A* tel que
h(I)n A* = ef. Donc h(I) n [ —1,0] es fini ou vide et il existe alors pe A * tel que
p:—pel, p=1 sur KWI)\[-1,0] et p=0 sur hI)n[—1,0]. Posons
I, ={feA*|pf — fel}etl, ={feA" |pfel}. Alors

WI,) = h(I) A [—1,01,, h(Iy) = h(I\[ - 1,0]

et I, nI, = 1. Nl est clair que I, = I " A™ ou I est I'adhérence de I, pour la
norme de la convergence uniforme sur D. Soit J, = 6(l,)e #. Alors
H€(,) N A(LL)) = L(J,) = J,. Comme 6 est injective I, = €(I;)n A(l;) =
I n A(l;), daprés le théoréme de Beurling-Rudin. Donc I®n&(I) <
IPnAY)Y NI nAL) =1 Dou [ =I*n&I) =S, H*n&1I) ou S, est le
facteur intérieur de I. Par conséquent ef est de BG pour 4*.

Supposons que €f est de BG pour A*. Soit a une constante positive telle que
|| <a<n(iteE). Posons 9 ={zeC|0<Rez<1 et —a<Imz <a}. Soit
J un idéal fermé de L'R.) tel que h(J)niR = E. 11 faut montrer que
J =%(J)n &(J);, pour cela on peut se limiter au cas ou f; =0. D’aprés le
Théoréme d’idempotence de Silov il existe pe L} (R, ) tel que p> — peJ, L(p) = 1
sur h(J) N 2 et £L(p) = 0 sur h(J)\Z. On pose

Ji={fel'R,)/p*xf — feJ}etd, = {feL'(R,)/p*feJ}.

On a alors h(J,)=h(JU\D, hJ))=h)Nn2D et J=J nJ,. Comme
h(J,) niR = &, il résulte du Théoréme de Gurarii [10] que J, = £~ 1 (£(J,)%)
ou #(J;) désigne 'adhérence de .#(J,) dans Ay(P). D’aprés la proposition 2.1, J,
est modulaire. Soit I =6071(J,); on a hI)nI =€ donc J, =06() =
(@) 8(I)) = €(J;) ~E(J,). De méme que plus haut on obtient
J =L Y LDN®)nEJ) = L (T, H® (P)~ &(J) et E est de BG pour L'(R ;).

Notons que pour a > 0 I'application t, définie par 7, (f)(t) = af(at) (t > 0) est
un automorphisme isométrique de L!(R.). Si J est un idéal fermé de L'(R.),
(1)) = 1,(8(J)) et 1,(6(J)) = €(z,(J)). On en déduit facilement qu'un fermé
F c iR est de Bennett-Gilbert pour I}(R.) si et seulement si, cF I'est aussi,
¢ désignant un réel positif arbitraire. Le Théoréme 3.8 permet donc de ramener
entiérement I’étude des ensembles de BG compacts pour L!(R.) a l'étude des
ensembles de BG pour A*.

COROLLAIRE 3.9. Pour £€(0,3), soit &; = {( i g &1 — é)), g, =0ou 1}.

n=1
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Alors tout fermé F c ic81 est de Bennett-Gilbert pour L'(R.) pour tout entier
p
p = 3 et pour tout réel positif c.
PReEUVE. D’aprés la remarque ci-dessus il suffit de prouver le corollaire pour

c= ;— L’argument de la démonstration du Corollaire 3.3 de [8] montre que si

F est un fermé du cercle tel que | ) F™ est inclus dans un ensemble de Carleson
kz1

G (voir [8, § 1]) pour une certaine suite strictement croissante (1) d’entiers alors

F est de BG pour A *(I'). Cette propriété est vérifiée pour F = ¢'!/? avec G = F*,

n, = 4p*, et le Corollaire résulte alors du Théoréme 3.8.

Rappelons qu’un fermé F de R est dit de synthése §’il vérifie la synthése pour
L}(R,), c’est-a-dire si toute fonction feL}(R ) telle que f| = 0 est limite dans
L}(R.) d’une suite (f;) d’¢léments de I*(R ) tels que f, est nulle au voisinage de
E pour tout n.

COROLLAIRE 3.10. Il existe un fermé de synthése F < ] —m, n[ tel que iF n’est
pas de Bennett-Gilbert pour L'(R ).

Preuve. D’aprés [7], §4 il existe un ensemble de synthése G du cercle ne
contenant pas —1 qui n'est pas de Bennett-Gilbert pour A*(I). Soit
F < ]1—1I1, [ le fermé vérifiant e = G. D’aprés [11], G est de synthése pour
L}(R,), et il résulte du théoréme 3.8 que F n’est pas de Bennett-Gilbert pour
L'(R.).

Notons qu’il résulte du Lemme 3.7 et des résultats de [7, § 4] que F désignant
P’ensemble associé comme ci-dessus a 'ensemble de Kronecker G construit dans
[7, §4], il existe en fait un idéal fermé J de L!(R ) sans facteur intérieur tel que
h(J) = iF, et une fonction f e L!(R.), avec L(f)(iF) = {0} telle que f¢J.

Notons enfin que si un fermé F < iR est a la fois BG et de syntése alors
J = % Y(L(J)* pour toutidéal J de L!(R ) tel que h(J) = F. Ceci est le cas pour
les ensembles de la forme c i é’% (c > 0,p = 3 entier).

§4. Topologie faible sur I!(R ).

A* g'identifie au dual de co(Z*), la dualité donnée par la formule (u, /> = Y, [

nz0
(n)in) pour € A*, jt = (A(W)nz0 €Co@").
Ceci permet de munir 4 de la topologie faible a(A*, co(Z ")) notée w*.
De méme la formule <¢, /> = [& ¢(t) f(t)dt pour fe *(R.), pe€o(R ) per-
met d’identifier L' (R ,) & un sous-espace fermé du dual de %,(R , ). La topologie
faible correspondante sur L'(R . ) sera également notée w*.
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Soit I (resp. J) un idéal fermé de A™ (resp. L'(R.)). On note I"* (resp. J*¥*)
I'adhérence de I (resp. J) pour la topologie w*.

PROPOSITION 4.1. Soit I e £. Alors 6(I"*) = (A(I))*~.

PREUVE. Posons J = 6(I). On a I"* = *(I* n¢o(Z)) et J™ = “(J* " Eo(R ).

Soit feJ** et soit £€I* N co(Z*)). Notons 7 (resp. 7) I'élément de (4* /I**)*
(resp. (A*/p)*) associé 4 £.

On a alors:

(Drw(N)E) = L mf(t)<17.(a)',f>dt = L wf(t)<17(a)',f>dt

ou I, (resp. IT) désigne la surjection canonique associée a I** (resp. I).

Donc (B, w(f),7> = {f;h) ou h(t) = (), 7> (¢ = 0).

D’aprés le théoréme 2.2, heJ* et d’aprés le théoréme de Cartwright [2,
Théoréme 10.2.1], he%o(R+). Donc (®;u(f),f>»=0. Par conséquent
J** = Ker @;w.. On démontre de maniére analogue I'autre inclusion.

J. Esterle a démontré dans [7] que si I est un idéal fermé de A™ tel que &(J) est
w*-dense dans A" alors I = &)~ I**. On déduit facilement de la proposition
4.1 qu'on a un résultat analogue pour les idéaux Je ¢. En fait on a le résultat
général suivant:

PROPOSITION 4.2. Soit J un idéal fermé de [}(R.). On a:
J"**xEJ) = J = EJ)n I
De plus si &(J) est w*-dense dans I}(R ;) alors J = &J) ~ I*.

PREUVE. Soit peJ*; pour fed(J) on pose @(t) = {@,d,*f>(t = 0). On
a alors ¢, g) = {@, f*g)(ge L(R.)). Donc ¢,eJ*< et d’aprés le lemme 3.2
9r€%o(R+). On a alors o, f*xg) = <9, g9> = 0(f€(J),geJ™).

Donc &(J) * J** = J (Pautre inclusion est triviale). Supposons maintenant que
6(J) est w*-dense dans L!(R . ), et soient ge £(J) N J*™,peJ*. Ona g e ,(R )
puisque ge &(J) et ¢, L &(J) puisque geJ**. Donc ¢, =0, Lg*L'(R.) eten
fait ¢ L g puisque L'(R ;. )posséde une unité approchée bornée. D’ou le résultat.
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