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APPENDICE A L’ARTICLE PRECEDENT PAR PH. NUSS:
UNE FORMULE DE KUNNETH POUR LA
DECOMPOSITION DE L'HOMOLOGIE CYCLIQUE DES
ALGEBRES COMMUTATIVES

CHRISTIAN KASSEL

On fixe un corps commutatif k de caractéristique nulle. Pour simplifier, on
appellera algébre toute k-algébre associative et unifére.

Des travaux récents de [ 1], [3], [4], [9], [10] et[13] ont fait apparaitre sur les
groupes d’homologie de Hochschild et cyclique d’une algébre commutative A des
décompositions naturelles (nous adoptons ici les notations de [9]):

HH,(4) = €D HHY (4) et HC,(4) = €D HCP(A).
P20 p20
Ces décompositions sont compatibles avec la suite exacte de Connes qui se scinde
en longues suites exactes de la forme (p = 0):
.. =2 HHP(4) —— HCP(4) —— HC®(4) —— HHP | (4) ——> ...

Le but de cette note est de montrer qu’elles sont également compatibles avec les
produits en homologie cyclique et de Hochschild et notamment avec la formule
de Kiinneth établie dans [5]. Cette derniere se présente sous la forme de la suite
exacte

s®1-1®s
...~ HC,(A® B) - (HC(4) ® HC(B)), —————— (HC(4) ® HC(B)), -, —..-.
Nuss [11] en déduit la compatibilité de la décomposition et du produit général
sur les groupes de cohomologie cyclique bivariante. Nous énongons le

THEOREME 1. Pour tout couple (A, B) d’algébres commutatives et tout couple
(n, p) d’entiers naturels, on a I'isomorphisme

HH®(4 ® B) = (HH(4) ® HH(B))"”

et la longue suite exacte

Regu le 3 décembre 1990.
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... > HCP(4 ® B) — (HC(4) ® HC(B)®» 217185,

(HC(4) ® HC(B)* (A ® B)— HC? (A® B) - ....

On a utilisé ici la convention suivante : si H = @, ,>0HP et K = @, ;20K
sont deux espaces vectoriels bigradues, alors on bigradue le produit tensoriel
H ® K par

(H® K)f,’” — @ H(iq) ® K;r)_
a1y

2. REMARQUES. a) Comme HH®(A4) = HH{(4) = A, on retrouve grice au
théoréme que la décomposition de ’homologie de Hochschild est une décompo-
sition de A-modules.

b) Pour ’'homologie de Harrison qui est isomorphe a la composante de poids
un de ’homologie de Hochschild : Harr,(4) = HH{"(A), on a:

Harr,(A ® B) = Harr,(4A) ® B® A ® Harr,(B).

Avant de donner quelques applications, montrons que le théoréme implique
une formule de Kiinneth pour ’homologie diédrale des algébres commutatives
a involution triviale. Posons avec [8]:

HH; (4) = @, oHH"(4) et HH, (4) = @, HH?Z?*(4)
et de méme
HD; (4) = @pgoHC?p)(A) et HD, (4) = @p;oHC?’H’ ”(A).

Ce sontdes espaces-vectoriels (N x Z/2)-gradués. Le théoréme implique immédi-
atement le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3. Pour tout couple (A, B) d’algébres commutatives a involution
triviale, on a pour tout n isomorphisme

HHZ (4 ® B) = (HH(4)* ® HH(B)*), ® (HH(4)~ ® HH(B)*),
et la longue suite exacte
...» HD(4 ® B) » (HD* (4) ® HD*(B)), ® (HD~ (4) ® HD* (B)),
217199 , (HD*(4)® HD*(B)),_, ® (HD~(4)® HD*(B)),_,
—HD: (A®B)>....

En pratique, la plupart des algeébres dont on sait calculer ’homologie cyclique
vérifie la propriété (P) introduite dans [S]. Rappelons qu’une algébre B vérifie
cette propriété si le HC(k)-comodule HC(B) est somme d’un comodule étendu
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HC(k) ® U et d’'un comodule trivial V. On suppose de plus que U et V sont
bigradués et que la somme préoédente est une somme d’espaces vectoriels
gradués. Comme HC,,(k) = HC%)(k) et que HC,,, (k) = 0,0n a

HCY'(B) = @ U@ V.
iz0
En procédant comme dans [5], §3,on a le

COROLLAIRE4. Avec les notations précédentes, si l'algébre commutative B vérifie
la propriété (P), on a, pour toute algébre commutative A et pour tout couple (n, p)
d’entiers naturels,

HCY/(4 ® B) = (HC(4) ® U)Y @ (HH(4) ® V).

Nous en donnons quelques applications qui sont des raffinements des formules
3.3-3.6de [S]. On trouve aussi une versionde 5.1bet 5.2b dans [ 7] et de 5.4a dans
[2] avec P =™

S. Applications. 5.1. L’algébre k[t] de polynomes vérifie la propriété (P) avec
U=UQ =k et V=V =doy,
On a alors (n,p = 0)
(5.1a) HCPY(A[]) @ HCP(4) ® HHY(4) ® d2,
(5.1b) HDF(A[t]) @ HD(4) ® HH(4) ® dQy,;.
5.2. Pour l'algébre k[t,t~!] des polyndmes de Laurent, on a:
U=UP@UP et V=V=dQ,,
avec UY = Hi (k[t,t ']) = k(i = 0,1). Par conséquent,
(5.2a) HCP(A[t,¢t~']) @ HCP(A) ® HC?V(4) @ HHP(4) ® dQp; -
(5.2b) HDF(A[t,t"']) =~ HDX(4) @ HD,_ (4) ® HH (4) @ Q) ,- ;.
5.3. Plus généralement toute algébre lisse B vérifie la propriété (P) avec
U, = Uy” = Hjp(B) et V, = V" = dQj,
ce qui donne (5.3a):

HCP(A®B)= ) HCY(A)® Hox(B)® €D HHP(4) ® d)

i20 iz0

et (5.3b):
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HDi(A®B)= @ (HD} ,(4) ® H2x(B) @ HD_,;_,(4) ® H3 '(B))

i20
® D (HH; ,(4) ® dQf @ HH] ,;_,(4) ® dQj™).
i20
5.4. Soit P un polyndme de degré d et ayant r racines distinctes dans une
cloture algébrique de k. L’algébre k[ t]/(P), qui n’est lisse que pour r = d, vérifie la
propriété (P) avec
U= U(o) k' Vz,, = Vz(:) =ki""er V2,,+1 =0.
D’ou les isomorphismes
(5.4a) HCP(A[t]/(P)) = HCP(Ay @ € HHE)(A4)'~
i20
et (5.4b)
HD; (A[t]/(P)) = HD; (A @ D (HH,_ ,i(4) ® HH," ,;_,(A))* "
iz0

5.5. Comme il apparait dans la démonstration du théoréme, les résultats précé-
dents sont encore vrais pour les algebres différentielles graduées commutatives,
en particulier pour l'algébre A graduée commutative libre engendrée par un
¢lément ¢ de degré 1. Dans [6] nous avons montré que A vérifie la propriété (P)
avec

U=UP=ket V,=V"=k g®n+D
D’ou:
(5.5a) HCP(4 ® A) = HCP(4) & P HHE (4)

(5.5b) HDF(A® A) = HD(4)® P (HH;,(4) @ HH; ;;_,(4)).
iz0

6. Pour terminer avec les résultats, rappelons avec Nuss [11],§5 que ’homologie
cyclique périodique d’une algébre commutative A4 est Z/2 x Z-graduée:

HP,(4) = [[HPY(4).
ieZ
Si B vérifie la propriété (P), alors I'isomorphisme de [5], Théoréme 3.10
HP,(4 ® B) =~ HP,(4) ® HP,(B)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels Z/2 x Z-gradués.
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7. DEMONSTRATION DU THEOREME. Notre démonstation repose sur deux obser-
vations bien connues:

(a) La premicre est que, pour toute algébre commutative A (y compris dans la
catégorie des algébres différentielles graduées), il existe un quasi-isomorphisme
S(V), d > A ou Vest un k-espace vectoriel gradué, S(V) est I'algébre graduée
commutative libre sur Vet 0 est une différentielle de degreé-1.

(b) Laseconde est que, si A et B sont des algébres commutatives, alors il existe
un diagramme commutatif de la forme

CA®C(B) —> CA®B > C(A)®C(B)

l l 1

%% —— ey — @ %0

ou C,(A) est le complexe de Hochschild de A, 7, est I'algebre des différentielles de
Kihler de A au-dessus de k, V est 'application “shuffle” d’Eilenberg-MacLane,
fest 'application d’Alexander-Whitney qui est quasi-inverse a la précédente et
enfin i est I'isomorphisme évident. Ce diagramme appliqué a des “modeles” libres
de A et B va nous permettre de remplacer le “shuffle-produit” qui ne commute pas
avec l'opérateur B de Connes par I'isomorphisme i qui, lui, commute avec la
différentielle extérieure de de Rham.

Pour commencer, nous rappelons, a la suite de [12], §8, [3] et [1], comment on
définit les décompositions de I'homologie de Hochschild et de 'homologie
cyclique.

La différentielle 0 de S(V) s’étend naturellement a l'algébre Qf,, et on a:
H,(25y), 0) = HH,(A). Avec la différentielle d de de Rham, on obtient sur les
formes différentielles une structure (€25, 0, d) de complexe mixte au sens de [5],
ce qui permet de définir le bicomplexe B(S(V)):

d d d
QE(V)"_ Q;(V)[l] — QK [2] &— ....

On a: H(B(S(V))) = HC.(25,,d) = HC.(A).
La décomposition cherchée s’obtient a I'aide des sous-complexes Q%) =
S(V) ® AP(V) et des sous-bicomplexes BP(S(V)):

d _ d _ d
Q) —— QB (11— B7 2] — ...
On a:
HH?(A) = H,(Q%y,) et HCP(4) = H,(BP(S(V))).

Ces groupes sont indépendants du “modele” S(V) choisi. La suite exacte de
complexes

(7.1) 0 - Q2,, = BPS(V)) —— BE-U(S(V)[2] -0
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induit les suites exactes longues mentionnées plus haut.

On se donne maintenant une deuxiéme algébre commutative B et un quasi-
isomorphisme S(W),0 — B. 1l en résulte un quasi-isomorphisme: S(V @ W),
0=0®1+ 1®0J— A® B. Le morphisme naturel de complexes

+
Qg(y) ® Q’S(V) - S(Vr)

donne I'isomorphisme de complexes:

@ Q) ® Uswy = sy
qtr=p
d’ou la premiére partie du théoréme.

Pour ce qui est de ’homologie cyclique, rappelons avec [ 5], Théoréme 1.7, que
le foncteur B(—) transforme les produits tensoriels de complexes mixtes en
produit cotensoriel de HC,(k)-comodules différentiels gradués, ce qui se traduit
par la suite exacte courte de complexes (7.2)

0 BES(VD W) - BE(V) @ BS(W) 2112

B(S(V) @ BS(W))[2] - 0.

Considérons maintenant la restrictionde S® 1 — 1 ® S au sous-complexe

P BOS(V) @ B(S(W)).

q+r=p

Il résulte aussitot de (7.1) et (7.2) que son image est exactment

D BOSK)®BUSWI2.
q+r=p-—1
Quant a son noyau, en utilisant la formule explicite donnée dans [5] pour
I'injection j, on voit que c’est BP(S(V @ W)). On obtient la longue suite exacte du
théoréme en passant a ’'homologie.

8. REMARQUES. a) Le théoréme et ses applications restent valides pour les
algébres différentielles graduées commutatives.

b) La démonstration précédente permet aussi de redonner une preuve rapide
et sans calcul de la formule de Kiinneth pour ’'homologie cyclique dans le cas des
algébres commutatives en caractéristique nulle. Elle évite d’avoir a se soucier du
fait que ni le “shuffle-produit”, ni 'application d’Alexander-Whitney ne sont des
morphismes de complexes mixtes. Il est cependant possible, comme me I’a signalé
Loday, de démontrer le théoréme par des calculs sur le complexe de Hochschild.
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