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DECOMPOSITION DE LA COHOMOLOGIE CYCLIQUE
BIVARIANTE DES ALGEBRES COMMUTATIVES

PHILIPPE NUSS

Introduction.

Dans [9], Jones et Kassel ont associ¢ a tout couple (4, B) d’algébres sur un
anneau commutatif k un k-module Z-gradué — la cohomologie cyclique bivariante
de (A4, B) HC*(A, B) — qui posséde les proprietés suivantes:

(i) HC*(4, B) est un bifoncteur contravariant en A et covariant en B.

(i)) Il existe des isomorphismes naturels:

HC*(k, A) > HCZ (A4) et HC*(4, k) =@ HC*(A)

ou HC*(A) est la cohomologie cyclique de Connes [3] et HC, est I'homologie
cyclique négative de Goodwillie [7].
(iii) Il existe un produit gradué naturel:

HC*(AI,BI ® C) ® HC*(C ® A2, Bz) e d HC*(AI ® A2, Bl ® Bz).

Ce produit permet de faire opérer la cohomologie cyclique bivariante sur les
groupes de (co)homologie cyclique (négative, périodique) de maniére compatible
avec les longues suites exactes de Connes.

(iv) Il existe une longue suite exacte:

.. 2V HC" (4, B) 25 HC™(4, B) -5 HH"(4, B) = HC" " 1(4, B) . ..

etendant les suites exactes de Connes.

On trouvera d’autres propriétés de la cohomologie cyclique bivariante dans
[11][12].

Le premier but de cet article est de montrer que lorsque k contient le corps
Q des nombres rationnels et que 4 et B sont des algébres commutatives, alors la

cohomologie cyclique bivariante a une décomposition naturelle de “type
Hodge™

HC*(4, B) = [JHC};(4, B)

ieZ

Regu le 3 Décembre 1990.
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généralisant celles de [2][4]1[15][17]1[20] en (co)homologie cyclique. On
montre aussi que cette décomposition est compatible au produit (iii) ci-dessus, ce
qui, pour tout couple (i, j) d’entiers, induit une application:

HC{(4;, B; ® C) ® HC(,(C @ A2, B;) » HCj; . (4, ® A2, B, ® By).

De méme la longue suite exacte de (iv) est somme directe de longues suites exactes
de la forme:

.2, HCI2,(4,B) 5 HCLW(4,B) 5 HCIL(4,B) > ...

Par ailleurs, Loday [15] a montré que la décomposition de 'homologie
cyclique d’une algébre commutative A provenait d’opérations ¥ qu’il construit
sur le (b, B)-bicomplexe %(A). Une question naturelle est de savoir si ces opé-
rations sont induites par de éléments de HC®(4, A4). La réponse est positive bien
que techniquement non triviale. En effet, les endomorphismes ' de %(A) ne
commutent pas a S comme ils le devraient pour donner lieu a des cocycles
bivariants, mais vérifient la relation:

Sy' = IY'S.

Pour tourner la difficulté, nous définissons pour chaque ¢lément | de ’'anneau de
base k, une variante HC*(A4, B)(]) de la cohomologie cyclique bivariante, basée
sur les applications f entre (b, B)-bicomplexes vérifiant: Sf = IfS. Pour 4 com-
mutative, 'operation y' apparait alors comme un élément de HC®(4, A)1). Nous
donnons ensuite un théoréme des coefficients universels et nous montrons que,
lorsque k est un corps, alors HC*(A, B)(I) est isomorphe (non canoniquement)
a HC*(4, B).

On en déduit une structure de y-anneau au sens de [1] sur la cohomologie
cyclique bivariante.

1. Décomposition de ’homologie cyclique négative.

Comme la cohomologie cyclique bivariante contient comme cas particuliers la
cohomologie cyclique et 'homologie cyclique négative, il convient, avant de
décomposer la cohomologie cyclique bivariante, de décomposer les groupes
HC*(A4)et HC, (A). Pour HC*(A), cela a été fait par Natsume-Schack [17]. Pour
I’homologie cyclique négative, c’est nouveau.

Auparavant, rappelons les notations. On fixe un anneau commutatif k. Dans la
suite, toutes les algébres sont supposées associatives et unitaires.

Pour toute k-algébre A, nous notons (C,(A), b) le complexe normalisé de Hoch-
schild donné par

C,,(.;l) =A® A%



DECOMPOSITION DE LA COHOMOLOGIE CYCLIQUE BIVARIANTE DES. . . 7
ou les produits tensoriels sont pris au-dessus de k et ou

n—1

b(a,®...®a,) = Y (—1)ao®...®aa;+1®...®a, + (—1)'2,00®a, @...@a,_,.
i=0
Ici on a posé A = coker(k — A). L’'opérateur B de Connes, donné par

Bay®...®a,)= Y (-1)'1®a;®...04,R0a,®...®a;_,
i=0

permet de définir le bicomplexe #(A) (dénoté par B(A)norm dans [16])

I

Cy(A) ——  Ci(A) —— Co(A) —

’| 'l l

Ci(d) —— Cold) — 0 ——

b l
v v

Co(A) — 0 — 0 «—

On a la suite exacte de complexes
(1.1) 0 — C.(4) > B(4) 2> BA)[2] — O.

Si I'anneau k contient le corps des nombres rationnels et si 4 est une k-algébre
commutative, Gerstenhaber et Schack [5] ont montré que le complexe de
Hochschild a une décomposition naturelle en somme directe de sous-complexes

(1.2) CA) = P cPA).

i20

En passant a I’lhomologie, on a une décomposition naturelle de 'homologie de
Hochschild de 4 qui coincide avec celle du théoréme 8.6 de Quillen [18]:

(1.3) HH,(4) = @ HHY(A).
i20

Rappelons que HH{*)(4) est 'homologie de Harrison [8] [18][19] de A. Pour
ce qui est de I’homologie cyclique, Loday [15] et Natsume-Schack [17] ont
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vérifié que I'opérateur B envoie C(4) dans CY* V(A), ce qui permet de décom-
poser #(A) comme somme directe

(1.4) BA) = P B9A)

i20

de sous-complexes #(A):

b,L bL bl

CYA) —— CEUA) —— CEP() —

b b bl
| |

CPA) —— OV —— CEA) —

; ,, l
v v

COU) L ) — 0
” |
COA) —— 0 — 0 —

La suite exacte de complexes (1.1) reliant C,(A4) et B(A) est la somme directe de
suites exactes de la forme

(1.5) 0 — C9(A) > B9(4) 2> B~ D(4)[2] — 0.
On sait que la cohomologie cyclique HC*(A) est défine par
(1.6) HC*(A) = H*(Hom(%(A), k))

ce qui donne:

(1.7 HC*(4) = [ HC},(A4)
i20
ol on a posé:
(1.8) HC,(4) = H*(Hom(#“(A), k)).
Ces groupes sont liés a ceux de [17] par la relation

(1.9) HC?,(4) = Hi"~(A).
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Pour Phomologie cyclique négative, définissons le complexe 4~ ¥(A) par
(1.10) B, V(4 = [] CiinlA)
p20

la différentielle étant b + B. On note son homologie par H C;?(A). 1l est
immediat que le complexe produit

(1.11) [129A4)

ieZ
est isomorphe au (b, B)-complexe négatif %~ (A4) qui définit ’homologie cyclique
négative [7]. D’ou la décomposition

(1.12) HC; (4) = [ HC, “(4).

ieZ
On remarquera qu’a la différence de I’homologie cyclique, la décomposition de
I’homologie cyclique négative est un produit et non une somme directe et que les

termes HC )(4) sont en général non nuls aussi bien pour i positif que pour
i négatif.

2. Décomposition de la cohomologie cyclique bivariante.

Rappelons la définition de la cohomologie cyclique bivariante telle qu’elle est
donnée dans [9].
Si A et B sont deux k-algébres, posons

2.1) Homg(%#(A), #(B)) = Ker(ad(S): Hom(%(A), #(B)) -
— Hom(%(A), #(B))[2]).

Rappelons que pour deux complexes (C,, d) et (C,,d"), (Hom(C,, C.), 0) désigne
le complexe des applications graduées entre les complexes C, et C,, la différen-
tielle étant donnée par

aN=df—(=1Vfd

pour f e Hom(C,, C,) homogéne de degré |f|. Le morphisme de complexes ad(S)
est défini par:

(2.2) ad(SYf)=Sf — fS.
Alors les groupes de cohomologie cyclique bivariante sont définis par
23) HC"(4, B) = H_,(Homy(%(A), #(B)))

et les groupes de cohomologie de Hochschild bivariante sont définis par
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24 HH"(4, B) = H_,(Hom(C,(4), C.(B))).

Enongons le théoréme principal de ce paragraphe.

THEOREME 2.5. Soient A et B deux algébres commutatives sur un anneau com-
mutatif k contenant Q, alors on a des décompositions naturelles

HC'(4, B) = [ HC},(4, B) et HH*(4, B) = [ | HH}, (4, B)
ieZ ieZ

telles que

1) (spécialisation) pour tout couple d’entiers (n,i), on a

HCY,\(A4, k) = HC!_,(4) et HC,\(k, B) = HCZ{(B)
HHY,\(A4, k) = HHY_,(A) et HHY,(k, B) = HHY (B)
2) il y a une longue suite
.. 2 HCIG2 (4, B) -5 HC?y(4, B) > HHY, (4, B) — HCI 4 (4,B) —» ...
qui est exacte lorsque A est projectif comme module sur k.
DEMONSTRATION. Pour décomposer HH*(A4, B), il suffit de poser

(2.6 Hom®(C,(4),C.(B) = [] Hom(C{(4),C(B))

et
HH,(4, B) = H_,(Hom(C,(4), C.(B)).

On veérifie alors facilement que Hom(C,(4), C,(B)) = [ [izHom®(C,(4), C.(B)),
ce qui donne la décomposition pour HH*(A4, B).
Passons a la cohomologie cyclique bivariante. Posons

2.7 Hom“(%(A), #(B)) = [| Hom(#"(A), #°(B)).

s—r=i

L’application ad(S) définie plus haut envoie Hom'?(%(A), #(B)) dans
Hom" ™~ !)(48(A), %(B)), et méme surjectivement grice au lemme 4.3 de [9]. Posons

(2.8) Hom{)(%8(4), #(B))
= Ker(ad(S): Hom"“(%#(A), 8(B)) - Hom" ~ V(2(A4), #(B))[2])
et
HC},(4, B) = H_ ,(Hom{(#(A), %(B))).
Comme Hom(%(A), #(B)) est le produit des sous-complexes Hom'"(%(A), %(B)),
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alors Homg(%(A), 8(B)) se décompose:
Homg(#(A), #(B)) = || Hom{(%(A), #(B)),
ieZ
ce qui donne la décomposition pour HC*(A4, B).

Regardons maintenant ce qui se passe lorsque I’on spécialise. La partie (1) du
théoreme 2.5 résulte du

LEMME 2.9. Ona

a) Hom®(C,(A), C,(k)) = Hom(C{ "(A4), k)
b) Hom"(C,(k), C.(B)) = C?(B)

¢) Hom®(#(A), B(k)) = Hom(#'~(A), k)
d) Hom®(®(k), B(B)) =~ B~ “(B).

DEMONSTRATION. Montrons d’abord (a) et (b). Pour I'anneau de base k, on sait
que

(2.10) C.(k) = CP(k) = k,
ce qui donne
Hom“(C.(k), C,(B)) = C(B) et Hom"(C,(A), C,(k)) = Hom(C{~"(A), k).

Par conséquent, on a: HHj;(k, B) = HH",(B). Quant a la décomposition de
Gerstenhaber-Schack [5] de la cohomologie de Hochschild de 4 a coefficients
dans le bimodule Hom(A4, k), elle s’écrit

HH(A) = ®:<oHH{;(4, k).

Passons aux points (c) et (d). D’aprés (2.10), un calcul rapide montre que £ (k)
est un complexe concentré en degré 2i

B9(k) = k[2i].

Lorsque i = 1, S: B)(k) » %%~ V(k)[2] est I'identité de k[2i].
Montrons (c)
Posons B = k. Alors

Hom(&(4), #(k) = []1 Hom(B"(4), {2 + D).

Soit f,e Hom(#"(A), k). Alors
adS).... frs fr-1--)=0C., fr — £,-15,..0)=0

si et seulement f, = f,_, S pour tout r. Par conséquent: f, = f_;S"*" Il en résulte
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quesi f = (..., f;,...)est dans Hom{(#(A), #B(k)), alors f est déterminé par f_; et
donc, on a la partie (c) de lemme.

Pour finir, montrons (d).

Rappelons I'isomorphisme

¢:8, (4) = [ Cu+2,(B) > Homs(#(k), B(B)),

p20
de [9] §1 donné par
¢((xp)p)(ur) = Zk_z_o“k ® x,

pour x,€C,,,(B) et pour tout p = 0.

Comme u, est le générateur de #”(k), alors (¢(x,),) appartient a
Hom“(%(k), #(B)) = | [, Hom(%"(k), " *?(B)) si et seulement si pour tout r et
tout k

U ® x,_,€B"*(B)

ce qui est équivalent & x, e C**?(B). Par conséquent, (x,),€ %~ “(B) si et seule-
ment si ¢((x,),) € Hom@(#(k), B(B)).

Démontrons maintenant la longue suite exacte du théoréme. Elle résulte du
lemme suivant.

LeMME 2.11. Sous les hypothéses précédentes et si A est projectif sur k, alors il
existe pour tout entier i une suite exacte de la forme

0~ Hom{* "(48(A), #(B))[ — 2] — Hom{(#(A), %(B)) — Hom(C(4),C(B)) ~0

DEMONSTRATION. On procéde comme pour la proposition 1.2.1 de [12] et on
obtient le diagramme de suites exactes

0 —— Hom{*(#(A),BB)[—2] —— Hom"*Y(B(A), BB)[—2]—

SJ Hom(S.id)l

0 — Hom$)(%(A), #(B)) _— Hom"(4(A), #(B)) -

ad(S)

= Hom(#(A), #B) —— 0

Hom(S,id)

ad(S)

. Hom® Y(%B(A),#B)[2] — O

La fleche verticale du milieu est injective de conoyau
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Hom®™(C(4), #(B) = [] Hom(C”(4), 2 (B)).

On termine en notant que Hom”(C(A), C(B)) est le noyau de

Hom(id,S)

Hom®(C(4), B(B) ~"> Hom""~ "(C(A), B(B)[2].

3. Compatibilité de la décomposition et du produit.
Dans ce paragraphe, nous démontrons le

THEOREME 3.1. Soit k un anneau commutatif contenant Q. Si A,, A,,By, B, et
C sont des k-algébres commutatives, alors le produit en cohomologie cyclique
bivariante est somme directe d’applications k-linéaires

HC{(4;, B, ® C) @ HC((C ® A, B;) - HC;, (4, ® A2, B, ® B,).

DEMONSTRATION. Euégard a la définition du produit en cohomologie cyclique
bivariante, il suffit de montrer
a) que le produit de composition

HC'(4, B)® HC'(B, C) —»HC*(4, C)

est compatible avec la décomposition du paragraphe 1,
b) que les applications

L(A): HC*(B,C) » HCA® B,A® C)
et
R(A): HC'(B,C) » HC*(B® 4,C ® A)

(cf. proposition 5.3 de [9]) sont aussi compatibles avec la décomposition.

La partie (a) ne présente pas de difficultés puisque clairement, si on compose un
élément de Hom{(%(A), #(B)) avec un élément de HomY(#(B), #(C)), on obtient
un élément de Hom§ *(#(4), #(C)).

Démontrons maintenant que l'application L(4) envoie HCj,(B,C) dans

HC},(A ® B,A ® C). Soit f un élément de Hom§'(#(B), Z(C)). c’est une famille
(fM), d’applications

fT:B7(B) - B°(C)
pour s =i + r, telles que Sf™ = f7~!S. Soit F" I'application
F :(B(A) @ BB)) = D+ p=r(B(4) @ B”Y(B)) > Du+,=,(B(A) ® B*(C))

définie par
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F = @ id*® fv

utv=r
ou id* est I'identité de 8“(A4) (on a Sid* = id“~!S). Un calcul immédiat montre
que (S®1 —1®SF =F {(S®1—1®S). Le théoréme 1.7 de [10] nous
assure que
BCAX®CB)=Ker(S®1 — 1 ® S:B(A) ® B(B) - B(A) @ B(C)2]).

Posons #"(C(A)®CB)) =Ker(S®1 — 1® S:(#(A) ® B(B) — (B(A) ®
A(B)) "'[2]). De fagon analogue, on a #“(C(4) ® C(C)). On obtient un dia-
gramme commutatif a lignes exactes

0 — AACHRCB) — P (B4)® B”(B) >

utv=r

0 N Q"’(C(A) ® C(C)) N @ (ga(u)(A) ® Q(VH)(C)) —

utv=r

S®1-1®s
—_—

D @) e 2 B)2] 0

utv=r—1
Fr- 11

P BUA)RBNCO12] —— 0

ut+tv=r—1

S®1-1®s

Cela induit une application
Fr:39(C(4) ® C(B) - B°(C(4) ® C(C)).

Calculons SF". Sur le noyau #"(C(4) ® C(B)), S est représenté au choix par
S®1oul®S.
On a:

SF = (1@ SN®@y+y=,id* ® f7)
= @uw:.—idu@Sfr
= @uso=,1d*® f718
= (@uso=r-1id" ® fHL® ) = F71S.

Donc F = (F), définit un élément de
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Ker(adS: Hom“(#C(4) ® C(B)), (C(4) ® C(C))) —»
Hom"~ '(#(C(4) ® C(B)), B(C(4) ® C(C)[2]).

Nous faisons maintenant appel a [14] §7 ou il est montré que le “shuffle-
produit” induit des S-équivalences entre "(C(4) ® C(B)) et (A ® B) ainsi
quentre B°(C(A) ® C(C))et B(A ® C).Ilen résulte que F définit un élément de
Hom{(#(A ® B), #(A ® C)).

La démonstration est analogue pour R(A).

On termine la démonstration du théoréme en rappelant que le produit

HC*(4,,B; ® C) ® HC'(C ® A4,,B;) » HC(4, ® A,,B, ® B,)
est égal a (a, B) = R(A42) () v LB )X B).

4. Le cas des algébres lisses.

Nous consacrons ce paragraphe a des exemples de calculs de groupes HC}; (A4, B).
Nous supposons ici que k est un corps commutatif.

La plupart des algébres dont on sait calculer I’homologie cyclique vérifient la
propriété (P) de [10]. Rappelons qu’une algébre B vérifie cette propriété si le
HC,(k)-comodule HC,(B) est somme d’un comodule étendu HC,(k) ® U, et d’un
comodule trivial V, (ici U, et V, sont des k-modules gradués). On suppose
B commutative. De plus on suppose que U, et V, sont bigradués:

U, — @p?_,oU.(p) etV, = @p;oV.(p)

et que la décomposition de HC,(B) est compatible a la bigraduation. Comme
HC,(k) = HC¥/?)(k), on a:
HCY(B) = ®,20U88, & 1

n—2p

PROPOSITION 4.1. Sous les hypothéses précédentes, pour toute algébre com-
mutative A sur un corps commutatif k, on a l'isomorphisme

HC’,\(4,B)

= [] HomHCY(A), UM @ [ HomHH(4), KirZD).

pr20 pr20

DEMONSTRATION. Par définition (voir 2.8), on a la suite exacte
0 — Hom{(#(A), B(B)) - Hom(#(4), B(B)) ~-2L Hom" ~ )(#(4), B(B)[2] — 0

d’ou la longue suite exacte
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@d®) ns
_——

.. > H_p (][ Hom(8(4), B *"(B))

— H_,1([] Hom(#8(4), 8° '~ V(B))[2]) —» HC{(4, B) -

(i)
- H_,([] Hom(®#"(4), B *"(B) @as)

- H_,([[Hom(#"(4), 8+~ "(B)[2]) - ...
Soit X7, = Ker((ad(S))?,) et Y, = Coker((ad(S)?, . ;) et donc, on a un isomor-
phisme d’espaces vectoriels
HC{,y(4, B) = X{;, ® Y.

Or d’aprés la formule des coefficients universels sur un corps, on a
H_,(]Hom(28"(A), 2" *(B))) = [ | Hom(HC"(4), HC* *(B)) _,.

Par hypothése
HCY(B) = @,:0U{ "5, ® V0.

Calculons d’abord le noyau et le conoyau de
[IHom(HC®"(4), v**?) 2, [THom(HC®(4), v*+i-)2].

Puisque S est nul sur V", 'application précédente est le produit des ap-
plications

[] Hom(HC®(4) > HC®~ V(4), V*9)

dont le noyau est [, Hom((sloker(HC"’(A) 2L HCe- D(A)), V¢*D)et le conoyau
est [ |, Hom(Ker(HC”(4) — HC" ~Y(A4)), VD).
Pour calculer le noyau et le conoyau de

[THom(HC?(4), @ U**~P[2p]) —» [ Hom(HC"~V(4), U+~ P[2p])[2]
r p20 r

on remarque que cette application est en facteur direct dans
ad(S)

Hom(HC(A), k[u] ® U) —— Hom(HC(A), k[u] ® U)[2]

dont on sait que c’est surjectif, car k[u] ® U est S-module étendu (voir [9]), et
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dont le noyau est Hom(HC(A), U) via I'isomorphisme
¢ : Hom(HC(A), U) - Homg(HC(4), k[u] ® U)
de [9] §1. Il suffit donc de trouver I'image inverse par ¢ de
Hom®(HC(A), k[u] ® U).
Un calcul montre que cest [ [, Hom(HC”(4), U**?).

Pour résumer

X1, = [] Hom(HCP(4), UL @

rk20

® ] Hom(Ker(HCY(4) > HCY= P(4), KhioY)

rkz0

et

Y5 = ] Hom(Coker(HCY;$(4) — HCP(A), Krhib)

rkz0

Pour finir, on utilise les suites exactes dérivées de la longue suite exacte de
Connes

0 — Coker(HC{ [ )(A) 2 HC{(4)) - HH{(4) >
— Ker(HC{(4) » HC{ - })(4)) - 0.
En mettant tout ensemble, on trouve les formules de la proposition.
En faisant B = k, on retrouve
HC}, (4, k) = Hom(HC{ ™ ?(A), k)
ce qu’on savait d’aprés le théoréme 2.5. En posant A = k, on retrouve:
HC;“(B) = [] USB @ V9.
p20

4.2 Application aux algébres lisses. Une algébre lisse B en caractéristique nulle
a la propriété (P) avec

U, = U = Hpp(B) et V, = V,» = dQj.

En appliquant la formule précédente, on obtient:

(4.3) HCy(4,B) = [] Hom(HC{™""%(4), Hz"(B) @

p20

® [] Hom(HHY~""7(4),dQ5™" ).

p20



18 PHILIPPE NUSS

Supposons maintenant A et B lisses sur un corps de caractéristique zéro. On
sait alors que

. Hpp(A)@dY, sii=n
(i) = DB A
HGA) {Hf,',{ "(A) sii<n
et que
. Qy sii=n
M g) = 4
HH(4) {0 sinon

La formule (4.3) devient:

[1. Hom(Hpg(A), Hpg"**(B) st i> —n
0 sii< —n
[ 1. Hom(Hpx(4), HpR"(B)) @

® [ [, Hom(d,, Hpz"(B) @
® [, Hom(&2,,dp "~ 1) sii=—n

(44  HCH4,B)=

5. Cohomologie cyc]ique bivariante périodique.

Dans ce paragraphe nous donnons une décomposition de ’homologie cyclique
périodique, puis de la cohomologie cyclique bivariante périodique dans le cas des
algébres lisses.

Rappelons ([6],[10]) que I'homologie cyclique périodique HP,(4) d’une
k-algébre A est ’'homologie du complexe Z-gradué

BT Cond) =25 T Caper(A) — T Capl(d) —2s ..
p20 p20 p20

Ce complexe est isomorphe & lim (4)[2m], le systeme projectif étant donné par
la surjection naturelle S de %(A4) sur #(A4)[2].

Supposons A commutative, alors #(4) = @ #9(A) (cf. 1.4). En posant
BY(A)=0sii<0ou n<O0oui > m, on a, pour tout couple d’entiers (i, n) un
systéme projectif {... — BV(4) — BY-P(4) — ...}. L’homologie du com-
plexe limite projective est notée HP{)(A). Par définition méme on a

HPY)(4) = HP{ "(4) et HPY,, (4) = HPY~"(4)
PROPOSITION 5.2. Le module HP,(A) est (Z/2) x Z-gradué et on a:
HP,(4) = l—liez HPY(A).
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DEMONSTRATION. Comme il n’y a qu’un nombre fini de 8¢'(4) non nuls, %,(A)
est isomorphe au produit pour tous les entiers i des #Y(A4). On utilise ensuite le
fait que le produit commute aux limites projectives et a 'homologie.

5.3. EXEMPLE. Si A4 est une algébre lisse sur un corps de caractéristique zéro, on
déduit du paragraphe 4.2 que

HPY(4) = HA "(A) sii<n
et donc

HPY(A) = HjR(A) sii=0

HP§(4) =~ 0 sii<0
HPP(4) = HEg '(A) sii =1
HP,(4) =0 sii<l.

5.4. Cas BIVARIANT. Dans [9], Jones et Kassel définissent la cohomologie
cyclique bivariante périodique HP*(A4, B) de deux algeébres 4 et Bcomme étant la
limite inductive du systéme

(.. L HCM4, B S HC (4,8 S )
Si A et B sont commutatives, il est naturel de poser:
HP}(4, B) = lim{... > HC}(4, B) —> HC}"%,(4,B) ...}
On a les 1som0rphlsmes
PZ(A, B) = HP{, (4, B) et HPZ* (A4, B) = HP{. (4, B)

Cependant, comme la limite inductive ne commute pas aux produits, la

cohomologie cyclique bivariante périodique n’est pas en général le produit des
HP{(4, B).
Sion specnalise, ona
HPY,(4, k) =~ P7_;(A): = Hom(HPY(A), k) et HP},(k, B) ~ HPY,(B)

5.5 EXEMPLE. Sl A et B sont des algebres lisses sur un corps de caractéristique

zéro, on déduit de 4.4 que
HP{,(4, B) = [ | Hom(Hpr(4), HpR' * *(B))

Dans ce cas et d’aprés le calcul de [9] exemple 8.3, on voit que HP"(4, B) est le
produits des HP{,(A4, B).
6. Renormalisation de la cohomologie cyclique bivariante.

On commence par rappeler certaines notations de [9] et [10]. Soit k un anneau
commutatif. Un complexe mixte (M, b, B) est un complexe de k-modules (M, b)
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muni d’'un endomorphisme B: M — M de degré + 1 vérifiant:
bB + Bb = B> = 0.

Au complexe mixte (M, b, B) on associe le complexe Z(M) = k[u] ® M, ou u est
une indéterminée en degré 2, muni de la différentielle

WwXbm+uw '®Bm sin=1
u" ® bm si n=0.

La projection naturelle S: #(M) — #(M)[2] donnée par

du"®m) = {

lm sinx1

S(“"®'")={0 sin=0

est un morphisme de complexes qui fait de (M) un S-module, i.e. un complexe
borné inférieurement muni d’'un endomorphisme de degrée — 2.

Soit / un élément inversible de k. Au complexe mixte M = (M, b, B), on associe
le complexe mixte

M, = (M, b, 1B).

Si P est un S-module, on note P(J) le S-module qui a méme complexe sous-jacent,
mais dont 'operateur S est égal a IS. Le résultat qui suit est un cas particulier de
[13], Lemme A.2.

LEMME6.1. Soit (M, b, B) un complexe mixte et l un élément inversible de k. Alors
Papplication

o1: BM,) > BM)1/)
définie par o,(u" ® m) = I"'u" ® m est un isomorphisme de S-modules.
DEMONSTRATION. On a:
doy(w" @m) =d(I"v" @ m) = I'u" @ bm + I"'u" ' ® Bm.
Par ailleurs
g du" ® m) = 6,(u" ® bm + u" ! ® IBm)
=" @bm+ "' ® IBm = do,(u" @ m).

Donc g, est un isomorphisme de complexes d’inverse a,,. On vérifie ensuite
que

1
_I“SO'I = O'lS.

Il en résulte que 'homologie de %(M,) ne dépend pas de I.
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Rappelons qu’on définit la cohomologie cyclique bivariante HC*(M, N) de
deux complexes mixtes M et N comme la cohomologie du complexe
Homg(#(M), B(N)) des applications graduées f de #(M) dans Z(N) vérifiant:

f$=5f
Du lemme précédent, on tire aisément le

LEMME 6.2. Sous les hypothéses précédentes, soit I, m deux éléments inversibles
de k. On a alors les isomorphismes de complexes

Homg(#(M,), B(N,,)) = Homg(B(M), B(N,,)) = Homg(B(M,,,), B(N)).

On voit que les groupes précédents ne dépendent que du rapport m/l. On pose
alors

(6.3) HC (M, N)(l) = H _.(Homs(#B(M), B(N))) =
= H_.(Homs(B(MX1), Z(N))).
On a évidemment:
HC*(M, N)(1) = HC*(M, N).
Du lemme 6.2, on tire aussi la

PROPOSITION 6.4. Sous les hypothéses précédentes, il existe un produit de com-
position gradué pour les complexes mixtes L, M, N

HC*(L, M)l) ® HC*(M, N)m) — HC*(L, N)(Im).

DEMONSTRATION. Le produit est obtenu par composition de Homg(%(L),
'@(MI)) et de Hom,(@(M), ga(Nm)) = HomS(Q(Ml)a Q(Nlm))

Le reste du paragraphe est consacré a la question de savoir comment
HC*(M, N)(I) dépend de L

Considérons k comme le complexe mixte trivial (k,0,0). On a alors, en rep-
renant les notations de [9], la proposition:

PROPOSITION 6.5. Pour tout complexe mixte M, tout élément inversible de k et
tout entier n, on a:

HC"(M, k)(I) @ HC"(M) et HC"(k, M)(]) = HC_ (M).
DEMONSTRATION.
HC'(M, kY)) = H _ ,(Homg(B(M1), 2(k))
= H_, (Hom(#(MXI), k)) .
=~ H_, (Hom(%#(M),k)) d’apres le lemme 6.2.
~ HC"(M)
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On démontre de méme I'autre isomorphisme.

Voici une autre situation dans laquelle HC*(M, N)(!) ne dépend pas de L
Supposons que M soit un complexe mixte de la forme M = (M,0, B). Alors
clairement I'application x — x/I définit un isomorphisme de complexes mixtes de
M sur M;, donc un isomorphisme de S-modules de Z(M) sur Z(M;) = B(M)(1/1).
On tire la

PROPOSITION 6.6. Supposons qu’un complexe mixte M = (M, b, B) soit quasi-
isomorphe a un complexe mixte M’ de la forme (M',0, B'). Alors, pour tout complexe
mixte N et tout | inversible dans k, on a:

(a) HC'(M, N)(I) @ HC*(M, N)
si M et M’ sont projectifs sur k et

(b) HC*(N, M)l) = HC*(N, M)
si N est projectif sur k.

DEMONSTRATION. Puisque %(M;) est isomorphe comme S-module a Z(M’), on
voit que HC*(M', N)(I) et HC*(N,M')l) ne dépendent pas de . On termine en
appliquant le corollaire 4.6 de [9].

EXeMPLE 6.7. La proposition précédente s’applique au cas ou M est le com-
plexe mixte (C(A), b, B) attaché a une algébre commutative lisse A sur un corps
k de caractéristique nulle. En effet, d’aprés [16], on peut prendre pour M’ le
complexe mixte (€, 0, d).

Nous terminons ce paragraphe avec un couple exact et une formule de
coefficients universels pour HC*(M, N)(I).

THEOREME 6.8. Soit M et N deux complexes mixtes et | inversible dans k.
Supposons M projectif sur k, alors il existe une longue suite exacte

... 2 HC" (M, NYI) > HC"(M, NY(I) —
L HH"M, N) 2 HC \ (M, Ny ) s

DEMONSTRATION. On applique la proposition 1.2.1 de [12] aux complexes
mixtes M et N,.

Rappelons avec [9] que si P et Q sont des S-modules, alors on pose
Ext(P, Q) = Coker(ad(S): Hom(P, Q)[ —2] — Hom(P, 0))
et

Ext}(P, Q) = H_,(Ext(P, Q)).
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On a alors le théoréme des coefficients universels:

THEOREME 6.9. Soit M et N deux complexes mixtes tels que M et HC,(M) soient
projectifs sur k. Alors pour tout élément inversible | de k et tout entier n, on a une
suite exacte naturelle de la forme

0 — Ext3* 1(HC,(M), HC,(N)) » HC*(M, N)(I) » Homg(HC,(M), HC.(N)) _, — 0.

DEMONSTRATION. On applique le théoréme 4.2 de [9] aux complexes mixtes
M et N,. On obtient alors la suite exacte

0— Ext3* ! (HC,(M),HC,(N})) > HC"(M,N)(l) > Homs(HC,(M), HC(N)) -, 0.
Nous avons vu plus haut que
HC,(N)) = H(#(N))) = H(B(NX1/D)

est isomorphe a H,(#(N))X1/l) = HC,(NX1/l) comme S-module.
Or l'application

x—I"x
pour xe HC,,(N) ou xe HC,, + {(N), induit un isomorphisme
HC.(N) - HC,(N)X1/D
de S-modules, ce qui permet de conclure.

COROLLAIRE 6.10. Soit k un corps commutatif et M, N deux complexes mixtes.
Alors pour tout élément inversible | de k,

HC(M, N)() = HC'(M, N)

(Pisomorphisme est non canonique).

7. Opérations d’Adams en cohomologie cyclique bivariante,

Dans ce paragraphe, nous utilisons les constructions du paragraphe précédent
pour étendre les opérations d’Adams de ’'homologie cyclique a la cohomologie
cyclique bivariante.

Rappelons que Loday [ 15] a construit sur le complexe de Hochschild (C(A), b)
d’une algébre commutative A des endomorphismes ¥, (I € N*) vérifiant:

(7.1) i) Wb = by,
i) ¥4B =By,
i) Y} = identité
iv) Wloyh = yhevl =y

11 en résulte que ', est un morphisme du complexe mixte C(4) = (C(A), b, B)
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dans le complexe mixte C(A4), = (C(A), b, B). D’ou un O-cycle de
Homg(%#(C(4)), #(C(A4))

dont la cohomologie est HC*(C(A), C(A),). Pour simplifier, étant données deux
algebres A et B, nous poserons désormais

(7.2) HC*(4, B)(!) = HC*(C(4), C(B)).
De ce qui précéde, on obtient:

PROPOSITION 7.3. Les éléments [y',]e HC(A4, A)]) vérifient les propriétés
suivantes:

) [Wi] = [id]eHCO(4, A1) = HC(4, A)

il) dans HC®(A4, AXIm), on a:

UANIUARIUAN VARSI U

Avant d’aller plus loin, montrons que ceci permet de donner aux groupes
HH*(A4, B) et HH*(B, A) une structure de y-anneau au sens d’Atiyah-Tall [1].
En effet, I'image de [¢/,] par l'application naturelle (cf. §6)

1:HC®(4, A)]) - HH®(4, 4)

donne un élément I[y',]e HH(4, A) vérifiant les propriétés précédentes. Soit
maintenant B une algébre quelconque. On note LIy, et RIY', les endomor-
phismes des k-modules gradués respectifs HH*(4, B) et HH*(B, A), définis par

LIy = IlY,Juaet RV, () = B ITY,].
Utilisant ce qui précéde et 'appendice de [15], on obtient aussitot la

PROPOSITION 7.4. Soit A une algébre commutative et B une algébre quelconque.
Munissons HH*(A, B) et HH*((B, A) de la multiplication nulle. Alors les endomor-
phismes (LI/",), (resp. (RIY",),) munissent HH*(A, B) (resp. HH*(B, A)) d’une struc-
ture de y-anneau.

Pour obtenir un résultat du méme type pour la cohomologie cyclique bi-
variante, il convenient d’introduire les groupes

©.5) HC'(4,B)= €D HC'(4, BY).
leN
Nous supposons dorénavant que k est un corps de caractéristique nulle. Le
corollaire 6.10 implique que ﬁb‘(A, B) est une somme directe d’une infinité de
copies de HC*(A4, B).
Notons Ly, (resp. Ry/',) lesendomorphismes de I/Ib‘(A, B)(resp. de ﬁz“(B, A))
donnés par
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(7.6) Lylo) =Y, Jua  (resp. RY,() = Bu[¥,])
On vérifie aussi que L/} et Ry}, sont I'identité et que
Lyl o Ly = LYo Ly, = LYy
(mémes relations pour Ry%). On résume avec:

THEOREME 7.7. Soit A une algébre commutative et B une algébre quelconque sur
un corps commutatif k de caractéristique nulle. Munissons @(A, B) et ﬁé‘(B, A)
de la igul\tiplication nulle. Alors les endomorphismes (Ly',), munissent HC*(A, B)
(resp. HC*(B, A)) d’une structure de y-anneau.

On termine ce paragraphe par quelques considérations sur les y-filtrations
associées a ces y-anneaux. On conserve les notations précédentes.

Les opérations (LIy'), (resp. (RIY',),) sur HH*(A, B) (resp. sur HH*(B, 4))
induisent des opérations (LIyY),) (resp (RIyY)) sur HH*(4, B) (resp. sur
HH*(B, 4)), d’ou une LIy-filtration (resp. RIy-filtration). Le iiéme terme de la
filtration F},, = F},, HH*(A, B) (resp. Fi,, = Fi,,HH"(B, A)) est le sous-module
de HH*(A, B) (resp. de HH*(B, A)) engendré par les éléments

LIy',(a) (resp. RIy'(B)) pour [ = i.

On vérifie aisément que Fj;, = HH*(4,B) et Fy,, = HH*(B, A). Cependant,
contrairement au cas de ’lhomologie cyclique, le deuxiéme terme de la filtration
est, en général, strictement contenu dans le premier terme. Cela provient du fait
que y* est combinaison linéaire de y2,...,7',... en degré n fixé, mais non pour
tous les degrés simultanément.

De fagon analogue, on dédui;ies y-opérations et une y-filtration sur la
cohomologie cyclique bivariante HC*. On vérifie qu’il n’y a méme plus égalité, en
général, entre le premier terme de la filtration et HC.
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