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BI-FONCTIONS MOMENT

DRAGU ATANASIU

1. Introduction.

Soit (7;-) un semi-groupe commutatif sans élément neutre et avec I'involution *.
On dit que la fonction g: T x T — C est une bi-fonction définie positive si les
deux conditions suivantes sont remplies.

1.1. Pour tout choix d’éléments t,,...,t, de T et de nombres complexes
Ciy...,CpON A

n
Z ciCug(t;t) 2 0
jk=1

1.2. Si x, y, t sont dans T alors

g(tx, y) = g(x, t*y)

On dit que la fonction g: T x T — C est un noyau défini positif si g satisfait
seulement a la condition 1.1.

Soit Q un ensemble non vide, (a,)geq €t (b:.g)er 4e¢ deux familles de nombres
complexes telles que pour g fixé on a b, ;, + 0 seulement pour un nombre fini de ¢.
Pour g€ Q et une fonction g: T x T — C on note par g, la fonction T x T— C
définie par

94(%,Y) = ag(x,y) + Y. b, 4 g(tx, y).

teT

Soit (M,),.r une famille de réels strictement positifs. Pour un €lément ¢t de T et une
fonction g: T x T — C on note par g, la fonction T x T — C définie par

gi(x,y) = MZg(x,y) — g(tx,ty).
Soit
I ={p: T - C/p % 0, p(xy) = p(x)p(y), p(t*) = p(t)}

I’ensemble de semi-caractéres de T.
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Avec la topologie de convergence ponctuelle I' est un espace complétement
régulier de Hausdorff.

Si 4 < I' on dit que la fonction g: T x T — C est une bi-fonction moment sur
4 si’l existe une mesure de Radon positive u sur 4 ([2], p. 16) telle que

g(x,y) = jp(xy*)du(p).

4

On dit que la mesure u représente g. On remarque qu’une bi-fonction moment est
une bi-fonction définie positive.
Soit Q = {pel/Y b, ,pt) + a, 20,9 Q; |p(t) £ M,, te T}.

teT
Soit g: T x T — C un noyau défini positif. Pour ¢t e T on note par n(t) la fonction

T — C définie par
n(t)(x) = g(t, x)

Soit h, le sous-espace vectoriel de CT engendré par les fonctions {n(t)|te T}.
Comme dans [2], p. 81, 3.1 on considére sur h, le produit scalaire {,) pour lequel
{n(x), m(y)> = g(x, y).

Ainsi h, devient un expace préhilbertien. On note

D ={g:T x T - C, g noyau défini positif/{n(xy)|x,ye T} est un ensemble
total dans h,}.

2. La représentation intégrale.

2.1. LEMME. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un noyau défini positif
g:T x T — C soit dans D est:

2.1.1. Pour tout ¢ > 0 et tout choix d’éléments t,,...,t, de T et de nombres
complexescy,. ..,c,il existe des éléments x,...,Xm, V1. . ., ymde T et des nombres
complexes Cy+ 1, ..., Cysm tels que

m+n

Y. ciGg(tit) Se
k=1

oipour l<pS<monat,,=Xpy,
DEMONSTRATION. 11 résulte de la définition du produit scalaire dans h,.

2.2. REMARQUE. Pour que g soit dans D il suffit qu’on puisse approximer les
fonctions {n(f)|te T} par des combinaisons linéaires des fonctions
{n(xy)| x, y € T}. Par conséquent 2.1.1 est équivalente avec la condition suivante:
Pour tout & > 0 et tout te T il existe des éléments Xy,..., Xm, V1,--.,Vm €t des
nombres complexes cy,. .. ,c, tels que
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m
Y ¢Ggltpt) S e
jk=0

outo=tco=1letpourl Sp<monat,=x,y,

2.3. THEOREME. Une bi-fonction définie positive g: T x T — C est une bi-
Sfonction moment sur Q si et seulement si on a les conditions suivantes:

2.3.1. Les (gg)geq €t les (g;)er sont des noyaux définis positifs.

2.3.2. geD.

De plus la mesure qui représente g est unique.

DEMONSTRATION. Au commencement nous allons démontrer la suffisance des
conditions. Pour te T soit U(t) 'opérateur linéaire h, — h, tel que

U(t)(n(x)) = n(tx).

Grice a la condition 1.2 'opérateur U(¢) est bien défini. Parce que g; est un
noyau défini positif on a

VO, el S M1 S el

Par suite U(z) est continu et peut étre considéré comme un opérateur borné sur le
completé H, de h,. (H, peut étre considéré toujours comme un sous-espace
vectoriel de CT, [2], p. 82))

On a U(xy) = U(x)U(y), U(t*) = (U(t))*. Soit I I'opérateur identité de H,. Si
B est lalgébre fermée (d’opérateurs de H,), engendrée par (U(t))r alors
A = B + CI est toujours une algébre fermée. Soit X 'ensemble de caractéres de
A. X est un compact de C4,

SiK={p:T->C/p=6°U,deX},
alors la fonction w: X — K définie par () = & U est une bijection continue (X
et K sont munis de la topologie de convergence ponctuelle et la famille (U(t)),er
est dense dans B) et par suite un homéomorphisme parce que X est compact.

Si 6: T — C est la fonction nulle alors K = I' U {6}.

Soit ¢(K) = {f: K - C/f continue}.

On considére sur ¥(K) la norme | f| =sup|f(p). Du théoréme de

pek
Gelfand-Neumark et du fait que w est un homéomorphisme on obtient que la

fonction ¢: A — ¢(K) définie par

2.33 o(V)p) = 0~ (p)(V)
est un isomorphisme isométrique d’algébres de Banach. Soit
L= U‘C" x T
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Sia=(cq,..-»Cnsty5-..,t,) st dans L alors la fonction 4 — C définie par
Vi Z cjCi <V (m(ty), m(te)>
Jk=1

est linéaire continue et par suite on peut définir une mesure de Radon v, sur K par

234 fw H)V)dvalp) = X cs KV (m(ty), m(t4))-
K

Nous avons aussi

235 f ™ (P)U ) dvilp) = f p(O)dve(p)
K K
= T QA UOmE) ) = 3 bl
et
2.3.6 jw_ Yp)I) dv,(p) = Jdv,@) = :L": . ciCrg(tj, t)-
K 4 e

Pour ae L, o = (Cy,...,Cnt15-..,t,) ON Note par f, la fonction K — C définie
par

p—1 Y cip(t)l*
j=1
En utilisant 2.3.4 on a pour o, €L,
0 =(CpseeesCrslyyee-sty)

ﬂz(dla""dmazl’“"zm)

23.7 Z i CjC-k dq (1‘, <V7t(tqu), n(t,,z,))

ik=1 q,p=1

= Jw“@)(ﬂﬁ@)dva@) = fw'l(p)(V)fa(P)de(P)
K K

parce que pour x,y,z,te Tona
V(r(xy)), n(zt)y = <U(E*) VU(p)((x)), 7(2))-
En faisant ¥V = I dans 2.3.7 on obtient
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J.k=1 q,p=1

2.3.8 -[fﬁ(p)dv,(p)= Y ¥ ci6d,d,g(tjztiz,) 20 o feL
k

Si G est une fonction positive continue sur K alors en utilisant le théoréme de
Stone-Weierstrass on peut approximer la fonction G*/2 par des fonctions du type

m
p> Y. d;p(z;) et par suite il résulte de 2.3.8 que la mesure v, est positive pour
j=1
tout ae L.
Nous allons montrer qu’il existe une mesure unique v sur O = K — {6} telle

que
2.3.9 falo'v=".0 a€L.

Envertude 2.3.70ona f, vg = fg v,.
Si 0, = {peK/f,(p) > 0} on peut définir v|o_ = (1/f;lo,) V« lo,-
Ona (J 0, = 0 d’ou il résulte que v est entierement définie.
ael

On obtient de 2.3.5 et 2.3.9 les relations suivantes:

g(tx, x) = J.p(t) lp()I* dv(p)

(o]

g(ty,y) = J p(®) Ip(y)|? dv(p)

o

g(tx, x) + g(tx,y) + g(ty,x) + g(ty,y) = f p(®)1p(x) + p(y)I* dv(p)
[¢]

g(tx, x) — ig(tx, y) + ig(ty,x) + g(ty,y) = J. p(®) 1p(x) + ip(y))* dv(p).
(o]

I1 en résulte:

2.3.10 g(tx,y) = fp(txy*) dv(p).

)
SoitaeL, & = (Cyy...,Cnrt1,-..,t,) €L SOIt YEL
Y= (Cl,...,C,,,C,,+1,.-.,C,.+m, tl,...,t",tn+1,...,tm+,.)

telle que la condition 2.1.1 soit remplie.
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Ona
v, ({6}) = Jdvu - fdv,, = (en vertu de 2.3.6 et 2.3.9)
K o
Y ¢iGg(tity) — jlcx p(t1) + ... + cap(t,)? dv(p) =
Jk=1
o
(en vertu de 2.1.1 et 2.3.10)
m+n
Y ciGglt;t) — jIC1P(t1) + oo+ CmtnP(tmen) > dv(p) S &
Jk=1
o

Par conséquent on a:
23.11 v.({6}) =0 «elL.
En utilisant 2.3.6 et 2.3.11 on obtient

g(x,y) = Jp(xy*)dV(p)-
o
Comme les fonctions (g;).er (resp. (9,),0) sont des noyaux définis positifs il résulte
que les opérateurs
(ML — U(tt*))er (tesp. (@g] + ¥, byq U(t)geo)

teT

sont positifs ce qui implique en vertu de [4], p. 303, 15.3.1 que si € X alors

M? —38°U(tt*) 2 0,te T(resp. a; + Y. b, ,6°U(t) 2 0,q€Q)
teT

et cela signifie a cause de la définition de K que O est un sous-ensemble
(évidemment fermé) de Q. Par conséquent g est une bi-fonction moment et la
mesure qui représente g sera I'extension canonique de v a .

Ainsi la suffisance des conditions est complétement démontrée.

L’unicité de la mesure qui représente g se démontre comme dans [5], p. 106.

Pour démonstrer la nécessité des conditions supposons que pour la fonction
g: T x T - C il existe une mesure de Radon positive u sur Q telle que

g(x,y) = fp(xy*) du(p)

Q2
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La nécessité de la condition 2.3.1 résulte de la représentation intégrale de
g dans ce cas. Soit 4 le compact 2 U {6}.
Soit W le sous-espace vectoriel de C# engendré par les fonctions

p—p(x)p(y) x,yeT

Sipy,pa€Ad, py F p, alors il existe te T avec p,(t) + p,(t) et par suite on a ou
(P1®)* + (p2(8)* ou (p1(9)° + (p2(t))*.

I1 en résulte d’aprés le théoréme Stone-Weierstrass que I’algébre
Y = {peC?*¢p = A + y,1€C, ¥ € W} est dense dans I'algébre des fonctions con-
tinues 4 - C.

Soitae L, = (Cyy...,Cnrly,--.,ty) €t sOit € > 0. On note ¢, la fonction 4 — C

définie par

@a(p) = Y. c;p(ty)

j=1

Comme les fonctions continues a support compact sont denses dans I'espace des
fonctions a carré intégrable il existe une fonction continue u: Q —» C a support
compact telle que

2.3.12 JI%(P) —u(p)*du(p) S &

Q
Si u(supp (1)) = 0la nécessité de la condition 2.3.2 (pour « et & fixés) est triviale.
Supposons donc que u(supp (¥)) > 0. Si p esupp (v) alors il existe te T tel que

p(t) # 0.

Il en résulte en tenant compte que le support de u est compact qu’i] existe
2,...,2,éléments de T tels que la fonction v: A — C définie par v(p) = Z lp(z;)I?

soit 0 sur supp (1). De ’hypothése il résulte que J (v(p))* du(p) > 0. La fonctxon

w: A - C définie par w(p) = u(p)/v(p) pour p € supp (u) et O pour p e A\supp (u) est
continue et par suite il existe Ae C et y € W tels que

sup we) — 4 — w(o)l < /2/ (2 / J~(v(»0))2 du(n))-
pe

2

En tenant compte que w(8) = (6) = 0 on obtient

Jlu(p) — v(p)Y(p)* du(p) < &
Q2
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ce qui avec 2.3.12 démontre la nécessité de la condition 2.3.2.

2.4. REMARQUE. Comme dans [5] on peut obtenir le théoréme 2.3 4 partir du
théoréme fondamental Berg-Maserick sur les fonctions définies positives et
exponentiellement bornées [3], p. 169, théoréme 2.1.

2.5. REMARQUE. Avec les notations utilisées pour la démonstration de la
suffisance des conditions du théoréme 2.3. soit f une fonction O — C, 4 support
compact, positive et telle que {p€ O | f(p) > 0} + J. Sionpose F(6) = 0, Flo = f
on obtient une fonction continue K — C.

Soit v(f) = 0. Il résulte de 2.3.9 que pour tout ac L on a

vu(F)'—_-vaIO(f):v(f;lO.f):O

Mais de la relation 2.3.3 il résulte qu’il existe un élément V de A tel que F soitdela
forme p— @™ !(p)(V). En utilisant 2.3.4 et le fait que I'ensemble {n(t) | te T} est
total dans H, on obtient que V est 0 et par conséquent que f = 0. Cette
contradiction avec ’hypothése montre que le support de la mesure v est 0.

2.6. REMARQUE. En adaptant le théoréme 2.3 pour un semi-groupe avec
élément neutre on peut reobtenir le théoréme fondamental Berg-Maserick et la
résolution du probléme des moments donnée dans [1], théoréme 2.5.

2.7. REMARQUE. Le théoréme 2.3 est une extension des théorémes 1, 4 et 5 de
[51

2.8. REMARQUE. La condition que les (g;),.r soient des noyaux définis positifs
peut étre exprimée par des conditions apparemment plus faibles. On va le
montrer dans la suite.

On dit qu’une fonction v: T — J0, oo[ est une valeur absolue sur T si

v(xy) < v(x) v(y) et v(t*) = v(t).

PROPOSITION. Soient g: T x T — C une bi-fonction définie positive et v une
valeur absolute sur T. Les conditions suivantes sont équivalentes:
a) Pour tout te T la fonction

(x, )= v(tt*) g(x, y) — g(tx, ty) est un noyau défini positif.
b) On a pour tout (t,x)e T?
g(tx, tx) < (u(2)) g(x, x).
) Pour tout x € T il existe un nombre positif b(x) tel que pour tout te T on a

g(tx, tx) < (v(t))*b(x).
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DEMONSTRATION. Les implications a)=>b) et b)=>c) sont triviales. c)=a)
résulte de [5], p. 103 et [2], p. 90, 1.12.
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