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FONCTION DE GREEN PLURICOMPLEXE A POLE
A L’INFINI SUR UN ESPACE DE STEIN
PARABOLIQUE ET APPLICATIONS

AHMED ZERIAHI

§0. Introduction.

Dans la théorie classique du Potentiel en une variable complexe, la fonction de
Green g associée a un compact K non polaire de la droite complexe joue un rdle
fondamental et posséde de nombreuses applications notamment a I'interpolation
et a 'approximation polynomiale des fonctions holomorphes d’une variable
complexe comme le montrent les traveaux classiques de S. Bernstein ([Bs]),
F. Leja ([Lej]) et J. L. Walsh ([W1]).

Dans son important travail ([Sc. 1]) J. Siciak a introduit la fonction extrémale
d’un compact de C pour étendre la fonction de Green classique et généraliser aux
fonctions holomorphes de plusieurs variables complexes, certains résultats de
S. Bernstein, F. Leja et J. L. Walsh cités plus haut.

Plus tard par une approche différente, V. P. Zaharyuta ([Za, 2]) a observé que
la fonction extrémale de Siciak, définie initialement a 'aide des polynomes, est en
fait liée 4 une classe naturelle de fonctions plurisousharmoniques (p.s.h.) & crois-
sance minimale sur C". Cette classe de fonctions p.s.h. avait été introduite dans
un autre contexte par P. Lelong [Lel, 2].

Avec les traveaux de E. Bedford et B. A. Taylor sur l'opérateur de
Monge-Ampére Complexe et la “Théorie du Potentiel Pluricomplexe” associée,
la fonction extrémale d’un compact apparait comme la solution généralisée d’un
probléme de Dirichlet avec pdle a I'infini pour ’Opérateur de Monge-Ampére -
Complexe sur le complémentaire de ce compact ([B-T, 2]).

Le but essentiel de ce travail est d’étendre la théorie des fonctions extrémales
a certains espaces de Stein, comprenant les variétés algébriques affines et d’en
donner des applications. Il semble que la possibilité de faire une telle théorie sur
unespace de Stein X de dimension pure n = 1,soit liée a I'existence d’'un potentiel
parabolique sur X ie. une fonction g: X — [— oo, + oo[ p.s.h. continue et
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exhaustive vérifiant I’équation de Monge Ampére Complexe (dd° g)" = 0 au sens
des courants sur X\g~!(—o0). Le premier exemple important est celui des
variétés algébriques affines. C’est dans ce cas que nous obtenons une version
geénéralisée du théoréme d’approximation de Bernstein-Walsh obtenu par J.
Siciak dans C" ([Sc, 1]) (voir aussi [Za, 2]).

Au paragraphe 1 nous rappelons quelques définitions et résultats connus sur
les fonctions p.s.h. sur un espace complexe. Au paragraphe 2, nous étudions “la
mesure et le potentiel d’équilibre” associés a un condensateur dans un espace de
Stein, pour lesquels nous obtenons un Principe du Maximum qui joue un role
important dans les applications ((N-Z], [Ze], [Ze, 3]).

Aux paragraphes 3 et 4 nous introduisons la fonction de Green pluricomplexe
a péle a I'infini et développons la théorie des fonctions extrémales a croissance
minimale sur un expace de Stein parabolique. Enfin au paragraphe 5 nous
abordons le cas des variétés algébriques affines ou nous donnons des applications
a lapproximation polynomiale et rationnelle des fonctions holomorphes.

La plupart des résultats exposés ici sont contenus dans la thése de l'auteur
([Ze, 2]) avec cependant quelques modifications.

§1. Fonctions plurisousharmoniques sur un espace complexe.

Tous les espaces complexes considérés ici sont réduits et de dimension pure. Si
X est un tel espace complexe de dimension n 2 1, on désignera par X, la variété
analytique complexe des points réguliers de X et par X;,, I'ensemble singulier de
X, qui est un sous-ensemble analytique de X de dimension < n — 1 en tout point.

Nous allons rappeler quelques définitions et résultats qui seront utilisés fré-
quemment dans la suite.

DfriNITION 1.1. Une fonction u: X — [ — o0, + oo[ est plurisousharmonique
(p.s.h. en abrégé) si pour tout point ae X et tout plongement local h d’un
voisinage U de a dans X, dans un voisinage W de h(a) dans C", il existe une
fonction p.s.h. ¥’ sur un voisinage de h(a) contenu dans W telle que «’ o i coincide
avec u au voisinage de a. On définit de la méme fagon la notion de fonction
holomorphe sur X.

Le résultat suivant de Fornaess-Narasimhan [F-N] est fondamental dans
I’étude des fonctions p.s.h. sur une expace complexe.

THEOREME 1.2. ([F-N]). Une fonction u:X —[—o0, + o[ semicontinue
supérieurement est p.s.h. sur X si et seulement si pour toute fonction holomorphe h:
4 — X (A étant le disque unité de C), la fonction u o h est sousharmonique sur A (la
Jonction identiquement égale @ — oo sur A, étant considérée comme soushar-
monique).
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Dans I'¢tude des fonctions p.s.h. du point de vue de la “théorie du potentiel”
sur un espace complexe, la notion de fonction p.s.h. définie précédemment ne
suffit par car elle n’est pas stable par les opérations usuelles de régularisation
semi-continue supérieurement (s.c.s.) d’enveloppes supérieures comme le montre
I'exemple ci-dessous. Nous sommes donc conduit a la notion plus faible suivante:

DEFINITION 1.3. Une fonction u: X — [ — o0, + oo[ est dite faiblement p.s.h.
sur X si u est p.s.h. sur la variété complexe X,., et localement majorée sur X.

On n’impose pas dans cette définition que u soit s.c.s.. Si u est faiblement p.s.h.
sur X, on lui associe alors une fonction s.c.s. sur X en posant

(1.1 u*(x):= limsupu(x’), xe X.
xace;.:g

La fonction u* sera appelée la régularisée s.c.s. de u sur X. Notons que si u est

p.s.h. sur X alors u = u* est faiblement p.s.h.. La réciproque n’a pas lieu en
général comme le montre I'exemple suivant:

ExeMPLE 1.4. Soit X = {(x,y)eC*:xy = 0}. Soit u la fonction définie sur
X par u(x,0) = 0 si x + 0 et u(0,y) = 1. Alors u est faiblement p.s.h. sur X et
u = u* qui n’est pas p.s.h. au voisinage de (0,0)e X. Notons également que u est
I'enveloppe régularisée s.c.s. de la famille des fonctions p.s.h. sur X définies pour
& > 0 par la formule:

elog(|x| + |yl) siy=0

U, y):= {1 +elog(x| + |y) six=0.

Le théoréme suivant de J. P. Demailly montre en particulier qu’un tel phénom-
éne ne se produit pas en I'absence de points de réducibilité locale.

THEOREME 1.5. ([D]). Soit X un espace complexe et u: X — [ — oo, +oo[ une
fonction faiblement p.s.h. sur X. Alors on a les propriétés suivantes:
1) Side plus X est localement irréductible, alors u* est p.s.h. sur X
2) Silarestriction deu d chaque composante irréductible de X est p.s.h. alors uest
p.s.h. sur X.
3) Siu est continue sur X alors u est p.s.h. sur X.

Nous allons maintenant donner une version utile dans le cadre des espaces
complexes du lemme de Hartogs classique ([Lel, 1]).

THEOREME 1.6. Soit (u;) une suite localement majorée de fonctions faiblement
p.s.h. sur un ouvert Q de X telle que

(12) lim sup u;(x) £ 0 sur Q.

Jj= o
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Alors pour tout compact K = Q et tout ¢ > 0, il existe un entier j, = jo(s; K) tel que:
(1.3) uf(x) < VxekK, Vj 2 jo.

DEMONSTRATION. Le probléme étant local, on peut se ramener a la situation
ou Q est un sous-ensemble analytique d’un certain polydisque U’ de C¥ tel que la
suite (u;) soit uniformément majorée sur 2. Modulo un changement de variables
dans CV, on peut trouver un polydisque U cc U’ tel que pour tout I =
{iy <...<ipy ={1,2,...,N} la projection n;: QU — U; sur le n-plan de
coordonnées(z;,,. . ., z;,) soit propre a fibres finies. De plus pour chaque [ il existe
un sous-ensemble analytique S; < U, tel que si Y;:= n; *(S;) lapplication
7:(Q N U\ Y; = U\S; soit revétement fini a m; feuillets (voir [Na]). Alors la
fonction définie pour chaque j par la formule:

(1.4 uj(y) = sup {u;(x); n,(x) = y}, ye U\S;.

est p.s.h. et bornée sur U;\S;. On peut donc la prolonger en une fonction i} p.s.h.
et bornée sur Uy; de plus la suite () est uniformément majorée sur Uy et d’aprés
(1.2)ona

1.5 limsup #j(y) £ 0 VyeU,.
j= o
Soit w un ouvert de Q tel que w =< Q et soit ¢ > 0. Comme 7;(w) =< Uy, le
lemme de Hartogs classique ([Lel, 1]) montre qu’il existe un entier j; > 1 tel que
I’on ait:

(1.6) #(y) < & Vyem(w), Vj 2 ji.

Les inégalités (1.6) ont lieu pour chaque multi-indice I = {1,2,...,N} de
longueur n. De (1.4) et (1.3) il résulte alors que pour chaque I, on a:

%) u(x) < &, Vxea\Y;, Vj 2 jr.

Il en résulte facilement qu’il existe un entier j, > 1 tel que u;(x) < ¢ pour tout
X €Wy €t j 2 jo. Par régularisation, il en résulte que (1.3) est vérifiée avec w au
lieu de K. Le théoréme est prouvé.

Dans toute la suite on notera P(X) (resp P(X)) le cone des fonctions p.s.h. (resp
faiblement p.s.h.) sur X, non identiquement égale & — co sur aucune composante
irréductible de X.

L’opérateur de Monge-Ampére complexe (ddu)" est bien défini pour u p.s.h.
localement bornée sur la variété analytique complexe X, [B-T,2]. Il en résulte
quesi ue P(X) N L2, (X), alors (ddu)" est un courant positif fermé de bidegré (n, 1)
sur la variété complexe X,.;, nous voulons prolonger ce courant par 0 sur Xjing-
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LEMME 1.7. Soit ue P(X)n L2 (X). Alors le courant positif fermé (dd°u)* sur
Xi g, €5t de masse localement fini au voisinage de chaque point de X;,,, i.e. pour toute
partie compacte E < X, ona

(1.8) J (dduy < + 0.
EnX;eg

DEMONSTRATION. Le probléme étant local, on peut se ramener par un plonge-
ment local au cas ou X est un sous-ensemble analytique de dimension pure n d’un
certain polydisque U’ de C" et u faiblement p.s.h. et bornée sur X n U’. Aprés
changement de coordonnées dans CV, on peut trouver un polydisque U cc U’
tel que pour tout multi-indice I = {iy,...,i,}avec1 <i; <i, <...<i, £ N,la
projection n;: X nU — U; soit propre a fibres finies et en dehors d’un
sous-ensemble analytique S; = Uy, n: X n U\ Y; - Uy\S; soit un revétement
fini, o Y; = n; *(S;) (voir la preuve du Théoréme 1.6). Posons alors pour chaque
I,

(1.9 u(y) = Z u(x), ye U\S;.

nr(x)=y

uy est p.s.h. bornée sur U;\S; < C,. Elle se prolonge donc en une fonction p.s.h.
iy bornée sur la polydisque U;. De plus on a

(n,)*(ddcu)" = (dd‘u;)” sur UI\SI’

au sens des courants, l'image directe étant définie par dualité.
Il en résulte quitte a rétrécir U, que I'on a pour chaque I:

(1.10) j (ddeuy* = J (dde uy)* = J (dd° ;)" < + 0
XAU\Yy U\Sy Ur

puisque le courant (dd°d;)" est de masse localement finie et ne charge pas les
ensembies pluripolaires de Uj.
11 découle de (1.8) 'estimation suivante

(L11) f (ddcu)"ng (dd° i)' < + 0.
UnX;eg 1JUy

Ce qui prouve notre assertion et par 14 méme I’estimation (1.6).

Le lemme permet donc de poser pour ue€ P(X) N L3.(X) et E compact < X:

(1.12) J’ (dd°u):= J (dd° u)".
E EnX;eg
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Pour chaque ouvert Q c X, et E compact < £, on peut définir la capacité de
E relativement a Q par

(1.13) €(E;Q):= sup {f (dduw;ueP(Q),0<u< 1}
E

Par rapport a la définition de Bedford ([Bd]) nous avons pris la borne
supérieure des masses de Monge Ampére sur E pour toutes les fonctions faible-
ment p.s.h. et pas seulement les fonctions p.s.h. sur Q.

En fait le résultat est le méme car d’aprés Bedford [Bd], on a:

(1.14) C(E; Q) = f (dd° b o)
E

ou hg g est la fonction extrémale associée a (E, ) et définie par
(1.15) heo(x):= sup {u(x); ue P(Q), u < 1 et uly < 0}, xe Q.

Le fait de considérer dans (1.11) des fonctions faiblement p.s.h. est motivé par
la formule (1.14) car en général la fonction h¥ ,, n’est pas nécessairement p.s.h.
comme le montre I'exemple suivant:

EXEMPLE 1.8. Soit X := {(x,y)e C% xy =0}, Q:= {(x,y)e X; |x| <e, |y| <e}
et K={(x,y)€; y=0 et |x| <1}. Alors on vérifie facilement les formules
suivantes:

hg,a(x,0) =log™ |x|, si|x| <e
hx.al0,)) = 1, si0<l<e.
On en déduit que:
h¥ o(x,0) = log ™ |x| si0<|x|<e
h%a0,y) = 1silyl <e
et donc ht ; west pas p.s.h. au voisinage de (0,0).

D’aprés Bedford ([Bd)] la capacité extérieure C*(2 N Xjinq; ) = 0, ce qui
prouve que la formule (1.10) définit (dd° u)" comme un courant positif de masse
localement fini sur X pour ue P(X) n L2 (X), qui ne charge pas I'ensemble X,

Rappelons qu’un sous-ensemble E < X est dit pluripolaire si pour toutae E, il

existe un ouvert w de X contenant a, une function u € P(w) telle que ug, = — o0.
D’aprés Bedford ([Bd]) le théoréme de Josefson s’étend au cas d’un espace de
Stein i.e. si E < X est pluripolaire alors il existe ue P(X) telle que y|lE = —©

(voir [J] dans le cas X = C").
Nous aurons besoin du Principe du maximum et du principe de domination
pour 'opérateur de Monge Ampére complexe.
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PRINCIPE DU MAXIMUM 1.9. Soit Q cc X et u,ve P(Q) n L2, (Q) telles que

loc

u* = v* sur bQ et (dd° u*)* < (dd°v)" sur Q. Alors on a u* = v* sur Q.

PRINCIPE DE DOMINATION 1.10. Soit =< X un ouvert, u,ve F(Q) 1 IZ,_(Q)
vérifiant les deux propriétés suivantes:

() limsup,..po|u*(x) — v*(x)| = 0

(i) [oe <o (ddu*)” = 0.

Alors v* < u* sur Q.

Ces deux résultats se démontrent a partir du Théoréme de comparaison de
Bedford [Bd] suivant la méthode initiée par Bedford et Taylor ([B-T, 2]).

Une étude compléte des courants de type Monge Ampére dans le cas singulier
est faite par J. P. Demailly dans [D].

§2. Mesures et potentiels capacitaires extrémaux.

Dans ce paragraphe X sera un espace de Stein de dimension pure n. Un ouvert
Q < X est dit hyperconvexe s’il existe une fonction p.s.h. p:Q — ]—o00,0[ telle
que {xe; p(x) < ¢} cc Q pour tout ¢ < 0. (On dira que p est une fonction
p.s.h. négative exhaustive sur Q).

On appellera condensateur sur X la donnée d’un couple (K, Q) ou Q est un
ouvert hyperconvexe de X et K un compact de Q qui rencontre chaque com-
posante irréductible de Q en un ensemble non pluripolaire.

A chaque condensateur (K, 2) on associe la fonction extrémale

2.1 hg o(x):= sup {u(x); ue P(Q), u < 1 et u/K < 0}, xe Q.

D’apreés Bedford et Taylor [B-T,2], la fonction h¥ g, est faiblement p.s.h. sur Q et
vérifie I'équation de Monge Ampére Complexe:

22 (dd° hE o) = 0 sur Q\K.

La mesure de Radon positive ug, & laquelle siidentifie le courant positif
(dd° h¥ )", modulo le choix d’une forme volume sur la variété complexe X, est
donc portée par K et de masse totale égale 4 la capacité ¢(K, 2) du condensateur
¢ = (K, Q). On I'appellera mesure d’équilibre du condensateur ¢ = (K, Q) et on la
notera p,. h¥ , sera dit potentiel d’équilibre du condensateur c.

La propriété essentielle de cette mesure est donnée par

ProrosiTION 2.1. Soit ¢ = (K,Q) un condensateur de X et p. sa mesure
d'équilibre. Alors pour toute partie borélienne E < K telle que p(E) = p(K), on
ahtq=h%qsur Q.

DEMONSTRATION. 1) Supposons d’abord @ =< X. Soit p une fonction p.s.h.
négative et exhaustive sur €. Il existe une constante 4 > 0 telleque Ap + 1 <0
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sur K. Onaalors Ap + 1 < hy, n sur Q et puisque E — K, ona aussi hg o < hg .
Ilenrésulte que Ap + 1 < hf o < hi , sur Q. Comme p tend vers 0 au bord de ,
on en déduit que les deux fonctions faiblement p.s.h. sur Q tendent vers 1 au bord
de Q. Pour prouver que hf ,, < h§  sur £, il suffit donc, d’apreés le principe de
domination pour l'opérateur de Monge-Ampére Complexe rappelé au §1, de
prouver que I'ensemble {x e Q; h¥ o(x) < h} o(x)} est de (dd° h} o) masse nulle
dans Q. En effet par définition des fonction extrémales, les ensembles
N;:= {x€Q;hg o(x) < hf o(x)} et Ny:= {x€Q; hg o(x) < h} o(x)} sont, 4 un en-
semble pluripolaire prés qui est 2 N X,;,., des ensembles pluripolaires d’apres
([B-T,2]). Par conséquent I'ensemble N := N; U N, est pluripolaire dans Q et
donc p(N) = 0. Il en résulte que I'ensemble {xeQ; h¥ o(x) < hf o(x)} = (RQ\E)UN,
avec u.(N) = 0. Comme d’apres (2.2) le support de . est contenu dans K, et que
par hypothése u (K\E) =0, il en résulte que I'ensemble {h% , < h¥ n} est de
p-mesure nulle. Ce qui prouve notre assertion. On en conclut que hf o < hf o sur
Q. D’ou hf ; = h§ g sur Q.

2) Dans le cas général, on considére Q,:= {xe 2 h¥ o(x) < o} avec a€]0, 1[

tel que K < 2, c< Q. Alors on montre facilement que h¥, = éh}‘,g sur Q,
pour tout E < K, de sorte que le condensateur c,:= (K,£,) a pour mesure
d’équilibre u,, = 7:7 - 4. Le résultat de la proposition est alors une conséquence
du premier cas appliqué a 2, c< Q.

ProPOSITION 2.2. Soit (K, Q) un condensateur de X et E = K. Alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes:
(@) htqo = htqsur Q.
(ii) Il existe un ouvert D — X tel que Ko < D cc Q et h¥ p = h¥ p sur D.
(iii) Pour tout ouvert G de X tel que K, < G, on a ht g = h% g sur G.

DEMONSTRATION. Il est clair que (iii) = (i). Il suffit donc de prouver que
(i) = (ii) = (ii).

1) (i) = (ii). Soit p une fonction p.s.h. négative et exhaustive sur Qetae]—1,0[
tel que K < {xe2; p(x) < a} =< Q. Posons alors D:= {xe2; p(x) < a}. On
abiensir K, ¢ D cc Q. Montrons que h , = h% , sur D. Soit u € P(D) telle que
u < 1etulE £0. Posons

_ fsup{u,p—c} surD
T lp-c sur Q\D.

Alorsvest p.s.h. sur Q,v < 1ety|E < 0;doncv < h¥ o sur Q. Comme d’apres (i)
h% o = h% 5, 0onen déduit que v < Osur K\ A o0 4:= {x € Q; hg g(x) < h¥ o(x)} et
donc u £0 sur K\A. On a alors par définition de la fonction extrémale,
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u < hg4,p- Comme A est pluripolaire ([Bd], [(B-T,2]), on voit facilement, grice
au théoréme de Josefson rappelé au §1, que h¥, , , = h¥ ,etdoncu < h¥ psur D.
On a finalement prouvé que hf ;, < hg ;, sur D. Comme lautre inégalité est
évidente, on obtient (ii).

2) (ii) = (iii). Soit D « < X 'ouvert fourni par la condition (ii). Soit G un ouvert
quelconque de X tel que K = G. Soit p: Q » ]— 00, 0[ p-s.h. exhaustive sur Q et
a<1 tel que KcQ,:={xeQ;p(x) <a} c= DN G. Soit ueP(G), ulE <0.
Posons comme précédemment

b= {5UP {u,p —a} surQ,
T lp—a sur D\Q,.

Alorsvest p.s.h. sur D,v|E < Oetv < M:= supp(p — «). Par suite,v £ Mhg p
sur D. Puisque h} ;, = h§ p, on en déduit comme précédemment que u < hy, 4,6 €t
donc hf ; < h% ;. L’autre inégalité étant évidente, on a donc hf ; = hf ;, d’ou
(iii).

Nous allons maintenant introduire la notion de régularite:

DerFmNITION 2.3, Soit (K, 2) un condensateur de X. On dira que K est
P-régulier (dans Q) au point asi h§ 5(a) = 0. Cela impliqueae Kg. Un argument
du type utilisé dans la preuve de la proposition 2.2 montre que si G > K g, alors la
condition h§ o(a) = 0 équivaut a h¥ c = (a) = 0.

Le compact K est dit P-régulier (dans ) si hf , = 0 sur K.

Des exemples de tels compact se trouvent dans ([Sa,2], [P,2]). D’autres
exemples seront donnés au paragraphe 3.

Nous allons maintenant énoncer un principe du maximum. Soit ¢ = (K, Q)un
condensateur P-régulier de X. Pour une fonction u p.s.h. au voisinage de K, on
posera:

(2.3) c-supessu:= inf {supu; E = K, h¥ 5 = h¥ o}
E

PROPOSITION 2.4. Soit ¢ = (K, Q) un condensateur P-régulier ce X. Alors pour
toute fonction u p.s.h. sur un voisinage de Kq, on a

2.4 Cc-Supessu = Sup u.
K K
DEMONSTRATION. Il est clair par définition que c-sup essk u < supg u. Inverse-
ment supposons que u soit p.s.h. sur un ouvert D > K getsoit G un ouvert tel que
Ko = G cc D. Soit ¢ > 0, il existe une partie E = K telle que h¥ o = hf g et
SUPEu < m + &£ o0 m: = c-sup essg u. Posons M = supg u; par définition de hg g,
il en résulte que u < m + ¢ + (M — m — &)h% . D'aprés la Proposition 2.2, on
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aaussi hf ; = hi g et par suite on en déduit que u < (m + &) + (M — m — g)h§ ;.
La P-régularité se traduit par la condition k¥ ; = 0 sur K. Il en résulte alors que
u < m + ¢ sur K; d’ou supx u + &. Comme ¢ est arbitraire, on en déduit (2.4).

Nous allons maintenant prouver une version plus précise du théoréme 1.6:

THEOREME 2.5. Soit (K, ) un condensateur de X et (u;) une suite localement
majorée de fonctions faiblement p.s.h. sur Q. On suppose qu’il existe une partie
E < K vérifiant h§ o = h§ g et telle que:

(2.5) limsupu¥(x) £ 0, VxeE.
Jj— oo
Alors si K est P-régulier au point a, pour tout ¢ > 0, il existe un entier
Jo:=Jjo(&, K) > 1 et un voisinage w de a tels que:

(2.6) u¥(x) e VYxew,VjZjo.

DEMONSTRATION. Posons u = lim sup;., ,, ;. Compte tenu de ’hypothése, u*
est faiblement, p.s.h. sur Q. Posons §":= {x e Q;u(x) < u*(x)} et S:= S’ U Qing.
L’ensemble S est pluripolaire ([Bd],[B-T,2]) et donc d’aprés le théoréme de
Josefson dans le cas singulier rappelé au paragraphe 1 ([Bd]), on peut trouver
we P(X) telle que w = — oo sur S. Soit D un ouvert de X tel que Ko = D cc Q.
Quitte & remplacer w par Aw + B (ou A > 0, Be R), on peut toujours supposer
quew S Osur Ketw £ 1sur D. Soit ¢ > 0, d’aprés le théoréme 1.2, u* + ew est
p.s.h. sur Q et si M:=suppu*, on a u* + ew < (M + ¢) hgs,p. Comme S est
pluripolaire, on montre facilement que hfs o = hf o, ce qui d’aprés ’hypothese
sur E implique u* + &-w < (M + g)h§ 5. On en déduit en passant a la limite sur
¢ — 0, que u* < Mh} ;, sur D\w™!(— o0).

Comme I'ensemble w™*(— o0) est pluripolaire, on en déduit que u* < M -h
sur D et donc u*(a) < Mh¥ ,(a) = 0. Soit ¢ > 0, 'ensemble {x e D;u*(x) < ¢/2}
est un voisinage de a et une application directe du Théoréme 1.6 donne immeédi-
atement (2.6).

Les résultats précédent mettent clairement en évidence I'importance de la
condition k¥ , = h§ o pour une partie E K. Cela justifie la définition suivante:

DEFINITION 2.6. Soit (K, Q) un condensateur de X. Une mesure de Radon
positive u sur K est dite extrémale si pour toute partie borélienne E — K telle que

M(E) = p(K), on a hf o = h¥ .

ExeMPLE 2.7. Soit (K, ) un condensateur tel que K, = K. Alors pour tout
ouvert G o K, ug ¢ = (dd° h c)" est une mesure extrémale sur K, d’apres les
propositions 2.1 et 2.2.
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ExeMPLE 2.8. Soit X une variété kihlérienne de (1.1) forme fermée w. On note

1 . .
w, = —;@” la forme volume de la dimension complexe p < n = dim X. Soit

D cc X, un domaine a bord lisse et Gp(x, y) le noyau de Green de D pour le
Laplacien Kéhlérien sur X associée 3 w. On a alors

2.7) dd° Gp(,y) A Wy—1 = 40, w,sur D

au sens des courants, dy étant la mesure de Dirac au point y et ¢, étant une
constante. Prolongeons continument G, par 0 sur X\D. On a alors la formule
suivante dite “de Poissons-Jensen”, qui résulte de (2.7)

2.8) u(x)= c;lf ud Gp(x,)) A w,_q — c,,"J Gp(x,))ddu A w,_,
bD D

pour toute fonction u sousharmonique sur D.

La mesure définie par la 2n — 1 forme d°Gp(x,") A w,_, sur bD est la mesure
harmonique sur bD au point x € D. On la notera v,. On sait que pour deux points
x,x'eD v, et v,. sont équivalentes. Fixons ae D, il en résulte griace a (2.8) que
u(x) < v, -supessp u pour tout xe D. On en déduit grice a la régularité de bD,
que Supp u = v, -sup ess,p ¥ pour toute fonction u p.s.h. sur un voisinage de D. La
mesure harmonique v, sur K = D est une mesure extrémale sur K d’aprés la
Proposition 2.4.

REMARQUE. Si (K, Q) est un condensateur P-régulier alors pour toute mesure
extrémale psur K on a y -sup essg u = c-sup essg u = supg 4, d’apres la Proposi-
tion 2.4.

Nous allons déterminer le support de la mesure d’équilibre d’'un compact non
pluripolaire.

Soit (K, 2) un condensateur de X et K la fermeture de 'ensemble des points
réguliers de K; Ko := {x€ K; h o(x) = 0}. On désigne par 0,(K) la fronticre de
Shilov de I'algébre uniforme A(K,) engendrée par les restrictions a Ko des
fonctions holomorphes sur Q. Notons que ces définitions ne changent pas si on
remplace Q par un ouvert D > K.

PROPOSITION 2.9. Soit (K, ) un condensateur de X. Alors on a les propriétés
Suivantes:

(i) Pour toute mesure extrémale p sur K, on a ;Ko < supp (n)-

(i) Pour tout ouvert D > K, le support de la mesure d’équilibre (dd‘hg p)
coincide avec d,K,.

DEMONSTRATION. Soit p une mesure extrémale sur K et a€ Ko\ supp u. I
existe alors un voisinage w de a dans K tel que u(w) = 0. Comme K\K est
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pluripolaire [B-T,2], on en déduit facilement que hf = h o €t hf .0 = hE\w.0-
L’hypothese sur u permet d’en déduire que hg,, o = hk, o. Cela entraine en
particulier que pour tout fe A(Ko), ona || fllx, = |l f k- Ce qui prouve que
a¢d,Ko d’aprés ((H], Théoréme 3.1.18). La propriété (i) est démontrée.

Pour prouver (ii), il suffit de montrer que le support de (dd°h¥ )" est contenu
dans 0,K,. Posons K : = d,K,,on aalors pourtout feO(Q) | fllx, = Il flx,- Ce
qui signifie que K et K, ont la méme enveloppe O(£2)-convexe et puisque Q2 est de
Stein, ils ont la méme enveloppe P(2)-convexe ([G-R], Corollaire 4, p. 218). On
en déduit alors que hy, o = hy, o €t comme K\K, est pluripolaire, on a aussi
h% o= h%, o, d’ou finalement h% o = h%,. Puisque D o Ky, il résulte de la
proposition 2.2 que 'on a h¥, , = h¥ ;. Par suite d’aprés (2.2) on a (dd°h§ p)" =
(dd® b, p)" = O sur D\K, ce qui prouve que le support de (dd°h¥ p)" est contenu
dans K; = 0,K,.

REMARQUES. 1) La proposition 2.1 a été prouvée dans le cas ou X = C" par
l'auteur et NGUYEN T.V. ([N-Z]).

2) Lorsque X = C", Bedford et Taylor [B-T,3] ont prouvé que la condition
ht o = h§ o est équivalente a I’égalité des capacités €(E; Q) = €(K; Q).

Autrement dit les mesures extrémales de la définition 2.6 généralisent au cas
d’un espace de Stein, les “détermined measures” que J. Ullman a introduites dans
C ([U]) et que N. Levenberg a considéré dans C" ([Lev]).

3) Le support de la mesure d’équilibre a été déterminé pour un compact
régulier par l'auteur et Nguyen T.V. ([N-Z]). Le cas d’'un compact non plu-
ripolaire de C” a été traité par Bedford et Taylor ([B-T,3]).

§3. Potentiels paraboliques sur un espace de Stein et Fonctions extrémales
associées.

Nous voulons définir une fonction de Green avec pdle a I'infini sur certains
espaces de Stein.

Dans toute la suite nous supposerons que X est un espace de Stein de
dimension n muni d’une fonction g: X — [~ 00, + oo[ p.s.h. continue et exhaus-
tive et vérifiant 'équation de Monge-Ampére Complexe au sens des courants:

3.1) @d gy =0 sur X\g~(—oo).

L’ensemble pluripolaire g~ !(— o0) est donc compact et constitute 'ensemble
singulier de g, nous verrons qu’il est non vide.

La fonction g sera dite potentiel parabolique sur X et (X, g) sera dit espace
parabolique suivant la terminologie de W. Stoll ([St]). :

On désigne par Z,(X) la classe des fonctions v € P(X) vérifiant

3.2) v(x) ¢, + gt (x), VxeX
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ol ¢, est une constante ne dépendant que de vet g* := sup {g, 0}. On désignera
aussi par ,S’Z,(X ) 1a classe des fonctions v € #(X) et vérifiant (3.2).

A toute partie E =< X, on associe la fonction extrémale de E, relativement au
potentiel g, définie par:

(3.3) ge(x):=sup {v(x);ve Z,(X),v|E £ 0}, xeX.

On définit également les fonctions holomorphes sur X a croissance g-poly-
nomiale sur X:sid > 1est un entier, on désignera par 2;/(X) I'espace vectoriel des
fonctions f holomorphes sur X et vérifiant:

(G.4) IfG) < el + ), VxeX,

ou 7(x): = exp g(x) pour x € X, et ¢, > Oest une constante ne dépendant que de f.
Donnons tout d’abord quelques exemples élémentaires:

ExeMpLE 3.1. L’exemple classiique est X = C", n = 1 muni du potentiel para-
bolique /(z) = log |z|. Dans ce cas la fonction (3.3) n’est autre que la fonction
extrémale de Siciak-Zaharyata que nous noterons l; dans la suite ([Sc,1],
[Za,2]).

ExeMPLE 3.2. Soit n: X — C" une application holomorphe et propre, alors
g(x):= log|n(x)| est un potentiel parabolique sur X. En particulier si X est une
variété algébrique affine de dimension n, il résulte du théoréme de Normalisation
qu’il existe 7: X — C" holomorphe et propre et donc X peut étre muni d’un
potentiel parabolique. Ce cas fera I'objet d’une étude plus détaillée au §5.

EXEMPLE 3.3. Soit (P;);» une suite de polynémes sur C"et d;:= deg P;,j = 1.
On suppose que I'ensemble A:= U2, P; '(0)est ferméet 0¢ A. Alors X = C"\4
est un ouvert de Stein et si on pose M;:= supy; = |Pj(z)| (j = 1), la fonction

1 P; .
v(2):= Z}’; 1 —ﬁlog —l—’ﬁ(zl, est p.s.h. sur C" pluriharmonique sur X et
J J
v~ !(—o0) = A. De plus v(z) < log™ |z| sur C".

Par conséquent la function g(z): = log|z|> — v(z) est un potentiel parabolique

sur X.

Le résultat suivant permet de construire d’autres exemples.

ProposITION 3.4 ([St]). Pour chaque i = 1,2, soit X; un espace complexe de
dimension n; et g; une fonction p.s.h. localement bornée sur un ouvert Q; de X; telle
que (dd° g;)" = 0 sur Q.

Posons pour x = (xy,Xx,)€, x 25,:

u(x): = log (e + ¢%) et v(x): = sup {g1(x1), 42(x2)}-

Alors u,v sont p.s.h. sur Q et vérifient
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(dd°u)" = (dd°v)" = Osur Q; oun=n; + n,.

DEMONSTRATION. D’aprés le Théoréme 1.2 de Fornaess-Narasimhan et ((H],
corollaire 1.6.8) u est une fonction p.s.h. sur X. Pour montrer (dd°u)" = O sur
Q, x Q,, nous allons reprendre un calcul fait par Stoll ([St]).

Posons

@1(x) = expgi(x1), @2(x):= expg(x,)
et
P(x):= @,(x) + @,(x), pour xe X.

Comme tous les courants que nous allons considérer ne chargent pas les en-
sembles pluripolaires, on peut supposer que X est une variété complexe, de sorte
que par régularisation locale, tous les calculs que nous allons faire ci-dessous sont
justifiés grace aux Théorémes de convergence pour 'opérateur de Monge-Am-
pére Complexe (voir [B-T,2] et [D]).

Puisque ¢, et ¢, ne dépendent que de 'une des deux variables x,, x,, on a:

(3.5 (dd° @) = 0, (dd° @,)** = 0 sur X si ky > ny, ky > n,.

D’autre part, on a également au sens des courants:

dd¢;  do A d°g;
o o}

i 13

dd‘log ; = sur {¢; > 0},i=1,2.

L’hypothése sur g; entraine alors:
(3.6) Odd° o))" = nido; A d° @; A (dd° i) * sur &;
ond;=0Q, x X,etQ, =X, x Q,.

De plus d’aprés (3.5) on a les deux équations suivantes:

(3.7 n(dd gy ! = (:) {n,(dd° @,)" A (dd° @)1
+ ny(ddo, )" ™1 A (dd° @,)"?}
(3.8) (dd° )" = (:1)'((111‘ Q)" A (dd @,)"

au sens des courants sur X.
De I’équation (3.7) il résulte facilement:

ndo Ado A [dd o)t =
n
(3.9 = (ﬂx) {nidoy A d @y A @& @) ™1 A (dd° @,) +

+ n2do; A d° @y A (dd° Qi)™ A (dd o)1)
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Pour obtenir cette équation nous avons utilisé le fait que do; A d°@; A
(dd° ;)" = O pour des raisons de degré et que les 2-formes dp; A d° @, etdo, A
d° ¢, ont méme composante de bideegré (1,1).

En reportant les équations (3.6) dans (3.9), on obtient

_ n ny
(3.10) ndo A (d¢ A (dde) ' = (n )(qh + @2)dd° @,)" A (dd° @,)
1
au sens des courants sur Q = Q; x Q,.
Les équations (3.8) et (3.10) impliquement donc:

@"* 1 (dd log ¢)" = (dd° )" —ndo A d°@ A (dd° @)~ =0

au sens des courants sur Q. Ce qui prouve que (dd°u) = 0 sur Q.
Pour chaque entier k = 1, 1a fonction définie par

1
U (x) = ;log (ek‘gl(xl) + ek-yz(xz))’ xeX

est alors p.s.h. sur X et vérifie (dd° u,)" = 0 sur Q.

Comme la suite (1) croit vers v sur X, il résulte des théorémes de convergence
pour l'opérateur de Monge Ampere Complexe ([B-T,2]) que (dd° v)" = lim, ., o,
(dd°u,)" = 0 au sens des courants sur Q.

ExeMPLE 3.5. Soit (X}, g,) et (X,, g,) deux espaces de Stein paraboliques de
dimension respective n; et n,. Soit X:=X; xX,, n=n;+n, et
g =sup{g,,g,} alors d’aprés la proposition 3.4, on a (dd°g)" =0 sur
{g1 > — 0} x {g, > —0}. Or les deux ensembles {g; > — o0} x g; }(—o0)et
g1 Y(—o0) x {g, > —oo} sont pluripolaires dans X, contenus dans l'ouvert
{g > — oo} sur lequel la fonction g est est localement bornée. Par conséquent ces
ensembles ne portent pas de masse du courant (dd° g)” et donc (dd° g)* = O sur
X\g !(—o0). Comme g est évidemment continue et exhaustive sur X, on en
déduit que (X, g) est un espace parabolique. Le calcul de la fonction extrémale
pour un produit de compacts se fera au §4.

Voici maintenant un résultat essentiel qui pernet de calculer la fonction
extrémale g dans certains cas.

THEOREME 3.6. Considérons les pseudoboules associées d g pour r > ry:= minyg:
K,:={xeX;g(x) Sr},B,:= {xeX;g(x) <r}.
Alors on a les deux formules suivantes (R > r):

(.11) gx,(x) = sup {g(x) — 1,0} =:(g — )" (x), xe X

G.12) hx..5,(x) = sup {"’g‘)__r' , o} _ = '_) r(") , x&Bp.
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DEMONSTRATION. Il est clair que (g — 7)* est p.s.h. sur X, (g — )" e Z,(X) et
(g —7r* =0 sur K,. On en déduit que (g —r)* < gg, sur X. Pour prouver
l'inégalité inverse, soitve Z,(X) tellequev < Osur K,. Onaalorsv < ¢, + g sur
X, ol ¢, est une constante. Soit ¢ > 0, g étant exhaustive, il existe Ro(e) > r tel que
pour tout R > Ry(¢) on ait v(x) < (1 + ¢)(R — r) pour g(x) = R. Fixons donc
R > Ry(¢) > r; puisque v < 0 sur K,, il en résulte que

(3.13) v < (1 +¢)(g —r)* sur b(Br\K,).

Draprés équation (3.1) on a (dd°(g — r)*)" = 0 sur Bg\K,. En appliquant le
principe du maximum pour 'opérateur de Monge Ampére Complexe (voir §1) on
en déduit que I'inégalité (3.13) a lieu sur Bg\K, etdoncv < (1 + &)(g — r)* sur By
pour tout R > Ry(e). 1l en résulte donc que v < (1 + &)(g —r)* sur X, d’ou
v < (g — r)* sur X. Par définition de gx_celaimplique gy, < (g — r)* sur X. D’ou
la formule (3.11). La formule (3.12) se démontre de la méme fagon.

Grice a ce théoréme, nous pouvons donner des exemples de calcul de la
fonction gg.

ExeMPLE 3.7. Soit X = C” et g une fonction p.s.h. continue et absolutement
homogéne sur C" i.e. g(Az) = |Aq(z), Vze C", YA€ C, telle que ¢~ *(0) = (0) (par
exemple une norme sur C"). Alors g > 0 sur C"\(0) et log q est p.s.h. sur C*
([Lel,1]).

Montrons que (dd°log g)" = 0 sur C"\(0). Supposons d’abord g de classe C2.
Considérons l'espace projectif complexe P"~! de dimension n — 1 et soit
n:C"\(0) - P"~! P'application canonique. Comme g est absolutement homo-
géne, il est facile de voir que I'on peut définir une (1, 1) forme globale w sur P*~*
telle que n*(w) = dd°log g sur C*\(0). Puisque " = 0 sur P*~!, on en déduit que
(dd°log q)" = n*(w") = 0 sur C"\(0). Si g est seulement continue, on peut I’ap-
procher par une suite décroissante (q;) de fonctions p.s.h. absolutement homo-
génes de classe C* sur C"\(0) ([Lel, 1]). On conclut que (dd° log g)" = 0 sur C"\(0)
gréce au théoréme de convergence ([B-T,2]).

Comme log q(z),;-, ~ log|z| la fonction gz pour g = logq coincide avec la
fonction I; de Siciak-Zaharyuta. Si K, = ze C”; q(z) < r, alors d’aprés le thé-
oréme 3.6 on a

Ig,(2) = log* —‘I—f—) = max {0,log q(z) — logr}, ze C".

ExeMpLE 3.8. Soit X = C" et P:C"— C" une application polynomiale et
propre, et soit |- || une norme quelconque sur C". D’aprés I'exemple 3.7 on
a (dd‘log ||z||)" = O sur C"\(0). L’ invariance de I'’équation de Monge Ampére
Complexe par les applications holomorphes montre que (dd° log || P(z)|)" = O sur
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‘ 1
C™\P~(0). Soit d = max deg P;, la fonction g(z) : = — log || P(z)|| est un potentiel
J d

parabolique sur C" vérifiant g(z) £ Cp + log™ |z| sur C", ol C, est une constante.
o P ,
Supposons que liminf), —||7(|?—|— > 0. Alors g* (z) — log™* (z) est bornée sur C"
de sorte que la fonction gg n’est autre que la fonction Iz de Siciak-Zaharyuta.
Posons Kp:= {zeC":||P(z)| < 1}, alors d’aprés le théoréme 3.6, on a

1
(*) Ikel2) = = log* [|P(2)]|, Yz C".

Soit @ : C" — C"-une application polynomiale propreet d; = deg Q;,j = 1,...,n.
Posons 4y:= {zeC"|Q,(z)| £ 1,...,|Q,(2) £ 1}, alorson a

(%) la4(2) = sup {—3— log|Q j(z)l}, VzeC"

En effet si on pose d:=d,...d,, dj:=[[cs;dx et P;:= Q%, alors g = 4p =
{zeC"sup; < ;<. |P{(2)| < 1} et la formule (**) découle de (*).
Ces résultats ont été obtenus par M. Klimek ([K]) par d’autres méthodes.

Le théoréme 3.6 va nous permettre de prouver le résultat suivant:

THEOREME 3.9. Supposons X irréductible et soit E —< X. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes:
(i) E est pluripolaire
(ii) g¥ = +o0osur X
(iii) E est g-polaire i.e. il existe ve £ (X) telle que v|E = — o0

Le preuve du théoréme nécessite le résultat suivant:

LemME 3.10. Soit & < Z,(X) une classe non vide et posons Egz:=
{xe X;sup,.gu(x) < +00}. Alors si F est non localement majorée sur X, len-
semble E & est g-polaire i.e. il existe ve Z,(X), telle que v = — o0 sur Eg.

DEMONSTRATION DU LEMME. Par hypothése, il existe un compact K, < X et
une suite (u;) d’éléments de la classe # tels que supg, u; = 2, pour toutj 2 1. Soit
r > supg, g et posons K:= {xe X;g(x) < r}.

Alors m;:= supgu; = 2/ pour tout j = 1. D’aprés la définition (3.3) et le
théoréme 3.6, on a

(3.14) uSmi+(@g—nr* surX,v; = 1.

D’autre part il existe xoe X tel que limsup;., , {#;(xo) — m;} > — co; en effet,
sinon on aurait lim sup;., , exp(u; — m;) < 0 sur X. Comme d’aprés I'inégalité
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(3.14), 1a suite {exp(u; — m;)} est localement majorée sur X, le théoréme 1.6
implique I'existence d’un entier j, > 1 tel que exp (u; — m;) < 1/2 sur K pour tout
J 2 jo,ce qui contredit la définition de m;. Il en résulte, quitte 4 passer a sous-suite,
que I'on peut supposer qu'’il existe xo € X et g > 0 tels que:

(3.15) uj(Xo) —m; = log €9, Vj = 1.

1 . . X
Posons alors u = Z}"; 1 -27(u ; — m;) sur X. Il est facile de voir grace a (3.14) que

sur chaque ouvert By := {x€ X; g(x) < R}, uest limite d’une suite décroissante de
fonctions p.s.h.. Par conséquent u est p.s.h. sur X et d’apres (3.14) ue Z,(X).
D’aprés (3.15) on a u(xy) = logey > — oo et de plus si xe Eg, on a M(x):=
sup;u;(x) < + oo et donc u(x) = — 0.

DEMONSTRATION DU THEOREME. L’implication (ii) = (iii) résulte immédiate-
ment du lemme et 'implication (iii) = (i) est triviale. Il reste a prouver que
(i) = (ii).

Soits > 1tel que E <« K;:= {x€ X;g(x) < s}. Soit M > 0 un réel quelconque
et r > M + s. D’aprés le théoréme de Josefson rappelé au §1, on peut trouver
ue P(X) telle que u|E = —oo et u £ 0 sur B,:= {xeX;g(x) <r} cc< X. Soit
¢ > 0, la fonction définie par

_ fsup{M + eu(x),g(x) — s} sixeB,
ox) = {g(x) —s si xe X\B,

est dans Z,(X) et v|E < 0. On en déduit que v < g sur X, et en particulier
M + eu(x) = v(x) < gg(x) pour tout xe B,. Comme ¢ >0, Metr > M + ssont
arbitraires, il en résulte immédiatement que gg = + oo sur X\u~!(—c0). D’otl
gF = +oosur X.

COROLLAIRE 3.11. Soit E = X un sous-ensemble pluripolaire. Alors il existe
ve Z,(X) telle que v|E = — c0.

DEMONSTRATION. On suppose d’abord X irréductible. Posons E;:= EN B},
ou B;:= {xeX;g(x) <j}, alors E; c Ej,; cc X et E= U2, E;. D'aprés le
théoréme 3.9, il existe v;€ Z,(X) telle que v;| E; = — co. Chacun des ensembles
pluripolaires v; ! (— oo) est de mesure nulle sur X i.e. localement au voisinage de
chaque point régulier dans un ouvert de coordonnnées, sa mesure de Lebesgue
2n-dimensionnelle est nulle. Par conséquent, on peut trouver un point x,€ X tel
que vy(xo) > — oo pour tout j = 1. Soit r > miny g, et posons m;: = sup {v;(x);
g(x) < r}. On a alors

(3.16) v;Smp+(@—ntsurX, Vi1

Soit (¢;) une suite décroissante de réels positifs telle que Y =, &;m;| < + oo,
2}’11 gjlvi(xo)l < + o et 21°°=1 g; = 1. Alors la fonction v:= Z}“;l gi(v; — my) est
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p.s.h. et ve Z(X) d’apres (3.16). De plus on a v(xp) > — o0 et v|E = —o0. Dans
le cas général, on écrit la décomposition X = U2, X; en composantes irreduc-
tibles. Soit E' = E U X;ng, E’ est pluripole dans X et donc pour chaque j 2 1,
E’ n X est pluripolaire dans X;. Le cas irréductible implique I'existence d’une
fonction v;e Z,(X) telle que v; = — oo sur E' n X pour chaque j = 1 et quitte
a retrancher une constante, on peut supposer que v; < (g —r)* sur X;, ou
r > miny g. Par construction v; = — o0 = v, sur X; N Xj; il en résulte qu’il existe
une fonction v p.s.h. sur X telle que v|X;=v; pour chaque j. De plus
v;<(g—r)7 sur X, v|E = —o0 et vk —oo sur chaque Xj; ce qui prouve le
corollaire.

REMARQUE. Dans la cas ou X = C" muni du potentiel /(z) = log|z|, les résult-
ats précédents sont dis a J. Siciak [Si,2].

COROLLAIRE 3.12. Lensemble singulier g~ *(— o0) du potentiel g est non vide et
rencontre chaque composante irréductible de X. En particulier X n’a qu’un nombre
fini de composante irréductibles.

DEMONSTRATION. Soit 7o : = miny g et pour r > ro posons K, := {x; g(x) S r},
B,:= {xe X;g(x) < r}. Supposons que g~ *(—00) = @, alors r, > — 00 et pour
tout r > ry, on a (dd°g)" = 0 sur B, et g =r sur bB,; d’aprés le principe du
maximum, il en résulte que g = r sur B, pour tout r > ry, ce qui est absurde. Par
conséquent g~ }(—o0) %+ @ et ry = — co. Soit Y une composante irréductible de
X, la restriction de g a Y est un potentiel parabolique sur Y que I'on notera §.
Posons K, = Y n K,, pour r > — oo; d’aprés le théoréme 3.6 gr.=(@—r"sur
Y etdonc d’aprésle théoréme 3.9, K, + @ pour toutr > — oo, ce qui implique que
G (—0)=n2,K_j+Qetdonc Yng *(—o0)+ @. Comme g~* (— o0) est
un compact, il résulte que X n’a qu'un nombre fini de composantes irréductibles.

La notion suivante est importante dans les applications:

DErFmNITION 3.13. Soit K un compact < X et xoe X.

K est dit L-régulier au point x, si g§(x,) = 0.

K est dit localement L-régulier au point x, si pour tout voisinage w de x, dans
X, @ n K est L-régulier au point x,.

K est dit L-régulier (resp. localement L-régulier) s’il 'est en chacun de ses’
points.

Nous allons voir que cette notion de régularité coincide avec celle consi dérée
au §2 et ne dépend donc pas du potentiel g considéré sur X.

PROPOSITION 3.14. Soit K un compact non pluripolaire sur chaque composante
irréductible de X, Q un ouvert de X telque Ky c Q =< X, et E = K. Alorsonales
propriétés suivantes:
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(@) sixoe®, h;:',n(xo) 0<>gg(xo) =
(i) hE o = h¥ o sur Q<>g¥ = g§ sur X.

DEMONSTRATION. Pour prouver (i) supposons d’abord X irréductible. Dans ce
cas la condition h¥ o(x,) = 0implique que E est non pluripolaire dans X d’aprés
([Bd], lemme 5.2). 11 en résulte grace au théoréme 3.9 que gg est localement
bornée sur X et donc M:=supgpgs < +00. On en déduit facilement que
g% < M- hf ; et donc gE(xo) = 0, puisque hf o(xo) = 0

Inversement supposons que g¥(xo) = O et soit s tel que E « K,:= {xe X;
g(x) < s}. Soitr > s + 1 et B,:= {x e X;g(x) < r}, alors pour tout u e P(B,) telle
queu < letu < Osur E,onag — s = usur bB, et donc la fonction définie par la
formule:

(3.17) _ {sup {u,g — s} sur B,

g—s sur X\ B,

est p.s.h. sur X, ve X, ve & (X) et v|E £ 0. Il s’ensuit que v < gg sur X ce qui
implique en particulier que u < gg sur B,. D’ou hg p < gg sur B, et si r est assez
grand pour que x, € B,, on en déduit que hf 5 (x) = 0. D’aprés la définition 3.2,
cela implique hf o(x,) =

Si X n’est plus irréductible, on considére X’ égal a la réunion des composantes
irréductibles qui contiennent x, et on raisonne comme précédemment. La prop-
riété (ii) résulte de (i) en tenant compte du fait que h¥ , = 0 = g% quasi partout
sur K i.e. en dehors d’un ensemble pluripolaire ([Bd], [B-T,2].

REMARQUE 3.15. Pour chaque compact K < X, on définit les deux enveloppes
suivantes

Kpxy:= {x€X; u(x) < supgxu, Vue P(X)}
K_gy(x) 1= {xeX; v(x) < supgv, Yve Z,(X)}
on a alors
(3.18) Kpay = Ko x) = {x€X; gx(x) = 0}.

En effet il est clair que Kpx, = K, et inversement soit xo ¢ Kpyx, il existe
alors ueP(X) telle que u<0 sur K et u(xo)>0. Soit s tel que
K c{xeX;g(x) <s} et r>s+ 1, la fonction v définie par (3.17) est p.s.h,,
ve Z,(X), v = 0sur K et v(xg) 2 u(xo) > 0. On a aussi gg(xo) = v(xo) > 0 donc
K,.(x, > {x€X; gx(x) = 0}. Comme on a évidemment Plinclusion K %) €
{x € X; gx(x) = 0}, on en déduit (3.18).

Le résultat suivant sera trés utile dans les applications.

THEOREME 3.16 On suppose de plus X localement irréductible. Soit K = X un
compact et U un ouvert de X tel que Ky < U. Alors il existe un compact E holomor-
phiquement cnvexe et localement L-régulier dans X tel que K < E < U.
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DEMONSTRATION. D’aprés Gunning et Rossi ([G-R, Prop. A.3, p.211) il existe
un voisinage ouvert W tel que K ¢ W —c U et une application holomorphe
f=(f1,...,fs) d’un voisinage de W dans C™ qui réalise un isomorphisme
analytique de W sur un sous-ensemble analytique fermé 4 du polydisque unité
A™ de C™. Considérons le compact défini par

(3.19) E:={xeW;|fix) £4,....|fulx) < 6}

ou €170, 1[ est choisi tel que K < E.

Montrons que E est L-régulier. Soit xo€ Y la composante irréductible de
X contenant x,. Alors zo = f(xo)€ BN 47, ou 47 := {ze C™;max;<;<m|z:| < 6}
et B = f(W n Y) qui est une branche irréductible. D’aprés le lemme de sélection
de courbes analytiques [Loj], il existe une courbe analytique y:[0,&] — C™ telle
que y(0) = zo et (J0,e]) = B A%. Posons V = ggsur Y et v(z) = V*o f(z), pour
zeB;ou V*(y):= lim V(y), yeY.

hind 520 €7
Comme Y est localement irréductible, V'* est p.s.h. sur Y d’aprés le théoréme

1.5 et par suite v est p.s.h. sur B et z, € B. Il existe donc un voisinage w de a dans
A™ tel que v soit la restriction a w n B d’'une fonction p.s.h. sur w que nous
noterons encore v. Complexifions I’arc y en une application holomorphe d’un
voisinage de 0 dans C a valeurs dans w. Alors voy est sousharmonique au
voisinage de 0 dans C et d’aprés un résultat classique, on a

(3.20) vo(0) = limvo y(z).
t—0
t>0

Comme y(t)€ B N A7 pour t€]0,¢[, on a f oy(t)€ E, intérieur topologique de
E dans X, Par définition on a g§ = O sur E, et donc voy(t) = V*(foy(t) =
g¥(f oy(t)) = 0 pour t€]0,¢[, ce qui d’apres (3.20) montre que voy(0) = 0 i.e.
9%(xo) = 0. Ce qui prouve que E est L-régulier en x,. Pour montrer que E est
localement régulier, il suffit de remarquer que si xq € E et D est un voisinage de x,
tel que f(D) soit un polydisque de centre z, = f(x,), alors le lemme de sélection
de courbes analytiques s’applique encore a I'ensemble analytique B n f(D) n 4%
contenant z,.

§4. Fonction de Green Pluricomplexe a pole infini sur un espace parabolique et
Applications.

Dans ce paragraphe on suppose comme précédemment que X est un espace de
Stein parabolique de potentiel g. Nous allons établir ici d’autres propriétés de la
fonction de Green pluricomplexe et en donner quelques applications.

On introduit tout d’abord une généralisation de la fonction extrémale con-
sidérée au 3 (voir la formule 3.3).
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Soit K = X un compact et b: K — R une fonction bornée. On pose
4.1) gx»(x):= sup {v(x); ve Z(X), v|K < b}, xeX.

Sib=0o0nagg, = ggsur X;etsim < b £ M sur K (m, M étant des constantes),
ona:

(4.2) gx(x) + m < gxp(x) < gx(x) + M, Vxe X.
Le lemme suivant est important pour la suite:

LemME4.1. Soit K = X uncompactetb: K — R une fonction continue. Alorsona
4.3) gx (%) = sup {v(x); ve Z,(X) N €(X), v|K < b}, VxeX.

ot €(X) désigne Tespace des fonctions continues sur X.
En particulier gg , est semi-continue inférieurement.

DEMONSTRATION. Notons tout d’abord que I'on peut se ramener au cas ou
b = O car si m = infg b, alors g p, = gxp-m + msur X.
Soit ve Z,(X) telle que v|K < b. 11 existe une constante y telle que

4.4 v<y+g*, surX.

D’aprés le théoréme d’approximation de Fornaess-Narasimhan [F-N], il existe
une suite décroissante (u;) de fonctions p.s.h. continues sur X telle que v = lim y;

Jj= o
sur X. Posons B,:= {x € X; g(x) < p} etsoitp, > Otelque K = B, . Soite > 0,la
continuité de b en tout point de K et le lemme de Hartogs (théoréme 1.6)
montrent griace a (4.4) et au fait que v < b sur K, qu’il existe une suite croissante

(ip)pz 1 d’entiers telle que:
4.5) u;,(x) < b(x) + & VxeK,Vp = po,
(4.6) U (x) Sy+e+p, VxeB,Vp2p,.

Choisissons p; > p, tel que p — po > (1 — €)(p + y + ¢) pour tout p = p; de
sorte que d’apreés (4.6) on ait:

@7 g(x) — po 2 (1 — & u; (x), Vx€dB,, Vp > p;.

Posons alors pour p > p;:

48) by(x) = {sup {1 — €)u;,(x).g() — po} sixeB,

g(x) — po si x€ X\B,.

D’apres (4.7) la fonction v, est p.s.h. continue sur X et par définition v, € Z,(X).
De plus d’apres (4.5) et (4.8) et le fait que g — po < 0 < b sur K, on a pour tout
p2pi
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4.9) v(x) = (1 —e)(b(x) + ) = b(x) + 6, VxeK
(4.10) (1 — u;, (x) S vy(x), VxeB,.

Comme v < u;, pour tout p, il résulte de (4.10) que I'on a:
4.11) (1 — ev(x) S vp(x), VxeB,, Vpz=p;

Puisque v, e Z(X) N €(X) et que d’aprés (4.9) v, < b + € sur K, il en résulte
compte tenu de I'inégalité (4.11):

(4.12) 1 —¢e)v(x) — e < sup{w(x)we Z,(X)N¥(X),w < bsur K}, VxeX.
Comme ¢ > 0 est arbitraire, il découle de (4.12) I'inégalité suivante:
gx.(X) < sup {w(x); we Z,(X) n4(X), w < bsur K}, Vxe X.
L’autre inégalité étant triviale, on a prouvé (4.3).
Nous allons maintenant prouver le résultat fondamental suivant:

THEOREME 4.2. Soit K un compact non pluripolaire sur chaque composante
irréductible de X, b: K — R une fonction bornée.

Alors on a les propriétés suivantes:

1) Il existe des constantes réelles y,,7, telles que:

4.13) Y1+ gT(x) S gELx) S g7 (X) + 7,5, VxeX
2) Léquation de Monge-Ampére suivante est vérifiée au sens des courants:
4.14) dd° gg o) =0 sur X\K.

3) Supposons de plus que X soit localement irréductible. Alors si K est lo-
calement L-régulier et b est continue sur K (resp. K est L-régulier et b = 0) alors
gk, est continue et p.s.h. sur X.

DEMONSTRATION. 1) Puisque par définition gx, < b sur K, il en résulte en
appliquant le lemme 3.10 que gk est localement majorée sur X. D’aprés (4.2) il
suffit de prouver (4.13) lorsque b=0. Soit r>0 tel que K< K,:=
{xeX; g(x) Sr} et M,:=supg gx, alors on a gx < gx <M, + gx; ce qui
d’aprés le théoréme 3.6 implique (9 — )" < gx S M, + (g — r)* sur X. D’ou les
inégalités (3.13).

2) Comme g% , est faiblement p.s.h. et localement bornée sur X, le courant
(dd° g ,)" est bien défini et ne charge pas Xj;,,. Par conséquent, il suffit de vérifier
équation (4.14) localement sur X,.,\K. Soit w =< X,.,\K un ouvert tel que
@ soit contenu dans un domaine de carte et biholomorphe a une boule fermée de
C". On procéde alors par balayage ([B-T,2]). D’aprés le lemme 3.1 et un résultat
topologique de Choquet, il existe une suite croissante (v;) de fonctions de la classe
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Z,(X) n¥(X) telle que

(4.15) g% » = (supv;)* sur X.
i

On définit alors par balayage sur , une fonction 9; p.s.h. sur w. Rappelons que
#; est définie sur w, comme la solution du probléme de Dirichlet pour I'équation
de Monge-Ampére complexe (dd°v)" = 0 sur w avec la donnée frontiére continue
v; sur dw. D’aprés le principe du maximum (7;) est une suite croissante de
fonctions de la classe %,(X) telle que #; = v; < b sur K et v; < §;. Il en résulte
d’aprés (4.15) que g§ , = (sup; #;)* sur X. Ce qui implique que la suite (7;) croft
presque partout sur w vers g , et donc d’aprés les théorémes de convergences
pour lopérateur de Monge-Ampére complexe ([B-T,2]), il en résulte que
(dd°0;)" ;== (dd°gE ;)" au sens des courants sur X. Comme (dd°5;)" = 0 sur
w pour tout j, on en déduit que (dd°g% ;)" = 0 sur w.

3) Supposons X localement irréductible, alors d’aprés le Théoréme 1.6 de
Demailly g¥ , est p.s.h. sur X et d’aprés (4.13) on a donc g , € Z,(X). Sib = Oet
K L-régulier, on a par définition g¥ , = 0 sur K et donc g < gx sur X, d’ou
g% = gx. Par suite g est semi continue supérieurement sur X et le lemme 3.1
entraine la continuité de g.

Si b est continue en tout point de K et K est localement L-régulier on va
prouver que g, < b sur K, ce qui entrainera que g% , = gg,; est continue. En
effet soit xo€ K et ¢ > 0, la continuité de b au point x, entraine qu’il existe un
voisinage w de x, dans X tel que b < b(x,) + € sur K nw. Il en résulte que
g% = b(xp) + € + g, sur X. Comme par hypothése g%, .,(xo) = 0 on obtient
gx.5(x0) < b(xo) = 0 on obtient g¥ ,(xo) < b(xo) + & D’ou g¥ , < bsur K, ce qui
prouve notre assertion.

Donnons des exemples qui illustrent les résultats du théoréme et qui montrent
que si X est localement réductible en un point alors la fonction de Green g n’est
pas nécessairement continue méme si K est L-régulier.

ExeEMPLE4.3. 1) Soit Z = {(x,y)e C%;y* — x — 1 = 0}, Z est une courbe algé-
brique irréducible et lisse de C? (donc localement irréductible).

Soita, Btels que —1 <a<B<0et E p:={(x,/1 + x); « <x < f}. Mest
facile de voir que E,; est un compact P-régulier dans Iouvert
Q:= {(x,o/1 + x);|x| < 1}. Si g est un potentiel parabolique quelconque sur Z,
9%, = O sur E; et donc g, , est continue sur Z d’aprés le théoréme 4.2. En
particulier on peut choisir « tel que gg, , (0, —1) > 2 et puisque g, ,(0,1) = 0,0n
peut choisir ftel que —1 <a < f <0Oetgg,0,1) <1

2) Soit X = {(z, w)eC%; w? — z? — z* = 0}, X est une courbe algébrique com-
plexe irréductible, mais localement réductible au point (0,0). De plus n: Z - X
définie par n(x,y) = (x,xy) est la normalisation de X. Posons K, z:= n(E, )
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{(x,x\/1 + x);a < x < B} oug = gomn,alors Jest un potentiel sur Z et on vérifie
facilement que gg, ,(x,xy) = g%, ,(x,y) si (x,y)€ Z. En particulier g% , = 0 sur
K, , mais d’aprés le choix de o, f on a:

lim g, (%, x /1 + X) = dg,, (0,1) < 1

x—0
x¥0

et

lim g, ,(x; — x/1 + x) =g, 0, —1) > 2

x—=0
x*0

Par conséquent g, , est discontinue au point (0, 0) bien que K, 4 soit L- régulier.
Remarquons cependant que gy, , est p.s.h. continue sur X\(0,0) = X,

Nous allons maintenant donner des applications des résultats précédents.

THEOREME 4.4. Supposons X localement irréductible et soit ve £,(X), alors il
existe une suite décroissante de fonctions dans £,(X) N 4(X) telle que

1) supp(dd‘v;)* est compact pour chaque j.

2) v =lim;,, , v; sur X.

DEMONSTRATION. Soit ve Z,(X) et (b;) une suite de fonctions continues sur
X telle que v = lim;_, , b; sur X. D’aprés le théoréme 3.16 on peut trouver pour
chaque j= 1, un compact E; holomorphiquement convexe et localement
L-régulier dans X tel que si K;:= {xe X; g(x) < jlet U;:= {xe X;g(x) <j + 1},
onait K;c E; c Uj.

Posons vj(x) = gg,5,(x) pour Vxe X et j 2 1. D’aprés le théoréme 4.2 v; est
p.s.h. continue sur X, et comme ve Z,(X)etv < b;onaaussiv < v; pour tout . Il
enrésulte que v < v; < b;sur E; pour tout jet a la limite on obtient v = lim;_, ,, v;
sur X puisque la suite (E;) épuise X, ce qui prouve le théoréme compte tenu de
4.14).

Nous allons donner une formule qui permet de calculer la fonction de Green
pour un produit de compacts:

THEOREME 4.5. Pour chaque i = 1,2 soit (X;, g') un espace de Stein parabolique
de dimension n; et localement irréductible. Posons X = X; x X, et g(x;,x;) =
sup {g*(x1), g*(xz)} pour (x1,x;)eX. Soit K; un compact de X; (i =1,2) et
K:= K, x K,. Alors (X, g) est un espace de Stein parabolique et I'on a:

(4.16) gk(x) = sup {g,l(,(xl), gi(z(xz)}, Vx = (x1,x)€ X.

DEMONSTRATION. Nous avons déja observé dans ’Exemple 3.5 que (X, g) est
un espace de Stein parabolique. D’aprés la Remarque 3.15 on a g, = g%, sur X,
on peut donc supposer chaque K; holomorphiquement convexe.
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Supposons d’abord chaque K; localement L-régulier dans X;, i = 1,2. Alors
d’aprés le théoréme 3.5, la fonction v;:= gk, est p.s.h. continue sur X;, i = 1,2.
Posons v(x): = sup {v;(xy), v2(x;)} pour x = (x;,x,) € X. D’aprés la Proposition
3.4, v est p.s.h. et vérifie, compte tenu de I'équation (4.14) du théoréme 4.2,
I’équation suivante:

4.17) (dd°v)* =0 sur(X;\K;) x (X,\K3).

Puisque par définition v,(x,) = 0 si x, € K; et que d’aprés la remarque 3.15
v5(x,) > 0 pour x, € X,\K,, on en déduit par continuité que pour tout ouvert
w, cc X,\K,, il existe un ouvert U; o K; tels que v;(x;) < v,(x,) pour tout
(x1,x2)eU; x w,. Dot v(xy,x;) = vy(x;) sur U; x w,, ce qui prouve que
(dd°v)" = O sur U; x w,. Par conséquent on a démontré compte tenu de (4.17)
que (dd° v)" = 0 sur X; x (X,\K3).

Par symétrie on a aussi (dd°v)" = 0 sur (X;\K;) x X,. D’ou finalement:

4.18) (dd°v)" =0 sur X\K

Nous allons maintenant montrer que gx = v sur X. Ilest clair que ve Z,(X) et
v|K < Oetdoncv < gg sur X. Pour montrer I'autre inégalité, soit we Z,(X) telle
que w|K = 0. Montrons que w < v sur X. D’apreés I'inégalité (4.13) du théoréme
4.2 appliquée a chaque v;, il existe une constante c; telle que:

4.19) v(x)2¢; +97(x), VxeX.
L’hypothése w e Z,(X) montre qu’il existe une constante c, telle que
(4.20) wx)Sc; +97(x), VxeX.
D’apreés (4.19) et (4.20) on obtient en posant ¢3:= ¢, — ¢;:
4.21) w(x) £ c3 +v(x), VxeX.
Posons B,:= {xe€X; v(x) < r} et soit ¢ > 0. D’aprés (4.19) et (4.21) on peut
trouver ro(e) > 0 tel que K < B, et
(4.22) w(x) (1 + ¢uv(x), pour v(x) =r > ro(e).

D’apres (4.17), on a (dd°(1 + &)v)* = (1 + &)*(dd°v)" = 0 sur B,\K; et comme
w=0=<( + ¢v sur K, on déduit que (4.22) a lieu sur 4(B,\K). D’aprés le
principe du maximum, il en résulte que w < (1 + ¢)vsur B,\K pour toutr > rq(e).
Puisquew < Oetv = Osur K, et que d’aprés (4.19) U, »,, B, = X, onen déduit que
w S vsur X.

Par conséquent gx < v sur X et la relation (4.16) est prouvée dans le cas ou
chacun des compacts K (i = 1,2)est L-régulier. Le cas général en résulte en vertu
du Théoréme 3.16 si I'on tient compte de la propriété suivante:
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Si (X, g) est un espace parabolique et E = X un compact tel que E = N2, E;
ou (E;) est une suite décroissante de compacts de X, alors

ge(x) = supgg,(x), VxeX.
i

Cette propriété résulte de fagon immeédiate des définitions.

REMARQUE 4.5. Si X; = C", X, = C™ gy(x,) = log|x,l, g2(x;) = log|x,], le
théoréme est da a Siciak ([Sc,2]).

Nous allons maintenant démontrer deux résultats qui montrent que Pexistence
sur un espace de Stein d’'un potentiel parabolique g implique des restrictions sur la
théorie des fonctions a croissance.

Posons 7(x):= expg(x), xeX.

Soit u:x — [— 00, + o[ une fonction p.s.h. sur X. On définit

M, (u;r):= max {u(x);t(x) =r}, r>0.

Il résulte facilement de la relation (3.12) du théoréme 3.6 que la fonction
M,(u;r) est une fonction convexe croissante de log r. Il en résulte que la limite
suivante:

M,(u;7)

(4.23) B,u):= lim v

r-++ow
existe (finie ou infinie).
Si B,(u) = B < + o0, on dira que u est a croissance minimale de type f. Les
fonctions p.s.h. de la classe %,(X) sont a croissance minimale de type < 1.

THEOREME 4.6. Supposons X irréductible. Alors toute fonction u p.s.h. sur
X a croissance minimale de type nul est constante. En particulier toute fonction
p.s.h. majorée sur X est constante.

DEMONSTRATION. Posons K:= {xe X;g(x) < 0} et soit x,eK tel que
u(xo) = sup {u(x); xe K}. Posons v = u — u(x,), alors pour tout s > 0, B,(s-v) =
5 By(v) = s By(u) = 0. 1l en résulte d’aprés la formule (4.23) que s-ve Z,(X).
Comme v < Osur K, on en déduit que sv £ gx(x) sur X, ce qui d’aprés le théoréme
3.6 implique:

4.29) s u(x)£gt(x), V¥xeX,Vs>0.

Puisque s > 0 est arbitraire, il résulte de (4.24) que v < O sur X. Autrement dit
u(x) < u(x,) pour tout x € X. Le principe du maximum classique ((G-R], Prop. 3,
p. 272) montre que u est constante, puisque X est irréductible.
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REMARQUE4.7. Sous’hypothése X irréductible, on peut généraliser le résultat
précédent au cas des fonctions faiblement p.s.h. sur X. De fagon plus précise, toute
fonction faiblement p.s.h. sur X a croissance minimale de type nul est constante sur
X, eg- En particulier toute fonction méromorphe bornée sur X est constante.

En effet si u est faiblement p.s.h. sur X et f,(u*) =0, soit n:X—X la
normalisation de X et v = ugym, alors v est p.s.h. sur X\n~ !(Xging) €t X est
localement irréductible; par conséquent d’apres le théoréme 1.5 de Demailly, v*
estp.s.h. sur X. Posons § = go7 sur X, on a de fagon évidente My(v*,r) = My(u,r)
et donc f3(v*) = 0. D’apres le théoréme 4.6 on a v* est constante et donc u est
constante sur X..,.

Considérons maintenant I’espace des fonctions a croissance polynomiale.
Rappelons que %"(X ) est 'espace des fonctions holomorphes f sur X vérifiant
I’estimation suivante:

(4.25) lfG S e (1 +r(x)),, VxeX
ou r(x):= exp g(x) et ¢, > 0 est une constante ne dépendant que de f.

THEOREME 4.8. L'espace #,(X) est de dimension fini et l'on a:
(4.26) dim 24(X) < (" +:' N ) Vd> 1

ou N > 1 est un entier indépendant de d.

DEMONSTRATION. Comme X n’a qu’un nombre fini de composantes irréduc-
tibles d’apreés le corollaire 3.12, il suffit de prouver (4.26) lorsque X irréductible.
Soit xo € X, €t U un voisinage de x, biholomorphe par une application H 4 un
polydisque U’ de C". Soit K’ un polydisque fermé contenu dans U’ et
K = H™!(K’). Alors K est non pluripolaire dans X, ce qui d’aprés le théoréme 4.2
prouve que gx € L}, (X).

D’apreés (4.25) on a les inégalités suivantes:

(4.27) IfC < 1f g~ <, Vf e BUX), VxeX.

A toute fonction f e 2/(X), on associe la fonction f=foH 'eO). Daprés
le théoréme de Bernstein-Walsh ([P,1]) (voir aussi §5, corollaire 5.5) il existe
ae]0,1[ et C; > 0 tels que:

(4.28) inf{||f— Plx; PePn(C"} < Cy-[If lu,a™ Vf e Z}(X), Vm 2 1

ou Uj est un polydisque tel que K' < Uy, < U’ et 4,(C") désigne I'espace des
polyndmes de n variables complexes de degré au plus m.
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Posons ro = sup,.g, €™, ou Uy = H™Y(Up), il résulte alors de (4.27) et (4.28)
que 'on a

(4.29) inf {|| f = Pllx; P€Z(C")} £ Cy-a™ 1% || fllx, Vd, Ym

pour tout f egﬁ;’(X ) (rappelons que f = fo H ™! sur U’).

Suivant une idée de Plesniak basée sur le “théoréme de Projection” dans les
expaces de Banach di a Krasnoselski et Milman [P,1], on va déduire de (4.29)
qu'il existe un entier N > 1 tel que 'espace vectoriel P:= { f|K': f € 2%(X)} soit
de dimension plus petite que la dimension de 'espace Z;.5(C™).

En effet soit N > 1 tel que C,-a”-r < 1, ce qui est possible puisque a€]0, 1[.
L'inégalité (4.29) s’écrit alors en posant p = Cya" ' r:

(4.30) distg(f; Zon(©) < p** | [l < ISl Vf€P?

la distance étant calculée dans 'espace de Banach €(K') des fonctions continues
sur K, &, et #,.5(C") sont considérés comme des sous-espaces de I'espace de
Banach ¢(K’).

Supposons que dim 2 > dim 2, 5(C"). L’espace %,.5(C") étant de dimension
finie, le théoréme de projection cité plus haut implique qu’il existe f, € 29\(0) tel
que fy soit “orthogonal” a 2, y(C") au sens suivant:

(4.31) I follxr < disty(fo; Za.n(C").
Cette inégalité contredit I'inégalité (4.30) puisque f, + 0 et p < 1. On a par

.o . "N
conséquent prouvé que dim #¢ < dim £, y(C") = (n +: > pour tout d = 1.

Comme I'application f — f'= f o H ™! est un isomorphisme d’espaces vectoriels,
on en déduit les estimations (4.26).

REMARQUES. 1) La propriété de Liouville pour les fonctions méromorphes sur
un espace parabolique est diie a W. Stoll ([St]).

2) J. P. Demailly a prouvé des résultats analogues au théoréme 4.6, sous une
hypothése plus faible sur g; cette hypothése porte sur une condition de croissance
modérée du volume de Monge-Ampére de X relativement a g. Il obtient égale-
ment dans ce cas, un théoréme d’algébricité de type Siegel sur le “corps des
fractions rationnelles” sur X (relativement & g) en un sens convenable (voir [D]).
Nous ne savons pas s’il y a un lien entre son théoréme 8.5 ([D]) et notre théoréme
4.8.

§5. Fonction de Green pluricomplexe sur une variété algébrique et application a
Papplication polynomiale et rationelle.

Dans ce paragraphe X désignera une variété algébrique (singuliére) de dimension

pure n, plongée dans I’espace CV.
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Nous allons montrer qu’il existe sur X un potentiel parabolique naturel g sur
X vérifie la propriété suivante:

5.1 c, +logt x| £ g(x) Sc, +logt x| VxeX

ol |x| est la norme euclidienne sur C" restreinte a X.
En effet d’apreés le théoréme de Normalisation de Noether (voir [R], [Sa,1]) il
existe un changement linéaire de coordonneés w = a(z) dans C" tel que:

(5.2) a(X) = {(weC¥w"| < c(1 + W)}

ouw = (wy,...,w,), W = (W,4+1,... wy) €t ¢ est une constante > 0.

L’application : X — C" définie par n(x) = (a4(x), . .., a,(x)) est holomorphe et
propre sur X d’aprés (5.2). Par conséquent la fonction g(x): = log |n(x)| est p.s.h.
continue (et méme de classe C*®) exhaustive sur X et vérifie 'équation de
Monge-Ampére complexe (dd°g)" = Osur X\g ™ !(— o). D’aprés (5.2) le potentiel
parabolique g sur X vérifie la condition (5.1).

La classe Z,(X) est alors d’aprés (5.1) Pensemble des fonctions p.s.h. sur
X vérifiant v(x) < y, + log* |x| pour tout xe X.

On notera alors £(X) = Z,(X). On en déduit que si Ve L(C") alors
v=V|XeZX).

Soit K un compact de X, K est alors un compact de C¥ et soit I sa fonction
p.s.h. extrémale sur C" on a alors 'inégalité:

(-3) Ik(x) = gx(x) VYxeX

Il est naturel de se demander s’il y a égalité dans (5.3). Nous allons montrer que
c’est le cas. .

Désignons par A(X) lalgébre des fonctions réguliéres sur X, alors A(X)
sidentifie au quotient C[z,,...,zy]/I(X), ou I(X) est I'idéal de la variété X i.e.
I(X) = {PeC[z]; P|X = 0}.

Pour chaque entier d = 1, on désignera par A,(X) I'espace vectoriel des
fonctions f € A(X) telle que supex {(1 + Ix) "¢|f(X)|} < + 0.

Draprés (5.1) on a A4X) = #/(X), pour toutd 2 1.

THEOREME 5.1. Pour tout compact K < X, on a:

G4 g9 =sup {% log /(9 S € A0, I/ Ix S 1.d 2 1}

pour tout xe X.
La démonstration du théoréme repose sur le lemme d’approximation suivant:

LeMME 5.2. Soit ve Z(X) N ¥(X). Alors pour tout ¢ >0, et tout compact
Ec X, il existe dy,..., dueN* et fi,....f, tels que fic A, (X)i=1,...,met
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vérifiant:

(5.5) v(x) — e <X sup ilog| fix)| £ v(x), VxeE.
1<5ism di

DEMONSTRATION DU LEMME 5.2. Soient Pi,...,P,eC[zy,...,zy] tels que
X = {zeCM;Py(z) = ... = Py(z) = 0}. Considérons les polynémes homogénéises
Pj(z,1) = t%P(z/t) pour (z,t)eCN x C, ol d;=deg(P; et Posons X:=
{(z,)eC" x C; P(z,t) = 0,j = 1,...,z}. X est un cone algébrique de C¥*+1 tel
que Xn{(zt)eC¥* Lt=1} =X x {1} ~ X.

Soit 9]0, 1[, on associe a ve £(X) N ¥(X) la fonction

h({)— Itlexp()v(xlt) Sic=(x,l)GX~€tt=*=0
o si{ =(x,00eX
Alors hy est faiblement p.s.h. et continue sur X. D’aprés le théoréme 1.5 hj est

p.s.h. continue et C-homogéne et on a hy(x, 1) = exp 6- v(x), Vxe X.
D’apres [F-N], Pouvert défini par:

Q={leX; h(0) <1}
est ouvert de Stein de X.

Soit {,e X. Suivant une idée de N. Sibony [Sb], la fonction définie par la
formule

) o) = 3 Bo) 2 1A <G

est holomorphe sur 2 n C- {,. D’apreés le théoréme B de Cartan, ¢ se prolonge en
une application holomorphe F sur Q. Comme Q2 est disqué (i.e. (e, AeC et
[A] £ 1= A{ e Q) on montre facilement que F se développe en série de fonctions
holomorphes hmogénes:

5.) FO= 3 RO (e0

ou F est holomorphe sur X, nulle ou homogeéne de degré k; la convergence étant
uniforme sur tout compact de 2. Comme la restriction de F au disque 2~ C-{,
coincide avec (5.6), I'identification des deux développements (5.6) et (5.7) donne:

(5-8) Fi(Co) = h:(Co), Vk 2 0.
D’autre part posons fi(x) = Fi(x, 1) pour x € X. Par homogénéité on obtient

a partir de (5.7) l'estimation suivante:

(5.9) lim sup | fi(x)|"* < exp6-v(x), VxeX

k- o0
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Soit & > 0, la continuité de v et 'estimation (5.9) entraine grace au lemme de
Hartogs (Théoréme 1.6) qu’il existe un entier k; > 1 tel que:

1
(5.10) Ilog )] £ 0-v(x) + 6, VYxed, Yk = k;.
Soit {o = (xq, 1) avec x, € E. La continué de v et 1a relation (5.8) montrent qu'’il
existe un entier ko > k; et un voisinage U(x,) de x, dans X tels que:
1
ko

Par compacité de E, on en déduit compte tenu de (5.10) qu’il existe un nombre
fini d’indices k4, ..., k., > k; tels que:

log|fi,(x) > 0-v(x) — d, VxeU(xo).

1
(5.11) 0-v(x) —6 = sup Flog |fe, () £ 0-(x) + 6, Vx€eE.
1sism ™
Soit ¢>0, on choisit 6 >0 tel que 46=¢ et 6e€]0,1[ tel que
—0 £ (1 — O)v(x) £ 6 pour tout x € E. L’inégalité (5.11) s’écrit alors

1
(5.12) v(x) — 20 £ sup —k—log| Si, ()| £ v(x) + 26, Vx€eE.
15ism i
En posant d; = k; et f; = e~ 2% f, pouri=1,...,m, on obtient des fonctions

holomorphes fi,..., f,, sur X qui d’aprés (5.12) vérifient les inégalités (5.5). De
plus chaque f; est la restruction X d’une fonction holomorphe sur le cone X et
homogéne de degré d;. Le fait que f; est la restriction 2 X d’un polyndme de degré
au plus d; est alors une conséquence du lemme suivant:

LEMME 5.3. Soit Y un céne algébrique de C¥ et f une fonction holomorphe sur
Y a croissance polyndémiale vérifiant estimation:

(5.13) IfON S c (1 + Iy, VyeY

oti ¢ > 0 et d > 0 sont des constantes ne dépendant que de f.
Alors f est larestrictiond Y d’'un polynéme de N variables complexes de degré au
plus d.

DEMONSTRATION DU LEMME 5.3. D’aprés le théoréme B de Cartan, f se pro-
longe en une fonction holomorphe F sur C¥. Cette fonction se développe en série
de polyndmes homogénes:

(5.14) F(z) = i 0i(z), VzeCM
k=p

ou Q, est un polyndme de N variables complexes nul ou homogéne de degré k. La
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convergence étant uniforme sur tout compact de CV. Fixons y € Y et considérons

la fonction d’une variable complexe A F(1-y) = Y. Qu(y)A*. D’aprés lin-
k=0
égalité (5.13) on a |F(ly) < c(1 + |4]-|y)? pour tout AeC. Les inégalités de

Cauchy classiquent impliquent alors que Q,(y) = 0 pour toutk = d + 1. Onen
d
déduit d’apres (5.14) que f(y) = Y. Qu(y) pour tout ye Y.

k=0

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 5.1.

1
DEMONSTRATION DU THEOREME 5.1. Si f € A4(X),ona 7 log|f|e Z(X),etdonc

on a 'inégalité:

(5-15) Sup{é-loglfl;feAa(X), dz L|flx = 1} < g, sur X.

Pour prouver I'autre inégalité, désignons par yk le premier membre de (5.15).
Soit ve Z(X) N €(X) telle que v £0 sur K, E un compact quelconque de
X contenant K et ¢ > 0. D’aprés le lemme 5.2, on peut trouver des entiers
dy,...,d, 2 1, des fonctions fi,. .., f,€ O(X) avec fie A4(X) pouri=1,...,m
tels que I'inégalité (5.5) soit vérifiée. Il en résulte alors puisque K < E, que,l’on a

1
(5.16) sum {—log |f,~|} < v, sur X.
1<ism di
L’inégalité (5.16) jointe a (5.5) implique alors que v(x) — ¢ < yx(x) pour tout
xe E. Comme ¢ > 0 et E cc X sont arbitraires, on déduit que v < y, sur X et
donc gx < yx sur X, ce qui prouve I'inégalité (5.4)

Comme application de ce qui précéde nous allons prouver une version général-
isée du théoréme d’approximation classique de Bernstein-Walsh dd a Siciak dans
C" ([Sc,1]) (voir aussi [Za,2]).

Si U est un ouvert de X, on désignera par O(U) I'espace des fonctions holo-
morphes sur U. Muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
compacts de U, O(U) est une espace de Fréchet ([G-R, Théoréme 5, p. 158).

Si K est un compact de X, O(K) désignera la limite inductive des espaces O(U),
lorsque U décrit un systéme fondamental de voisinages ouverts de K.

Pour chaque entier d = 1, on pose pour f € %(K):

(5.16) &a(f; K): = inf{|| f — Pl g; Pe Ay(X)}.

Nous allons prouver le résultat suivant:
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THEOREME 5.4. Soit K un compact L-régulier de X tel que g soit plurisoushar-
monique sur X. Alors pour toutr > 1 et 0 > 0, il existe une constante c(r, 6) > telle
que:

(5.17) 8 £:K) < ¢, 0) 1™ | f ln, oo VS €02, 10), Vd 2 1.
ou Q,:= {xe X;gx(x) < log p}.

DEMONSTRATION. Comme dans la preuve du lemme 5.2, considérons le cone
X de CV*! obtenu en homogénéisant X, et soit K I'image de K par I'application
x> (x, 1) qui identifie X a une hypersurface de X.

Soit a€]0, 1[, considérons I'application h, définie sur X par:

b6 ) = [tlexpagx(x/t) si(x,H)eXett+0
=770 si (x,00e X

D’aprés le théoréme 1.6, h, est p.s.h. continue sur X. De plus h, est C-homogéne
et vérifie
(5.18) h,(x,1) = expa-gx(x), VxeX.
Posons pour r > 1:

Q,:= {xeX; gx(x) <logr}

D,:={yeX;h(y) <r}

Drapres (5.18) on a D, N n(X) = n(R,) pour tout p > 1. D’aprés Fornaess et
Narasimhan [F-N] D, est un espace de Stein pour tout p > 1. Il résulte alors du
théoréme B de Cartan que pour chaque p > 1, I'application restriction

(5.19) 0D, - OR,)

est un opérateur linéaire continu et surjectif.

Soit r > 1 et 8 > 0, on choisit €70, 1[ tel que r > (r + 6)* <r + 6. Alors
ensemble K, := {A-plAl =, yeK'} est un compact < D, .. En applicant le
théoréme de I'application ouverte a(5.19) avec p = r + 6, onen déduit qu’il existe
un compact L < £, ., et une constante c,(r, 0) tels que pour tout f e O(D,, .. 9y)
telle que fi(x,1) = f(x), VxR, ,q €t

(5-20) 17 e, < c1(r,6)- ISl

Fixons fe 0(R,.q). L'ouvert D:= D ¢y est disqué dans le cone algébrique
X et donc la fonction f'e O(D) se développe en série de fonctions holomorphes
homogeénes:

sy fo)= 3, Fio) veD
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ou F; est holomorphe nulle ou homogéne de degré j sur X, la convergence étant
uniforme sur tout compact de D. D’apres le lemme 5.3, F; est alors la restriction
a X d’un polynéme de N + 1 variables complexes de degré au plus j. Par
conséquent puisque K < D, il résulte de (5.21) que 'on a:

(5.22) afiK)S Y |Fillg Vdz 1.

j=d+1
Soit ye K, en appliquant les inégalités de Cauchy a la fonction d’une variable
complexe 4 — f(Ay) = ¥, Fj(y)4’ holomorphe dans le disque {1 C; Al e D} =
{AeC; Al eD} = {AeC;|A| < (r + 6)*}, on obtient:

(5.23) Il < r77-sup [F(Ay), Vjz 1.

|Al=r

Des estimations (5.22) et (5.23), on déduit facilement la suivante:
(5.24 s iR) s Tk
Il est bien connu qu’il existe pour chaque entier d = 1, Q € A,(Y) tel que

ed(f: K) = | f— Qullg. En posant Py(x) = Q4(x, 1), on en déduit, en tenant compte
des estimations (5.24) et (5.20), les estimations suivantes:

629 wfRSIS-Plksano Ul vaz

puisque L < Q,,4, on en déduit que linégalité (5.17) a lieu avec c(r,0) =
1

cl(r,O) ~:i‘

COROLLAIRE 5.5. Supposons X localement irréductible et K L-régulier dans X.
Alors les estimations (5.17) du théoréme 5.4 sont satisfaites.

REMARQUE 5.6. 1) Enreprendant la démonstration du théoréme 5.4, on peut
montrer que si X est localement irréductible et K — X est un compact non
pluripolaire, alors on a encore les astimations suivantes:

ea(f,K) S cr;0)r™?- | fla,,, Vr > ro:=supexpg}
K

pour tout f € O(Q, +,).

2) Dans le cas ou X est une intersection compléte lisse d’hypersurfaces algé-
briques, nous avons montré dans [Ze,1] que la constante c(r, 6) est majorée par
™ pour r — o, ol Nj est un entier ne dépendant que de la variété X, et du
nombre réel 6 > 0. Nous ne savons pas si cette majoration reste vraie dans le cas
général.
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Signalons pour terminer une conséquence intéressante du Théoréme 5.4 con-
cernant 'approximation rationelle des fonctions holomorphes a singularités
algébriques.

Soit X une variété algébrique affine de dimensionndans C¥et Q € 4,(X),0 £ 0
sur chaque composante irréductible de X. On supposera pour simplifier que
X est localement irréductible.

Onpose Y:= X\Q1(0). Y est alors une variété algébrique affine via 'applica-
tion rationelle biréguli¢re:

H:Y->FccCVtt

1
XH<X,6'(x—))

on peut donc définir sur Y, grace a 'application H, un potentiel parabolique g tel

1 1
ue g(x) — log| |x| + ) soit borné sur Y. Posons 4,(Y) = C,,,[x, ——],
R ol o)

m 2 1. Les éléments de A4,,(Y) sont des fractions rationnelles sur Y qui s’écrivent

Pu(x)
0" , OU Py € A+ 1)a(X)

La fonction de Green associée a un compact K < Y s’écrit alors d’apreés le
théoréme 5.1:

gx(x) = sup {%log f) feAm(Y) I fllk S 1,m 2 1}.

Notons pour s > 1:
Y;:= {xeY; gx(x) < logs}.

Du théoréme 5.4 on déduit un théoréme a la Bernstein Walsh concernant
'approximation rationnelle des fonctions holomorphes sur X a singularités dans
I’hypersurface algébrique Q ~*(0) dans X.

THEOREME 5.7. Soit K un compact P-réglier de Y. Alors pour touts > lete > 0,
il existe une constante c(e, s) > 0 vérifiant la propriété suivante:

Pour tout f € O(Y, ,,) il existe une suite de fractions rationnelles sur X de la forme
ri(x) = Pi(x)/Q’(x), ou Pje Aj+1)a(X) telle que

max|f(x) — rix)| < c(e,9)s™ | fly,,,, Wizl

xeK

Ce théoréme qui a notre connaissance n’est pas connu, a des conséquences
intéressantes que nous développerons dans un travail ultérieur.
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