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INDICE D’ESPERANCES CONDITIONNELLES ET
ALGEBRES DE VON NEUMANN FINIES

PAUL JOLISSAINT®™

Introduction.

L’étude de l'indice d’un sous-facteur d’un facteur de type II, par V. Jones [9]
a entrainé plusieurs généralisations de la notion d’indice dans différents con-
textes ([1],[4],[8],[10],[11],[12], [15]): les auteurs de [4] ont défini I'indice
d’une paire de sommes finies de facteurs finis a I'aide de traces de Markov et cette
approche a été étendue au cas des paires d’algébres finies de genre dénombrable
dans [8]. D’autre part, le role important de 'espérance conditionnelle naturelle
d’un facteur fini sur un sous-facteur a amené M. Pimsner et S. Popa a introduire
la notion d’indice faible d’une espérance conditionnelle ([12] et [1]), ceci afin
d’étudier les valeurs possibles de I'indices de paires irréductibles de facteurs
hyperfinis.

Dans [1], M. Baillet, Y. Denizeau et J.-F. Havet distinguent trois niveaux de
finitude de I'indice d’une espérance conditionnelle E d’une algébre de von
Neumann M sur une sous-algébre de von Neumann N de M:

— E est faiblement d’indice fini si 'application E — iy, est positive pour un

nombre A > 0; cela généralise la situation de [12];
~ Eest d’indice fini si E — iy, est complétement positive pour un nombre 4 > 0;

cela étend au cas des algébres a centres arbitraires la situation envisagée par

H. Kosaki [10] (cf, [1], 3.8);

- enfin, E est fortement d’indice fini si M admet une base orthonormale finie par
rapport a E en tant que N-module a droite.

Les auteurs de [1] montrent également que ces trois notions coincident dans de

nombreux cas, notamment lorsque M et N sont des sommes finies de facteurs

semifinis ou lorsque M est a prédual séparable et N est proprement infinie.

Le présent article est issu de la comparaison des indices de [1] et de I'indice de
[8] pour les paires d’algébres finies. Avant d’en décrire les trois parties, nous
fixons les notations que nous allons utiliser et nous rappelons quelques gén-
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éralités sur les espérances conditionnelles: On considére une algébre de von
Neumann M et une sous-algébre de von Neumann N de M ayant la méme unité
que M. On note E(M, N) '’ensemble des espérances conditionnelles normales
fidéles de M sur N et on dit que N est espérée dans M si E(M, N) est non vide.

Le centralisateur d’un €lément E de E(M, N) est la sous-algébre de von Neu-
mann M; de M formée des éléments x de M qui satisfont: E(xy) = E(yx) pour
tout y dans M. par la remarque 3.7 de [2], le centre Z(N°) du commutant relatif
N¢de N dans M est contenu dans My qui est contenu dans N°. On dit enfin que
E est une application bécarre si Mg = N°.

La section 1 est consacrée aux rappels de quelques résultats de [1], a quelques
compléments sur I'indice d’une espérance conditionnelle, ainsi qu’a la généralisa-
tion des théorémes 2.9 de [6], 1 de [7] et 5.5 de [11,I] concernant I’existence
d’espérances d’indice minimal:

THEOREME A. S'il existe une espérance conditionnelle d’indice fini de M sur
N alors il existe une espérance E, qui est une application bécarre et d’indice
minimal.

On se restreint dans la section 2 au cas ou la sous-algebre N est finie. Le but est
d’établir le lien entre I'indice de N dans M au sens de [8] et les notions d’indice fini
d’espérances conditionnelles de [1]:

THEOREME B. (1) Supposons qu’il existe une espérance conditionnelle de M sur
N fortement d’indice fini. Alors M est finie et N est d’indice fini dans M.

(2) Si M est finieet N d’indice fini dans M, alors une espérance conditionnelle de
M sur N est faiblement d’indice fini si et seulement si elle est fortement d’indice fini.

Le résultat principal de la section 2 est toutefois la réciproque de I’assertion (1)
du théoréme précédent: on détermine une famille d’espérances conditionnelles
qui sont (fortement) d’indice fini si M est finie et N d’indice fini dans M. Pour cela,
introduisons I’algébre intermédiaire P engendrée par N et son commutant relatif
N¢dans M. Si N est d’indice fini dans M alors N est d’indice fini dans P qui est
d’indice fini dans M. Par suite, si (p, H,) est une représentation finie de P (cf
section 2), le commutant p(N)' de p(N) dans B(H,) est fini et la trace centrale
canonique T,y sur p(N) est par restriction 4 N° un élément de E(N°¢, Z(N)). En
vertu du théoréme 5.3 de [2] elle se prolonge de maniére unique en une espérance
de M sur N notée E%. Notons en particulier E}, 'espérance correspondant a la
trace sur le commutant de N dans la représentation standard de M. On a:

THEOREME C. Pour toute représentation finie p de P, lespérance E%, est (forte-
ment) d’indice fini. En particulier, Ind (Ey) = D¥(1), ou D¥ est l'application de
Z(M) dans lui-méme qui détermine lindice de N dans M ([8], définition 2.4).

Enfin, on compare dans la derniére-section les notions d’indices et d’indice
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faible d’'une espérance conditionnelle pour des paires d’algéres finies a centres
atomiques:

THEOREME D. Supposons que le centre de M ou celui de N soit atomique et que
M et N sont finies. Si E est une espérance conditionnelle faiblement d’indice fini de
M sur N, alors E est d’indice fini.

La preuve du théoréme D repose également sur l'introduction de I'algébre
intermédiaire P engendrée par N et N ainsi que sur la notion d’inclusion
matricielle introduite dans [13].

Nous terminons l’article en montrant ’existence d’une espérance condition-
nelle d’indice fini mais pas fortement d’indice fini.

REMERCIEMENTS. Je tiens a remercier vivement Madame C. Anantharaman et
ses collégues pour leurs remarques et leur acceuil chaleureux durant mon s¢jour
a Orléans.

1. Indice d’une espérance conditionnelle; indice minimal.

On considére une algébre de von Neumann M et une sous-algébre de von
Neumann N de M ayant la méme unité que M. On suppose que N est de genre
dénombrable et espérée dans M. On associe alors a toute espérance conditionnel-
le E de M sur N les nombres A(E) et A (E) définis ainsi ([1] et [12]):

ME) = max{A = 0;E — iy est positive},
Ao(E) = max {4 = 0; E — Ai, est complétement positive},

ol iy, désigne I'application identité sur M. Suivant [1], on dit que E est faiblement
d’indice fini (resp. d’indice fini) si A(E) > 0 (resp. A,,(E) > 0).

D’aprés la proposition 3.3 de [ 1], E est faiblement d’indice fini si et seulement si
M est un N-module autodual pour le produit scalaire: {x, y)r = E(x*y). On le
note Xg. Si c’est le cas, Xy admet une base orthonormale (m;);; par rapport a N:
{m;,m;>g = &;;p; pour tous i, j oll p; est une projection de N, et tout élément x de
M s’écrit de fagon unique:

x = ) mE(m}x),
iel

ou la série converge ultrafaiblement.

D’aprés le théoréme 3.5 de [1], E est d’indice fini si et seulement si la série Y m;m}
converge ultrafaiblement, et cela équivaut également a I'existence d’un (unique)
poids opératoriel normal fini fidéle Fy de Ly(Xg) sur M tel que Fg(8,,) = xy*
pour tous x et y dans M, ou 6, , = x{y," Dg. Si cest le cas, lindice de E est
Iélément Ind (E) = Y mym? qui appartient au centre Z(M) de M. De plus,
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Ind (E)|| = Ao(E)~*.
On introduit également les notations suivantes:
[E]w = A(E)"" et [E] = A,(E)™".

On désigne par indice faible de E le coefficient [ E],,. Enfin, E est fortement d’indice
fini si le N-module X; admet une base orthonormale de cardinalité finie.

Notons aussi F, le facteur de type I, a prédual séparable et i, 'application
identité sur F.

LeMME 1.1. Si E appartient a E(M, N), alors E est d’indice fini si et seulement si
Pespérance conditionnelle E® i, de M ® F,, sur N ® F, est faiblement d’indice
fini. Si Cest le cas, on a:

[E] =[E®iy]w

PREUVE. Soit A > Ofixé. SiE ® i, — Adiy ® i, est positive, alors en particulier
E ® i, — iy ® i, est positive pour tout entier positif n, ou i, désigne I'application
identité sur le facteur de type I,. E — Aiy, est donc complétement positive.
Réciproquement, si E — Aiy est complétement positive, elle se prolonge de
maniére unique en une application positive sur M ® F,, qui est égale
AE®i, — diyy ®iy.

Le lemme précédent permet d’étendre la proposition 3.22 de [1] au cas des
algebres de genre dénombrable:

PROPOSITION 1.2. Supposons N proprement infinie. Si E est une espérance
conditionnelle faiblement d’indice fini de M sur N, alors E est fortement d’indice fini
etil existe adans M tel que E(a*a) = 1 et x = aE(a*x) pour tout x dans M. De plus,

LE] = [E]..

Preuve. Notons K, I'espace de Hilbert séparable de dimension infinie et

soient (g;); > ; une base orthonormale de K , et (e;;) le systéme d’unités matricielles
de F,, = B(K,,) associ€ a (&) ;.
Par hypothése, il existe une suite de projections (e;);>; dans N deux a deux
orthogonales, de somme 1 et telles que e; ~ 1 pour tout i. Choisissons des
isométries partielles u et (v;);>; de N telles que u*u = 1, uu* = e, = v¥v; €t
vv¥ = e; pour tout i. Supposons que M agisse sur I'espace de Hilbert H et
définissons une isométrie surjective v de e;H ® K, sur H par:

VY L& =) v

i21 i21

Alors vxv* appartient & M (resp. & N) si x appartient & e;Me, ® F, (resp.
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ae Ne, ® F,). Posons 0(x) = vu ® 1, xu* ® 1, v* pour tout x dans M ® F..
Ainsi @ est unisomorphismede M ® F,, sur M tel que (N ® F,) = N. On vérifie
comme dans la preuve de la proposition IV.1.8 de [14] que

v(uau* ® e;)v* = vuau*v}
pour tout a dans M et tous i,j. On obtient donc pour a dans M:
0~ 'Ef(a ® e;;) = 0~ ' E(viuau*v})
= 0~ '(vuE(a)u*v¥) car v, v;,ueN
=E@® €ijs

ce qui démontre que 6" 'Ef = E® .

En vertu du lemme 1.1, E est d’indice fini et il existe un poids opératoriel
normal fini fidele Fy de Ly(Xg) sur M, ce qui implique que Ly(Xj) est de genre
dénombrable. La fin de la preuve de la proposition 3.22 de [1] s’applique alors
sans changement.

Le résultat suivant est une variante de la proposition 3.14 de [1]:

PROPOSITION 1.3. Soient 1e N =« P = M des algébres de von Neumann et F,
G des éléments de E(P, N), E(M, P) respectivement. Posons E = FG e E(M, N).

(1) Pour que E soit faiblement d’indice fini il faut et il suffit que F et G le soient. Si
c’est le cas, on a:

max ([F],,[G].) £ [E]w £ [F]u[G]..

(2) Pour que E soit d’indice fini, il faut et il suffit que F et G le soient. Dans ce cas,
on a:

max ([F],[G]) < [E] = [F][G].

PREUVE. Quitte a remplacer F et G par F® i, et G ® i,, respectivement il
suffit, compte tenu du lemme 1.1, de démontrer (1).

Comme F = E| P, on a banalement: A(E) £ A(F). Fixons ensuite x dans M.
Alors

E(x*x) = FG(x*x) 2 MF)G(x*x) = AF)A(G)x*x,

ce qui prouve que A(F)A(G) < A(E).
Enfin, posons pour tout entier positif k:

by = (G(x*x) + 1/k)~ /> et x; = xby.
Puisque G(x¥x;) = G(x*x)(G(x*x) + 1/k)~* < 1, on obtient:
ME)x*x = by ' ME)xtxiby ' < b 'E(txi)be ' = by ' FG(xExi)be !
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< by 2 = G(x*x) + 1/k pour tout k,
et ainsi A(E) < A(G).

Avant de démontrer le résultat principal de cette section, qui est ’existence
d’une espérance conditionnelle d’indice minimal, rappelons encore quelques faits
tirés de [1] et de [10].

Si E appartient a E(M, N) et si f est une projection non nulle du commutant
relatif N° de N dans M, on désigne par E, I’¢lément de E(fMf, Nf) défini par:

E((fxf) = a(E,f)fE(fX),

ou a(E, f) désigne I'inverse de E(f)f dans Z(N)f. On a [E[],, < [E],, et si E est
d’indice fini, alors E I'est également et [E,] < |E(f)Il [E] ([1],3.9).

Pour tout état normal ¢ sur N et tout élément E de E(M,N), on pose
¢ = ¢ o E. Désignons par (I2(M), J, I>(M) ) 1a forme standard de M et soit Qg le
vecteur de I2(M), qui satisfait:

¢E(x) = <XQE, QE>, xeM.

Notons e = ey la projection orthogonale sur le sous-espace fermé [NQg] de
I2(M), et {M, e) I'algébre de von Neumann engendrée par M et e dans B([*(M)).
On rappelle le lemme 3.2 de [10]:

IEMME 1.4. Avec les notations ci-dessus, on a:

(1) exe = E(x)e pour tout xe M;

(2) si x appartient a M alors x appartient a N si et seulement si [e,x] = 0;

3) JeJ =eet {M,e> =JN'J;

(4) le support central de e dans (M, e) est égal a 1;

(5) rapplication y+ ye est un isomorphisme de N sur e{M, e)e;

(6) le sous-espace MeM engendré par les éléments de la forme xey, avec x et
y dans M, est une sous-*-algébre fortement dense dans {M, e).

PROPOSITION 1.5. Supposons que E soit faiblement d’indice fini.
(1) Il existe une unique application linéaire bornée @y de (M, e) sur M telle que

dp(x)e = xe pour tout x dans {M, e).
(2) Il existe un unique isomorphisme pg de Ly(Xg) sur (M, e) tel que
Pe(0y.,) = xey* pour tous x,y dans M.

(3) E est d’indice fini si et seulement s’il existe un poids opératoriel normal fini
fidéle Fy de {M, e) sur M tel que Fg(e) = 1. Si ces conditions sont remplies, Fg est
unique et
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Fg(1) = z mm}

iel
pour toute base orthonormale (m;) de Xg.

PREUVE. (1) Posons B; = {xe M; E(x*x) < 1}. En vertu de la proposition 3.3
de [1], Bg est ultrafaiblement compact. Si x est dans MeM, I'existence et I'unicité
de @g(x) est immeédiate (cf [12], preuve du lemme 1.2). De plus,

ex*xe = (xe)*xe = ePp(x)*Pr(x)e = E(Pr(x)*Pr(x))e,
et en vertu du lemme 1.4(5),
(*)  NE(@e(x)*Pe(x))] = llex*xell < |x]|?,

pour tout x dans MeM. En utilisant le théoréme de densité de Kaplansky et le fait
que Bg est ultrafaiblement compact, on montre I'existence de ®g(x) pour tout
x dans {M, e)>. L’inégalité (*) nous assure la continuité de &g.

(2) Pour T dans Ly(Xg) et x dans M on pose:

Pe(T)xQg = T(x) Q.
Réciproquement, si x appartient a (M, e), p; !(x) est donné par:
pg L(%)(y) = Pg(xy) pour tout y dans M.
Enfin ’assertion (3) provient de (2) et du théoréme 3.5 de [1].

REMARQUE. Si E est d’indice fini, le poids opératoricl E™! de N’ sur M’
considéré par Kosaki [10] est donné par:

E"N(y) = JFg(JyJ)J
pour tout y' dans N'.
Le résultat qui suit généralise le corollaire 3.25 de [1]:

THEOREME 1.6. Soit E une espérance conditionnelle de M sur N.

(1) Si N est finie et E d’indice fini alors M est finie.

(2) Si N©est fini et E faiblement d’indice fini alors N° est de type 1, et si D désigne
Pensemble des degrés des composantes homogénes de N°, c’est-d-dire

N° = @ M,(4,),
neD

ou A, est abélienne et M,, désigne I'algébre des matrices n x n, alors D est contenu
dans Pintervalle [1,[E].]-

PreUVE. (1) Fixons une trace normale finie fidéle normalisée ¢ sur N. Il existe
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une unique trace normale semifinie fidéle Trg sur (M, e) telle que Trg(aeb) =
¢(ba) pour tous a, b dans M. D’apres le critére de Sakai, on doit montrer que si
(x,) est une suite généralisée bornée de M qui converge ultrafortement vers
0 alors la suite (x¥) converge aussi ultrafortement vers 0. Or, en vertu du lemme
V.2.27 de [14], puisque Trg(e) = 1, la suite généralisée (ex}) converge ultraforte-
ment vers 0, c’est-a-dire que (x, ex*) converge ultrafaiblement vers 0. Notons Fgle
poids opératoriel de (M, e) sur M associé a E. Alors la suite (Fg(x, ex¥)) converge
ultrafaiblement vers O et on a pour tout a:

X, x¥ = Fglex¥)*Fg(ex¥) < [E]Fg(x ex¥),

ce qui implique que (x}¥) converge ultrafortement vers 0.

(2) Supposons que N° soit fini et E faiblement d’indice fini. Notons T la trace
centrale canonique sur N°¢, qui est un élément de E(N¢, Z(N¢)). Montrons que
[ET],, < [E].- En effet, fixons x € N, et voyons que E(T(x)) — A(E)x est adhér-
ent a N¢. Si ¢ > 0 est fixé, en vertu du théoréme 1, p. 288, de [3], il existe
ty,.. 5ty >0etuyg,...,u,e UN°) tels que

Yi=1et |[T(x) = tuxu¥|| <e
- .

J

Il reste donc & montrer que Zt E(u;xu}) 2 (E)x: puisque E(u;xu}) appartient
aN,ona:

Y t;E(u;xuf) = thu*E(u xu¥)u; 2 ME)x.
j

D’aprés la proposition 1.3, T est faiblement d’indice fini et
[T]. = [E]..

Notons z la projection de Z(N¢) telle que N°z soit de type I1, et N(1 — z) de type
I. Siz % 0, 'espérance conditionnelle induite 7, est la trace canonique sur Nz, et
pour tout entier positif , il existe une projection f, < z telle que

MD)fi = T(f) = T(h) = z/k,

ce qui entraine que A(T) < 1/k pour tout k = 1. Doncz = Oet N estde type 1. .
Pour ne D, notons T, la trace centrale canonique sur M,(4,), qui est la restriction
de T a M,(A,). On vérifie sans peine que [T,],, = n, donc n < [E],,.

COROLLAIRE 1.7. S’il existe E dans E(M, N) d’indice fini, alors N° est fini et il
existe une existe une unique application bécarre E.. de M sur N, le commutant
relatif de N° dans M.

PREUVE. La premiére assertion provient de 1.6 et la seconde de la proposition
5.11 de [2].
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TAEOREME 1.8. Si E(M, N) contient un élément d’indice fini, il existe une applica-
tion bécarre Eg de M sur N telle que

[Eo] = min {[E]; E€ E(M, N)}.

Preuve. Notons encore F, le facteur de type I, a prédual séparable. En vertu
dulemme 2.3 de [2], 'ensemble {E ® i,,; E € E(M, N)} coincide avec E(M ® F_,,
N ® F,). Par le lemme 1.1, il suffit de démontrer les assertions suivantes:

(*) Si E(M, N) contient un élément faiblement d’indice fini, alors il existe E,
dans E(M, N) tel que

[Eo], = min{[E],; E€ E(M,N)}.

(**) Si N°¢ est fini, pour tout ¢lément E de E(M, N), il existe une application
bécarre E’' de M sur N telle que

[E']w < [E]w.
Soit donc 4, > 0 tel que I'ensemble
E;(M,N) = {E€ E(M, N); A(E) Z 4o}

soit non vide. On le munit de la topologie de la convergence simple ultrafaible,
qui est la topologie induite par la topologie *-faible o(L(M), M ®, M), ou L(M)
désigne I’ensemble des applications linéaires bornées de M dans M ([14], p. 333,
exercice 6).
E; (M, N) est compact car il est convexe et normiquement fermé dans L(M). De
plus, lapplication E+ A(E) est clairement semicontinue supérieurement sur
E; (M, N). Cela démontre (*).

Pour montrer (**), notons encore E_ I'application bécarre de M sur N, fixons
un élément E de E(M, N) faiblement d’indice fini et posons E' = EE,. Pour
x dans M, on va montrer que

E'(x) — AE)x = 0.

En effet, E,(x) est limite ultrafaible d’éléments de la forme Z tiusxu¥, outy,. ..,
J

t>0,) t; = 1, et uy,...,u,e U(N°), enfin, inégalité
-~ J
J

t;E(ujxu¥) = AME)x
j=1

J

se démontre comme dans la preuve de 1.6.
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2. Le cas ou N est finie.

Dans cette section, on suppose que N est une sous-algebre de von Neumann finie
de I’algeébre de genre dénombrable M. On suppose encore que N a la méme unité
que M et qu’elle est espérée dans M.

Commengons par rappeler quelques définitions et résultats de [8]. Si M est
finie, une représentation finie de M est une représentation (normale, fidéle) de
M sur un espace de Hilbert H telle que le commutant M’y de M dans B(H) soit fini
et telle que les opérateurs de liaison cy(H) et ¢,,.(H) soient bornés ([8],2.1).
Une représentation finie de la paire (N, M) est une représentation finie de M dont
la restriction a N est également finie. Si une telle représentation existe, on dit que
N est d’indice fini dans M, et Cest le cas si et seulement si la forme standard
(I2(M),J, I*(M) ) est une représentation finie de N, c’est-a-dire si N’ est fini et
cn(I2(M)) est borné ([8], 2.3).

Pour toute forme positive normale ¢ sur M, on note €, 'unique vecteur de
I2(M), qui satisfait:

O(x) = (x24,Q4>, xeM.

Si de plus ¢ est une trace fidéle, on note EE 'unique élément de E(M, N) tel que
o Ef = ¢, et ef la projection eq,. On désigne par (M, ef) l'algébre de von
Neumann engendrée par M et ef. Alors (M,e%)» = JN'J pour toute trace
¢ comme ci-dessus. Notons aussi Tr, la trace normale semifinie fidéle sur
(M, €% telle que Try(efx) = ¢(x) pour tout x dans M. Si N est d’indice fini
dans M, Tr, est finie et il existe une unique application positive normale DY de
Z(M) dans Z(M) telle que

Try|Z(M) = $o DY,

pour toute trace ¢ comme ci-dessus (sections 2 & 3 de [8]). L’indice de N dans
M est par définition le rayon spectral de D¥ et il est noté [M: N].
Si H est une représentation finie de la paire (N, M), D¥ s’écrit:

DY(2) = Tulen(H) Ty (cu(H)™ ' 2)),

pour tout z dans Z(M), ou T, (resp. Ty-) désigne la trace centrale canonique de
M (resp. de N), et D ne dépend pas de la représentation finie choisie.

LEMME 2.1. Supposons M finie et N d’indice fini dans M. Soit m le plus petit
entier positif tel que cy(I2(M)) £ m.

Pour tout vecteur Q de I>(M), cyclique pour M, il existe des projections
...,y de N', deux a deux orthogonales et de somme 1 telles que

S eq

pourtoutj=1,...,m
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PREUVE. N’ est de genre dénombrable et cy.(I2(M)) = m™'. En vertu des
propositions 5 et 6, pp. 301 et 302, de [3], et d’aprés le lemme 1.1 de [8], il existe
m vecteurs &,,...,¢&, de I2(M) tels que les projections (eg’j) soient deux a deux
orthogonales et de somme 1. Comme Q est cyclique pour M’ = JMJ, il T'est
a fortiori pour N’, donc efy = 1 2 e}/, ce qui entraine:

enz ey
pour tout i, grace au théoréme V.1.10 de [14].

THEOREME 2.2. (1) S’il existe un élément E de E(M, N) fortement d’indice fini,
alors M est finie et N est d’indice fini dans M.

(2) Si M est finie et si N est d’indice fini dans M, les conditions suivantes sur
E € E(M, N) sont équivalentes:

(i) E est faiblement d’indice fini;

(i) E est d’indice fini;

(iii) E est fortement d’indice fini.
Si de plus E = E% pour une trace normale finie fidéle ¢ sur M, si E$, désigne
Télément de E((M, ey ), M) associé a Tr,, les conditions (i) d (iii) sont équivalentes d:

(iv) EZ,(e%) est inversible dans Z(M).

Enfin, si cette derniére condition est réalisée, on a:

Ind (E) = Ef,(ef)™".

PREUVE. (1) Il existe de éléments x,...,x, de M tels que

x =Y xE(x}x)
i=1
pour tout x dans M. Soit QeI?(M), un vecteur cyclique pour M. Posons
& = x¥*Q pour tout i. Alors

n

N

1=V e,
i=1

et puisque e}, est une projection finie pour tout i, il en est de méme pour ey, donc
N’ est finie, et on vérifie que cy(I>(M) £ m.

(2) 1l suffit de montrer que (i) implique (iii). Fixons un état normal fidéle ¢ sur
N, posons Yz = o E et notons Qg € I*(M) . le vecteur associé a z. Soit mle plus
petit entier positif tel que cy(I2(M)) £ m. D’aprés le lemme 2.1, il existe m projec-
tions ry,...,r, de {(M,e), deux a deux orthogonales et de somme 1 telles que
r; < e pour tout j. Il existe donc des isométries partielles wy,...,w,, de {M,e)
telles que

wiw; < e et wwf =r; pour tout i.
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Par la proposition 1.5, comme E est faiblement d’indice fini, il existe v;e M tel que
w; = w;e = ve pour tout i. On vérifie comme dans la preuve de 3.6.4 de [4] que
(v:)1 =i <m St une base orthonormale de Xg. De plus Y vev¥ = 1. Si E = E$ pour
une trace ¢ sur M, alors E¢,(e%) appartient a Z(M): En effet, on a pour tous x, y
dans M:

Try(Eff(ef)xy) = Try(efxy) = d(xy) = Try(Ef(ef)yx)
= Try(xEf(e%)y)-

Si E$ est fortement d’indice fini et si (v;); <; <m st une base orthonormale comme
ci-dessus, alors:

Eﬁ,(e,,)z vvF = Zv,Eﬁ,(eN)v* E¢ (Z v,eNv*> =1

et E¢,(e%) est inversible.

Réciproquement, si E%,(e%) est inversible, posons F = E%(e%) ' E$,. C’est un
poids opératoriel normal fini fidéle de (M, e$ > sur M qui satisfait F(e%) = 1. En
vertu de 1.5, E$ est d’indice fini et Ind (E$) = E%(e%) .

COROLLAIRE 2.3. Supposons que M soit finie, N d’indice fini dans M et que N° soit
contenu dans N. Notons Ey l'unique élement de E(M, N). Alors Ey, est d’indice fini
et:

() Ind(Ey) = D¥(1);

(i) [Ey] =[M:N].

PreUVE. Notons Ty, (resp. Ty/) la trace canonique sur M (resp. N’). Par
hypothése, Z(M) est contenu dans Z(N) = N¢, donc Ty(z) =z et D(z):=
DX¥(z) = D¥(1)z pour tout z dans Z(M). On en déduit que

[M:N] = lim | D*|'* = DY (D) = DY .

k—
Soit ¢ une trace normale finie fidéle sur M. Comme Ey = E%, il reste 4 montrer:
*) E4(ef)DN(1) = L.
Or, en utilisant la proposition 3.2 de [8], on obtient pour tout x dans M:
d(x) = Try(Ef(ef)x) = Try(Ef(e%) Th(x))
= ¢ 0 DY(Ef(e?) Tu(x)) = $(DN (1) E4(ef)x),
ce qui démontre (*).

Le reste de cette section est consacré a la réciproque du théoréme 2.2(1). Plus
précisément, nous allons déterminer une famille d’espérances conditionelles de
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M sur N d’indice fini, et parmi celles-ci, une espérance particuliére E} telle que
Ind (Ey) = D¥(1).

On suppose donc que M est finie et N d’indice fini dans M. Désignons par P la
sous-algebre de von Neumann de M engendrée par N et son commutant relatif
N¢ dans M.

LEMME 2.4. Avec les notations ci-dessus, on a:

(1) Z(P) = P’ " M est contenu dans P;

(2) N'n P = N°¢et Z(N) est contenu dans Z(P) = Z(N°),

(3) si z est une projection de Z(P), alors (Nz) n Pz = N°z et Z(Nz) est contenu
dans Z(Pz),

(4) N est d’indice fini dans P qui est d’indice fini dans M.

PrEUVE. Les propriétés (1) a (3) sont immédiates et la propriété (4) est une
conséquence du corollaire 2.5 de [8].

PROPOSITION 2.5. Soit m le plus petit entier positif tel que cy(I*(P)) £ m. Alors
N¢estdetype 1 et si D désigne I'ensemble des degrés des composantes homogénes de
N¢ (cf. 1.6) alors D est contenu dans lintervalle [1,m]. En particulier, la trace
centrale canonique Ty. sur N°¢ est fortement d’indice fini.

Preuve. 11 suffit de montrer que si e est une projection de support central
z telle que Tyd(e) = z/n, alors n < m.

En vertu du lemme précédent, on peut supposer que z = 1. Comme el?(P)
contient un vecteur séparateur pour Ne, d’apreés la proposition 3, p. 300, de [3],
on a:

e < cne(eL’(P)) = ecy(IZ(P) Tole)
= ecy(L2(P) To(Twe(e)) < (m/n)e,
ou Ty désigne la trace centrale canonique sur le commutant de N dans B(I?(P)).

PROPOSITION 2.6. Soit m lentier défini dans la proposition 2.5. Notons encore
T; la trace canonique sur le commutant de N dans B(I*(P)). Alors

Tye)=2m 'z
pour tout z appartenant a Z(P) .. En particulier, Ty| Z(P) est d’indice fini.

PREUVE. Notons (I2(P),J, I?(P),) la forme standard de P et fixons un vecteur
Qe I?(P), cyclique et séparateur pour P. Notons également Ty la trace canoni-
que sur N. Il suffit de démontrer la proposition pour les projections de Z(P). Soit
donc z une telle projection. Elle satisfait: z = ef, = efy,.

Par les mémes arguments que dans la preuve du lemme 2.1, il existe &,,..., &,
dans I?(P) tels que
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Remarquons que z < Ty(ely,) car z = vzv* pour tout ve U(N) et z = ef, < ey,
Ensuite,

*) T < 3 Tel):

i=1

en effet, la définition de cy(I?(P)) donne:

0 < cn(Z(P) To(z — e}o) = CN(LZ(P)){ Z To(ef) — Té(eﬁ'g)}

= Y Tw(e})) — Talelo)-
ji=1

Enfin,
m~ 1z < m™ 1 Ty(ely) < ex(Z(P) ™! Ty(edy)

< Z en(I2(P) ™! Ty(el)) par Iinégailté (*)

=J )
< Y Toled) = Tg()
j=1

Avant d’énoncer le résultat principal de la section, introduissons les notations
suivantes:

Si (p, H,) est une représentation finie de P, donc de la paire (N, P), notons
Ef% I'élément de E(M, N) dont la restriction a N°¢ est égale a la trace canonique
T,y | N¢. Lorsque p est la restriction a P de la représentation standard de M, on
pose Ef, = Ej.

THEOREME 2.7. Pour toute représentation finie p de P, l'espérance conditionnelle
EY%, est (fortement) d’indice fini. En particulier,

Ind (Ey) = D¥(1) et [Ey] = |D¥|l = [M:N].

PReUVE. Notons Ep l'unique élément de E(M, P) (cf. lemme 2.4(1)), et E,
I’¢lément de E(M, N) tel que Eo| N = Tg| N¢, ou T est la trace canonique sur le
commutant N, de N dans B(I*(P)). On décompose la preuve en trois parties.

(1) E, est d’indice fini: Comme E, = EyEp, en vertu de théoréme 2.2 et du
corollaire 2.3, il suffit de montrer que E,|P est faiblement d’indice fini. Or,
Eo|N¢ = T5|N¢ est d’indice fini en vertu de 2.5 et 2.6. Soit A > 0 tel que
'application Tg|N° — Aiyc soit complétement positive. Si ay,...,a,€N, si
by,...,bye N etsix =Y ab, alors
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Eo(x*x) — Ax*x = Y. aX(Ty(b}b;) — Ab¥b;)a; 2 0
i,j=1
puisque la matrice n x n (Ty(b}¥b;)) est positive.
(2) Soit(p, H,) une représentation finie de P. Montrons que E% est d’indice fini.
D’apreés le lemme 2.2 de [8], il existe un entier positif n et une projection ¢’ dans
P’ ® M, de trace centrale inversible tels que

p(x)=¢€(x®1,)
pour x dans P. Par suite,
Ty (x ® 1)) = €Ty om, (€)' Tvam,(€(x® 1,)
pour tout x dans N°. Soient ae Z(N), et be Z(P). tels que
p@) =€ Tyou, () ' et b®1,= Tpeum,(€)
Posons h = abe Z(P), = Z(N°)+, qui est inversible. On obtient pour tout z
appartenant a Z(N°):
P Ty p(@) = p~H(p(@) Ty om, €z ® 1,)
=a p Y (€Tyvom,(Trem,(€)z® 1,)
= a-p Tl Ty(b2) ® 1,) = Ty(ha),
et comme Ef = E{ Ty, on a E{(x) = E(hx) pour tout x dans N°, donc pour tout
x dans M, et E% est d’indice fini ([1], 3.15).

(3) Montrons enfin que Ind (Ey) = D¥(1). Pour cela, notons (I#(M), J, }(M) )
la forme standard de M, N’ le commutant de N dans B(I2(M)) et cy = cx(IZ(M)).
Soit F’ le poids opératoriel normal fini fidéle de N’ sur M’ = JMJ tel que
F'|N¢ = Ty(cy-)| N, ou Ty, désigne la trace centrale canonique sur M.

Notons Ey.€ E(N’, M’) 'espérance conditionelle invariante par les automor-
phismes intérieurs de N’ définis par les unitaires de M'. Fixons de plus une trace
normale finie fidéle normalisée ¢ sur M, a laquelle nous associons la trace Tr, sur
N’ définie par:

Try(y') = dlenTn(y)

pour tout y’ dans N’. Notons encore Q' (resp. Q,) le vecteur positif de (M)
associé & ¢y, (resp. & P) et ey = e, (resp. e% = efy). Notons enfin Ef;, lespérance

conditionnelle de N’ sur M’ associée a Tr),. D’aprés la propostion 3.15 de [1], il
existe un unique élément h de Z(N°), tel que

E(x) = En(hv)

pour tout x dans M, car E$ et E}, sont des applications bécarres. Cela entraine
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que
Q, = h'2Q et b = h'2eyh!/2,

Comme Tr), o F' et Tr), sont invariants par Ej., ona pour tout ' dans N’ et tout x’
dans M"

Try (F'(E3-(e§)y)x') = Try 0 F'(E$;. (ef) Exc(y'x'))
= Try (Ef; (e}) Tu(cn Enc(y'x)))
= Tr(ef Tu(cw Exc(y'x)
= ¢(TulenEnc(y'x)
= G(EX(cnEyc(y'X))
= ¢ 0 Ey(henEyc(y'x)
= ¢(cy Tn(hEyc(y'x)))
= Try 0 Eyc(hy'x')
= Try (ES; (hy)x),

C’est-a-dire: E%,.(e%)F'(y') = E%,.(hy') pour tout y’ dans N'.
On en déduit que

E$(eR)F () = Efy(hey) = Ef(ef)
et comme E%,.(e%) est de support 1, on a F'(e}y) = 1, ce qui démontre que
Ey'=F.
COROLLAIRE 2.8. Avec les hypothéses et les notations de 2.7, on a pour toute
représentation finie p de P:
Ind (E}) = Ta(cn(H,)cp(H,) ™" cp(L(M))).

PREUVE. Reprenons les notations de la preuve de 2.7. Soient cy(H,) € Z(N) et
cp(H,)e Z(P) tels que

pen(H,)) = c,my(H,) et p(cp(H,)) = cppy(H,).

On vérifie que a = ney(I(P))ey(H,) ™! et que b = n~'cp(H,).
Pour E et E' d’indice fini, notons (DE : DE') I'élément de Z(P), inversible qui
satisfait:

E(x) = E(DE: DE')"*x(DE: DE')"/?)

pour tout x dans M. Alors
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(DE}: DEo) = cy(L(P))en(H,) ™  cp(H,).
En particulier, (DEjy: DE,) = cy(IZ(P))cp(IZ(M))cy(I*(M)) ™! donc
(DE%: DEy) = cp(H,) cp(LZ(M)) ™ ' ex(Z(M))ey(H,) ™!
et alors:
Ind (E}) = E§ '(1) = Ey '(DE}:DEy)™")
= Ty(en(H,y)cp(H,) ™ cp(Z(M))).

On déduit enfin immédiatement de 2.7 le résultat suivant démontré dans [8]
pour les paires d’algebres finies a centres atomiques.

COROLLAIRE 2.9. Soit M\y=Nc M, =Mc...c M, c... latour de Jones
associée a la paire (N, M), et notons

M®N = M @yM ®y... ®yM (kfois).

(1) M ®@yM = (M, ey) en tant que N-bimodules;
(2) Endy(M) =~ (M, ey) en tant qu’algébres;

(3) [M:N] = limsup [rang(M®’1§l| N)]'* = limsup [rang(M,|N)]'*, ou rang (4| N)
k— o0 k— o0
designe le nombre minimal de générateurs de A en tant que N-module a droite.

3. Algebres finies a centres atomatiques.

On suppose dans cette section que M et N sont finies et de genre dénombrable.
Rappelons que le centralisateur Mg d’une espérance conditionnelle E de M sur
N est I'algébre de von Neumann formée des éléments x de M tels que E(xy) = E(yx)
pour tout ye M. Remarquons que Z(M) et Z(N) sont contenus dans Mg et que
N est contenue dans M§.

LeMME 3.1. Soient M un facteur fini, N une sous-algébre de von Neumann de M,
E un élément de E(M,N) et A une sous-algébre de von Neumann abélienne de My
contenant 1.

Alors E(M, A°) contient un unique élément E 4, et si F = E|A°, on a: E = FE 4.

Si de plus E est faiblement d’indice fini, A et Z(A°) sont atomiques et

dim (4) = [E4c]w = [Elw.

PREUVE. Notons tr la trace canonique sur M et posons ¢g = tro E. Comme
A est contenue dans A°, on a pour tout élément G de E(M, A°) et tous xe M et
ue U(A): G(uxu*) = G(x). Donc E(M, A°) contient un unique €lément E 4.

Pour tout xe M, notons K(x) 'enveloppe convexe ultrafaiblement fermée de
{uxu*; ue U(A)}. Ainsi, E ,{x) appartient & K(x) et satisfait:
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IE4dx)ll2 = inf{[[kll2; k€ K(x)},

ou [|yl, = tr(y*y)/? pour tout y dans M. Notons également |y|z = ¢z(y*y)'/?
pour y dans M.

Si x appartient a M et si ¢ > O est fixé, il existe ty,..,t, > Oet uy,...,u, dans U(A).
tels que

Yty=1 et |E(x)— Y tjuxufls <
car K(x) est I'enveloppe convexe ultrafortement fermée de {uxu*; ue U(4)}. Mais
EQ} tjupxu¥) = E(x),

donc [FE(x) — EQllz < | Exdx) — ¥ tjut s < e.

Par suite, E = FE ., et si E est faiblement d’indice fini, E ;. I'est également en
vertu de la proposition 1.1. Soit g la projection de Z(A°) telle que Z(A)q soit
complétement non atomique et Z(A°)(1 — g} atomique. Si g F 0, M est nécessaire-
ment de type II, et soit E, 'élément de E(gMq, gA°) défini par E (gxq) = E 4(gxq)
pour tout x dans M. E_ est encore faiblement d'indice fini et pour entier positif n il
existe des projections ey, . . ., e, de Z(A°) deux a deux orthogonales et équivalentes
dans gMq et de somme q. Il existe par conséquent une projection e, de gMgq telle
ee0e, = n” ‘e, pour tout k.

Cela entraine:

j'(Eq)e() = Eq(eo) =n" lq,

ce qui contredit le fait que A(E,) > 0.
Par suite, Z(A°) est atomique et A également. Notons (e¥),.x les projections
minimales de 4. On vérifie que

E fx) =) éxé*
k

pour tout x dans M. Enfin, [E ,c],, = card (K): on vérifie comme ci-dessus que
ME ) Scard(K)™!, donc dim(A)<[E4],. Notons n=card(K) et
K = {1,...,n}. Si x appartient a M, on a:

x =123 (¢*x + xe) = 1/2Y (2e*xe* + Y é'xe' + e'xer)
k k k¥l

<Y éxet +1/2Y Y (¢ xe* + e'xe') = nE 4dx).
k k¥1

Nous allons montrer que si Z(M) et Z(N) sont atomiques, alors un élément E de

E(M, N) est d’indice fini s’il est faiblement d’indice fini. Pour cela on va de nouveau

intercaller 'algébre P engendrée par N et N° entre N et M. La proposition suivante
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suivante fournit la premiére partie du résultat:

PROPOSITION 3.2. Soit M une algébre de type 11, a centre atomique et soit P une
sous-algébre de von Neumann de M telle que:

(1) p est contenu dans P;

(2) Punique espérance conditionnelle Ep de M sur P est faiblement d’indice fini.

Alors Ep est dindice fini et:

[EP] = [Ep]w-

PREUVE. Par hypothése, Z(M) est contenu dans Z(P) = P*. Par le lemme 3.1,
Z(P) est atomique. Notons (€*),x et (f*)c. les projections minimales de Z(P) et de
Z(M)respectivement. Posons aussi pour toutle L: K, = {ke K; "' 4 0}. Comme
f'appartienta Z(P),ona f' = Y &, Pestdetypell, et Pf*est d’indice fini dansle

keK;

facteur Mf* ([1], 3.19 et 3.24).

Par définition des deux indices, il suffit de supposer que M est un facteur. Pour
k dans K, soit E, I'élément de E(e*Me*, Pé*) induit par Ep: E(e*xe*) = Ep(exé")
pour x dans M. Alors E, est I'espérance conditionelle associée a la trace canonique
sur e*Me* car Ep est associée a la trace canonique sur M([6], lemme 3.4). On
obtient donc:

[Ep] = tr(cp) = [M:P] = ) [e*Me*: Pe*] 2 [Ep].,
keK
par le corollaire 2.3 et I'exemple 2.7 de [8].
Pour tout k dans K soit f; une projection de e*Meé* telle que

E(fi) = [€*Mé*: P&~ ek,

Posons aussi t = min [¢*Me*: Pe*] ! et choisissons des projections g, de M telles
que g, < f; et tr(qe) = t pour tout k. Il existe une projection e, dans M telle
éege* = apq, ou a, = [e*Mé*: Pé*][M : P]™ ! pour tout k. Par suite,

MEp)eo < Ep(eg) S [M:P]7! et [Ep] = [M:P] = [Ep]..

Supposons maintenant que M et N sont i centres atomiques: Notons (€¥),cx et
(/")ieL les projections minimales de Z(N) et de Z(M) respectivement. Notons
comme ci-dessus K; = {ke K; éf* + 0} pour tout € L. Si E appartient a E(M, N),
puisque E(f") appartient a Z(N), il s’écrit:

E(f I) = z Ckzek
keKi

avec ¢, €(0, 1]. On note également E,, 'élément de E(M,, Ny;) induit par E, ou M,
et N, sont les algébres réduites par la projection ¢*f*. On a donc:



240 PAUL JOLISSAINT

Eu(@f'xf'e) = cq' E(Yf'xf'¢)

pour tout x dans M ([6], proposition 2.2). Suivant [ 13], on dit que l'inclusion de
N dans M est matricielle si, pour tout € Let tout k € K, le commutant relatif B, de
N, dans M, est un facteur de type I et si M, est engendré par N, et By,.
On pose a2, = dim B,,.

ExAMPLE 3.3. Soient M et N des algébres finies a centres atomiques. Supposons
qu’il existe un élément E de E(M, N)faiblement d’indice fini et soit P la sous-algébre
de von Neumann de M engendrée par N et N¢. Alors l'inclusion de N dans P est
matricielle.

En effet, Z(P) est aussi atomique. Notons (e¥),x et (¢');c; les projections minima-
les de Z(N) et de Z(P) respectivement. Pour ke K notons I, = {iel; &g’ + 0}.
Comme Z(N) est contenu dans Z(P), on a:

=Yg et dg=g
el
pour tout k et tout i € I. Par suite, g'Ng' est un sous-facteur d’indice fini du facteur
g'Pg’ et (¢'Ng'y n g'Pg' = g'N°g' est un facteur de dimension finie. Enfin, on vérifie
sans peine que g'Pg’ est engendré par g'Ng' et g'Ng'.
Le résultat suivant généralise le théoréme 2.3(1) de [13] au cas des espérances
conditionnelles qui ne sont pas associées a des traces.

THEOREME 3.4. Supposons que M et N sont a centres atomatiques et que Uinclusion
de N dans M est matricielle. Si E est une espérance conditionnelle faiblement d’indice
fini de M sur N, alors E est dindice fini et

[E]1 < [ERG.

Si de plus a?, < dim Neé* pour tout le L et tout ke K, alors

[E]=[E]. = Slipkzx [Eulcaq.

PreUVE. En vertu du théoréme 2.5 de [6], E est d’indice fini si et seulement si

sup Y. [Eulcg est fini, et dans ce cas,
1 keK;

[E] =sup Y, [Eulcq’
I keK;
Nous présentons la preuve en trois parties.
(1) On suppose que N est un facteur, B un facteur de type I, avec n®> < dim N et
M = N ® B. Notons trgla trace normalisée sur B et iy 'application identité sur N.
Posons Ey = iy ® trgqui est fortement d’indice fini. On choisit un systéme d’unités
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matricielles (g;;); <i,j<» dans B. Si E est faiblement d’indice fini, il existe un élément
a de B inversible tel que trg(a*a) = 1 et
E(y ® b) = Ex(y ® a*ba) = y ® trg(baa*)

pour tout y dans N et tout b dans B (cf. [1], proposition 3.15). Notons
O<a=a; Sa,=... £ a,les valeurs propres de aa*, et soit u dans U(B) tel que
aa* = udiag(ay,...,a,)u* ou

diag (@1, - -, %) = Y G-
k

Montrons:
*) [El, =[E]= } no; '
j=1

Choisissons un systéme d’unités matricielles (7;;); <; j<» dans N et posons:

n

= ugu* et x = 1/n a(oo) " ® i
] J J. J J

ij=1

Alors x appartient 4 M, car x = yy* ol y = l/n Y, Jow;/o; r;; ® f;;. De plus,
i,j=1
=txavect =1/n) ao; ', et f =t 'x est une projection de M. Alors:

ME)x £ E(x) = Zn Ya(oary) 21 @ trp(fijaa®)

_zn a(oza rij®5ijaj/n éa/nz’

et par suite,

ME)f £ aftn? = (i n/ocj>—1.

j=1
Enfin, [E] = Y n/a;:
j=1

En effet, {a,,...,0,} est aussi 'ensemble des valeurs propres de a*a et il existe
vdans U(B) tel que a*a = v*diag(ay,. .., a,)v et (a*a) ™! = v*diag(a; ,..., o, Y.
Posons m;; = n-1® v*g;va™" pour 1 <i,j < n. La famille (m;) est une base
orthonormale de M sur N pour le produit scalaire induit par E. Par suite,

Ind (E) = Zm,,mu-n21®v*fx Ygav =Y nfa; 1@ 1.

ij i
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(2) Considérons maintenant le cas ou a? < dim Ne*. Posons

A(E) = max {A 2 0; E(xf*) 2 Axf', xe M.},

-1
et G = ( Z [E“]Ck_, 1) .

keK;
Comme [E],, = sup 4(E) "%, il suffit de démontrer: (x*) ,(E) < c,.

Pour k dans K| notons a; = oy < ... < ay,,, les valeurs propres associées a Ey
comme dans (1).

On adonc: [Ey] = [Eulw = Y. au/o;-

ji=1
Soit (g¥)1 <i.j<a,, Un systéme d’unités matricielles de By, tel que
Ekl(g{‘(j) = 5ij(°‘kj/ akl)ek f L
Choisissons également un systéme d’unités matricielles (¢};) de Ny, et posons:

akt

X = Z “k/akl(akiakj)_l/ze:.‘jg‘i‘j

i,j=1
et tk = l/ak,Zak/akj.
i

Alors f; = t; 'x,, est une projection de M,,. Soient (f; )k, des projections de Mf
deux a deux équivalentes telles que f; < f;. Posons aussi: dy; = ¢;[Ex]cy; . Alors
Y di; = 1 et il existe une projection f, dans Mf" telle que é*foe* = dy, fi pour tout
ke K,. On vérifie comme dans (1) que:

FIE(fo) £ Y, duculEu]l ' < af'.
keK)
Cela achéve la preuve du théoréme lorsque la condition a < dim Neé est remplie.
(3) Dans le cas général on pose by, = min (a,, (dim Ne*)'/2)). Comme ci-dessus
on montre que

bia

MEYS Y (Y am/“kj) et
keK; \j=1

et que

axl bt

[Eu] = Z akt/“kj Say Z akl/akj

i=1 j=1
b

< 'II(E)_l Z akt/“kj
j=1

donc que
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Y [Euleq' S A4(E)"2 S [E]2.

keK;

On déduit de 3.2 et 3.4 le résultat principal de cette section:

THEOREME 3.5. Soit M algébre de von N eumann finie de genre dénombrable et soit
N une sous-algébre de von Neumann de M. On suppose que Z(M) ou Z(N) est
atomique. Si E est une espérance conditionnelle de M sur N faiblement d’indice fini,
alors Z(M) et Z(N) sont atomiques, E est d'indice fini et

[E] < [EDS.

PREUVE. Z(M) et Z(N) sont atomiques grace au lemme 3.1 et 4 3.19 et 3.24 de
[1]. On se raméne alors au cas ou Z(M)n Z(N) = C.
Ainsi M est soit de type I soit de type II,. Si M est de type I N I'est aussi et I'inclusion
de N dans M est matricielle. On suppose donc que M est de type 11, ce qui est aussi
le cas de N, et on pose P = (N v N¢)", F = E|P et on note Ep 'unique €lément de
E(M, P). Comme N¢est contenu dans P,ona FEp|N¢ = E|N°. Par le théoréme 5.3
de [2] et la proposition 1.3, cela implique que E = FEp et que F et Ep sont
faiblement d’indice fini.
D’apreés 3.2, Ep est d'indice finiet [Ep] < [E],,. Enfin, 'exemple 3.3 et le théoréme
3.4 montrent que [F] < [E],.

COROLLAIRE 3.6. Soient M un facteur de type 11, et N une sous-algébre de von
Neumannde M. Notons Ey 'espérance conditionnelle associée a la trace standard tr
sur M, ey la projection correspondante et Tr la trace normale semifinie sur {M,ey»
telle que Tr(eyx) = tr(x) pour tout x dans M.

(1) Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) N est d’indice fini dans M;
(i) Tr est une trace finie;
(iii) il existe E € E(M, N) faiblement d’indice fini.

(2) Si les conditions ci-dessus sont réalisées, Z(N) est de dimension finie, toute
espérance conditionnelle E de M sur N est fortement d’indice fini et dim Z(N) <
LE]..

Enfin,[M:N] = [Ex] = [E]..

PREUVE. (i) implique (ii) par [8], et si Tr est finie, F = Tr(1) Ep est un poids
opératoriel fini de (M, ey sur M tel que F(ey) = 1, o E,, est I'espérance associée
a Tr. Donc (ii) implique (iii). Si E est un élément faiblement d’indice fini de E(M, N),
le théoréme 3.5 montre que E est d’indice fini et par le lemme 3.1,dim Z(N) < [E],,.
Ainsi E est fortement d’indice fini et (iii) implique (i). Enfin, l'inégalité:
[M:N] < [Ey]. se démontre comme dans la preuve de 3.2.

Nous terminons cet article en montrant Pexistence d’une espérance condition-
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nelle associée a une trace finie sur une algébre de von Neumann, qui est d’indice fini
mais pas fortement d’indice fini. Cela montre en particulier que ’hypothése du
théoréme 2.2(1) ne peut pas étre affaible.

Pour cela, considérons une paire (N, M) d’algébres finies de genre dénombr-
able a centres atomiques. Comme ci-dessus, on note (e¥),.x et (f*),c les projections
minimales de Z(N) et de Z(M) respectivement. On suppose que pour tout /€ L et
tout ke K le facteur N, est d’indice fini dans M,, et on note a son indice. Posons
aussi pour ke K: L, = {le L;éf" % 0}. Notons enfin tr; la trace standard sur Mf".

LEMME 3.7. On retient les hypothéses et les notations ci-dessus. Alors N est
dindice fini dans M si et seulement s’il existe C > 0 et ¢ > 0 tels que:

(1) a& £ C pour tout le L et tout ke K;;

(2) card(L;) < C pour tout ke K

(3) try(ef") = ¢ pour tout le L et tout ke K,.

PREUVE. SiN est d’indice fini dans M, on vérifie aisément que a4 < [M:N]. De
plus, comme dans la preuve du lemme 4.1 de [8], si cy = cy(I2(M)) et si Ty. désigne
la trace sur le commutant N’ de N dans B(I?(M)), on a pour tout e L:

) enTw(f') = ¥ (ad/tri(ef ") &

keK;
donc tr(éf") ek < ey Ty (f") < |ienll €, et par suite,
tri(e"f!) 2 flenl 7%
De plus, I'égalité 1 = Y tr,(¢f') implique que card (K;) < |lcyl. En considérent la
paire (M’, N') on obtient (2).
Supposons maintenant que N et M satisfont les conditions (1) a (3). Puisque L,

est fini pour tout k, le commutant N’ est fini. Il reste a vérifier que cy est un
opérateur borné. On a pour tout k:

cne* = Y enTudf)e* = Y (ah /i) e < 71 C2e,
! 1

donccy < e 1C2

PROPOSITION 3.8. 1l existe une paire d’algébres de von Neumann N = M de type
I1, a centres atomiques et une trace normale finie fidéle ¢ sur M telles que:

(1) Plinclusion de N dans M est matricielle et connexe;

(2) N nest pas d’indice fini dans M;

(3) ES est dindice fini.

En particulier, E$ nwest pas fortement d’indice fini.

PREUVE. Soit R le facteur hyperfini de type II; a prédual séparable et posons
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K = L = N. Pour leL notons R, = R et tr; la trace normalisée sur R, On va

construire M et N comme dans la proposition 3.5.6 de [4]. Posons M = @ R,.
121

Pour tout | = 1, soient g, et g, ; des projections de R, telles que

G+ G =1 et (g ) =0+ D)7

Posonsaussiq;,o = 0. Pour ke K; = {I,] + 1} choisissons un isomorphisme 6, , de
R sur g Rqi;s posons € =gy + gy, définissons Ny = {0, _(x) +
Oix(x); x€R} pour k = 2 et Ny = 6, ,(R). Enfin,

N=@®N,

keK

Alors é* appartient & Z(N) et Ne¥ = N, pour tout k. Par construction, si e L et si
keK,on a:

ag=1et trE*f=010+1""4

donc N n’est pas d’indice fini dans M en vertu de 3.7. Définissons ¢ par ¢(f*) = 17~
En reprenant les notations du théoréme 3.4, on obtient:

= PlEf")/ple") et
Y [Eulea' =2 + ¢ Vd(ef') + o 1+ /gl 1)
=2+a+a-_y

ouag =l/(1-1)pourl=2.
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