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SOUS-ESPACES COMPLEMENTES ISOMORPHES
A ¢, DANS LES PRODUITS TENSORIELS DE SAPHAR

EVE OJA

Résumé.

Soient X et Y deux espaces de Banach de dimension infinie. Supposons que X ait une décomposition
de dimension finie “boundedly complete” et 1 < p < oo; si I'une des deux hypothéses suivantes est
satisfaite: a) X ® ,, Y contient un sous-espace complémenté isomorphe a ¢, et X* ou Y* posséde la
propriété d’approximation métrique, b) X ®, Y contient un sous-espace complémenté isomorphe
aco, alors Ycontient un sous-espace complémenté isomorphe a c,. Ce résultat ne s’étend pas au cas de
normes ., = et g,,. Car si X a une décomposition incondionnelle de dimension finie et X ®, Y, ou
o = £, OU & = ¢, contient un sous-espace isomorphe a ¢, alors X ®, Y contient un sous-espace
complémenté isomorphe a c,.

1. Introduction et résultats principaux.

Soient X et Y deux espaces de Banach de dimension infinie et « une norme
tensoriellesur X ® Y.L’espace X ® Y munide aest noté (X ® Y, «), soncomplété
est not¢ X ®, Y. Nous considérons les produits tensoriels X ®y, Yet X ®., ¥,
1 £ p £ 0, ou g, et &, (notée g,\ dans [8]) sont les normes tensorielles étudiées
par P. Saphar dans [8] et [9]. Rappelons que g, = 7t et &, = ¢ ou T et ¢ sont
respectivement la norme projective et la norme inductive.

Une condition suffisante pour que X ®, Y = X ®,Y contienne un sous-
espace complémenté isomorphe a ¢, est établie dans [7] par E. et P. Saab.

THEOREME 1 (cf. [7]). Si Y a un sous-espace isomorphe a cy alors X ®,. Y aun
sous-espace complémenté isomorphe a c,.

REMARQUE 1. Le théoréme 1 est vrai aussi pour la norme g,. I se démontre de
la méme fagon que le théoréme 1 dans [7].

Si X ou Y a un sous-espace isomorphe a ¢, alors X ®,. Yet X ®,. Y ont un
sous-espace isomorphe a ¢o. En méme temps, par exemple, [, ®,./, a un
sous-espace isomorphe a c, malgré le fait que /; ne contient aucun sous-espace
isomorphe a c,.

Dans le cas ou X posséde une décomposition de dimension finie (D.D.F.)
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inconditionnelle nous établirons I’amélioration suivante du théoréme 1 et de la
remarque 1.

THEOREME 2. Supposons que X posséde une D.D.F. inconditionnelle. Si X ®, Y,
ol o=E¢E, OU O =gy, A un sous-espace isomorphe a cy alors X ®,Y a un
sous-espace complémenté isomorphe a c,.

Les théorémes 1 et 2 et la remarque 1 sont précis en ce sens qu'ils ne s’étendent
pas au cas de normes ¢, et g, ou 1 < p < oo. En effet soit « = ¢, ou a = g,
1 £p < 0. Alors I, ®, 1, a un sous-espace isomorphe a c,. Mais I, ®, [, ne
contient aucun sous-espace complémenté isomorphe a ¢, ce qui est évident
d’apreés le théoréme suivant qui est le résultat principal de cette note.

THEOREME 3. Supposons que X posséde une D.D.F. “boundedly complete” et
1 < p < 0. Si l'une des deux hypothéses suivantes est satisfaite: a) X ®, Y
contient un sous-espace complémenté isomorphe a cy et X* ou Y* posse‘dep la
propriété d’approximation métrique, b) X ®y, Y contient un sous-espace complé-
menté isomorphe a c,, alors Y contient un sous-espace complémenté isomorphe a c,.

REMARQUE 2. L’hypothése que la D.D.F. de X soit “boundedly complete” est
essentielle dans le théoréme 3. Or, par exemple, si X = L,[0, 1] alors X ®,, [,
a un sous-espace complémenté isomorphe a ¢, (cf. [1]).

La démonstration des théorémes 2 et 3 repose sur le fait que les produits
tensoriels considérés ont une “bonne” décomposition de Schauder. Remarquons
que dans [3] nous avons utilisé le méme fait pour étudier la réflexivité et d’autres
propriétés des produits tensoriels. Par rapport aux problémes étudiés dans [3],le
probléme des sous-espaces complémentés isomorphes a c, semble étre beaucoup
plus compliqué.

2. Décompositions de Schauder et reproductibilité de c,.

Une décomposition de Schauder d’un espace de Banach X est une suite
() = (P)x » 1 de projections non nulles, continues de X qui satisfait aux condi-
tions: pp, = Osi k + [ et pour tout x € X la série Y= | pux converge vers x. Si la
convergence est inconditionnelle pour tout x € X alors on dit que la décomposi-
tion de Schauder (px) est inconditionnelle et si dim Im p, < co pour tout
k =1,2,...alors on dit que (p,) est une D.D.F. Une décomposition de Schauder
(P) de X est dite “boundedly complete” si pour toute suite bornée (Yr-; X 1,
x€Im p,, la série Y2 | x; est convergente. Et (p,) est dite “shrinking” si (p¥) est
une décomposition de Schauder pour le dual X* de X.

Pour démontrer les théorémes 2 et 3 nous aurons besoin respectivement des
Fhéorémes 4 et 5 sur les décompositions de Schauder dont le théoréme 4 découle
immédiatement du lemme 1 et du théoréme 2 de [5].
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THEOREME 4. Soit (p,) une décomposition de Schauder inconditionnelle de
X telle que Im py, k = 1,2,..., ne contient aucun sous-espace isomorphe a c,. Si
X a un sous-espace isomorphe a co alors X a un sous-espace complémenté
isomorphe a c.

Si (p.) est une décomposition de Schauder de X alors (p¥|y) est une décomposi-
tion de Schauder de

H=HX)={feX*lim,., I~ p¢f — I =0},
ol H est muni de la norme induite par X*. Avec cette notation, nous avons le

THEOREME 5. Soit (p,) une décomposition de Schauder de X telle que Im p,,
k =1,2,..., ne contient aucun sous-espace complémenté isomorphe a cy. Si (p¥|n)
est “shrinking” alors X ne contient aucun sous-espace complémenté isomorphe a c,.

DEMONSTRATION. Supposons que X contienne un sous-espace complémenté
isomorphe a c,. Soit P une projection continue de X sur ce sous-espace. Alors
P = TS,0uS: X - cqestunesurjection linéaire continue, T est un isomorphisme
de co dans X et ST est I'identité sur co. Soient (¢;) = cq et (¢;) = c§ = 1, les bases
canoniques. Alors (f;) = (S*¢;) est une suite-base dans Im P*,équivalente a (¢;).
Notons P, = Y7_, p, et considérons une sous-suite quelconque (f;) de (f;). Elle
est equivalente a (¢;) et, puisque Im P,, n=1, 2, ..., ne contient aucun
sous-espace complémenté isomorphe a c,, elle vérifie la condition

0] Ve > 0, Vm, Vn, 3ge L({ f;;: i 2 m}), gl = 1, |[P*P}gll <e,

ou L(E) désigne le sous-espace vectoriel engendré par un sous-ensemble E.

En effet, si la condition (1) n’était pas satisfaite, on pourrait montrer qu’il
existerait m et n tels que T*P*S*U} soit un isomorphisme de c¥ dans c§, ou
Upn: co = ¢o est défini par Uy(a,,as,...) = (g , 4, ,,...). Posons A = U,SP,T.
Comme A* est un isomorphisme de c§ dans cg, il existe un réel a > 0 tel que

2a é "A*(p]"a .] = 1’ 29"'
Soit

©
Ae,'= Zaijej, i=l,2,...
ji=1

Comme lim;a;; = 0,i = 1,2,..., alors
V6 >0,Ym,Vn,3j>m, Y |a;l <.
i=1

Ceci nous permet de construire par récurrance deux suites d’entiers
1Sm<my<...etl=n; <n,<...telles que

@ I A*@m,/vi — u ]l < 6/2",
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ou
M+ 1 N+ 1
up =— Z Aim, Pis Vi = Z |aimk|’
Vi i=me+1 i=me+1
et
3) asw, k=12,...

Comme (u}) est une suite-base normalisée de (@;), elle est équivalente a (¢;). Donc,
pour ¢ suffisamment petit (en effet, il suffit de fixer 6 < 1/2 (cf. [2], p. 9)), (2)
entraine I'équivalence de (A*@,, /vi) a (¢;). Choisissons u,€ L({e,, +1,. .-, €n,, ,});
lluell = u¥(u) = 1. L’équivalence de (u;) a (e;) et la condition (3) permettent nous
de considérer I'application linéaire continue B: ¢y — ¢y,

Bx =

§ Aom cec

k=1 Vi

En utilisant I’équivalence de (4*¢,, /vi) a (¢;) nous obtenons que

@ prr=y L gy pecn
k=1 Yk

Soit I I'identité sur ¢,. Comme
(5) u¢(Bx) = (A* @, )(X)/ V1, x€co k=12,...,
ce qui se vérifie immédiatement, nous avons

IBI — B)x| = | Y. u¥(Bx)u — Y. (A*@m )Bx)us/vi| <

k=1 k=1
< Y llup — A*@m, /il I|Bx| < 8| Bx], X €Co,
k=1
d’ou
IB(I — BY|| < & |BI, k=12,...

La derniére condition nous permet d’introduire

C= i B(I — B)-.
k=0
Donc
(6) C* = f (I* — B*)B*.
k=0

Puisque I'image Im A* est fermée, nous avons d’aprés (6) et (4) les inclusions
() Im C* c [A*¢,,]  Im A*,

ou [x,] désigne le sous-espace fermé engendré par x, X»,....
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En utilisant (7) et P'égalité Im A = ¢, (qui découle du fait que 'application A*
est isomorphique) nous pouvons vérifier que I'opérateur

D(A*); 'C*: c§ - [em, 1%,

ou D: [¢,,]— [es]* est I'application canonique définie par (Dg)(y) = g(y),
y€[en, ], est bien défini et continu pour les topologies x-faibles. Il existe donc un
opérateur G: [e,, ] — ¢, tel que G* = D(4%); 'C*.

Soit U la projection canonique de ¢, = [¢;] sur [e,,] (c.-a-d. Ue; =0 si
i¢{my,my,..},Uen, = €n,Ueyn, = €y,...). Comme U*D estI'identité sur [@,, ]
et BC = B, nous avons d’aprés (5)

(G*A*U*)(Dgy,) = D(4¥); 'C*A*¢,, =
= v D(4%); ' B*uf = D(A%); ' A*¢p, = Dy,

d’ou découle immédiatement que G*A*U* est I'identité sur [e,, ]* et par consé-
quent UAG est l'identité sur [e,, ].

Notons B, 'opérateur P, considéré comme opérateur de X dans Im P, et I,
I'injection canonique de Im P, dans X (c.-a-d. P, = I,B,). L’identit¢ UAG se
présente sous la forme RQ,

[em] —— ImP,—— [ey,],

ouQ = B, TGetR = UU,SI,. Par conséquent Im Q est isomorphe a ¢, et QR est
une projection de Im P, sur Im Q. L’espace Im P, aurait donc un sous-espace
complémenté isomorphe a c,. Cette contradiction achéve la démonstration de la
condition (1).

Comme lim, P,Te; = Te;, i =1,2,..., nous pouvons choisir des entiers
N(1) < N(2) < ... tels que

lim (PNU)Tej - Tej) =0.
j

Posons z; = T*By; f;. 11 existe donc un indice jo tel que inf;,; ||z;[| >0 et
sup;j, 12l < co. Et puisque lim;z;(e;) = 0,i = 1,2,..., il existe une sous-suite
(z;,) de (z;) équivalente a (¢;) (cf. [2], p. 7). Posons g; = P, ff.-‘ En utilisant
I'équivalence des suites (P*g;) = (S*z; ) et (f;,) a (¢;), de la condition (1) découle

8) dy > 0,Yn,IM, Ve > 0,Ym = M,
Jhe L({gi:i Z m}), |kl < 9, |[P*h|| = 1, |P*P}h| <e.

En effet, il existe deux réels o, f > 0 tels que pour tout entier v et toute famille
a,,...,a, de scalaires

v

Z aiP*gi

i=1

v

20 z a‘j.;‘i

i=1

2B i |ag].
i=1
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Posons y = sup, || P,| ||S]l/B. Pour nchoisissons M tel que N(j,,) = n. D’aprés (1),
pour ¢ >0, m = M et n nous pouvons choisir

v

g= Y afie{fi;izm}), llgl =1, |P*P}g| < ex.

i=m

Posons
f=2X ag:.

Il est alors élémentaire de vérifier que h = f/|P*f| satisfait aux conditions
voulues.

D’aprés (8), nous pouvons construire par récurrence pour tout ¢ > 0 une suite
(h;) = (h)izy = L({gi:i 2 1}) et une suite d’entiers M, = 1 < M, <... telles que
(P*h;) soit une suite-base bloc normalisée de (P*g;) et

Ihill < 9, IP*(PY, — Pl Db — P*hill < /2, i=1,2,....

En effet, supposons My = 1 < M; <... < Myethy =0, hy,..., h, construits et
montrons que nous pouvons poursuivre. Nous avons h, e L({g;: 1 £ i < k}) pour
un indice k. En substituant n a M, dans (8) nous choisissons M et posons
m=max {x,M}. 1l existe alors M eL{gim=<iZ<v}), Ml £,
[P*hsill =1, ||P*P hsill < &/2*'. Posons M, = max{M, + 1,N(,)}.
Puisque g; = P}, f;,, nous concluons que

IP*(PY, ., — Pl hess — P*hirll = | P*Pl bl < /2471

Donc, pour ¢ suffisamment petit, la suite (P*(P, — Pg,_,)h) est équivalente
a (¢;) et, par conséquent, Py, — P}t,i_l)hi) est aussi équivalente a la base
canonique (¢;) de I,. Il reste a appliquer le lemme 3 de [5] pour conclure que
(P¥|n) ne peut pas étre “shrinking”.

3. Démonstration des théorémes 2 et 3.

Soit (m,) une D.D.F. de X et I l'identité sur Y. Pour k = 1,2,... notons p, le
prolongement continu de

LILX®Y->X®,Y

.é'X®aY,0l‘1X® Yest muni de la norme o = ¢, ou a =g,, 1 <p =< 0. Il est
Immeédiat que (px) est une décomposition de Schauder de X ®, Y, (pi) est incon-
ditionnelle si (m,) est inconditionnelle, et Im p, est isomorphe a Y4™!™™ On
définit symétriquement une décomposition de Schauder de Y ®, X.

Vu la décomposition de Schauder (p,) de X ®, Y la
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DEMONSTRATION DU THEOREME 2. Consiste dans I'application du théoréme 1 et
de la remarque 1 si Y a un sous-espace isomorphe a ¢, et du théoréme 4 dans le
cas contraire.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3. Supposons que Y ne contienne aucun
sous-espace complémenté isomorphe a c,. Alors Im p,, k = 1,2,..., n’a aucun
sous-espace complémenté isomorphe a ¢y, ou (p,) est la décomposition de
Schauder de X ®,Y (ou a =¢, ou a =g,, 1 <p < o) qui correspond a la
D.D.F. (m,) de X. D’aprés le théoréme 5, pour établir le résultat, il suffit de
montrer que (p¥|y), ou H = H(X ®, Y), est “shrinking”.

Comme (7)) est “boundedly complete”, X est canoniquement isomorphe a G*,
ou G = H(X), et (nf¥|g) est “shrinking” (cf. [10], p. 526, 527). Considérons
Y*®,G,oua*=g, sia=¢, a*=¢, si a=g, et 1/p+1/p'=1 avec la
convention p’ = oo si p = 1. Soit (q,) la décomposition de Schauder de Y*®,, G
définie par ()| ). Suivant la démonstration du lemme 4, a), de [4], on obtient que
(gx) est “shrinking”. Il reste donc a vérifier (ce qui est immédiat d’aprés
'interprétation de (X ®, Y)* donnée dans [8] et des relations entre des classes
d’opérateurs établies dans [6]) que H est canoniquement isomorphe &4 Y*®,, G
et par cet isomorphisme p¥|y s’identifie a g,.
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