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SUR L’'HOMOLOGIE DE SL,
A COEFFICIENTS DANS L’ACTION ADJOINTE

J. L. CATHELINEAU

Cet article contient des développements liés a I'aspect algébrique d’un
célebre théoréme de J. P. Sydler ([17], [10]), qui dit que le volume et
'invariant de Dehn sont des invariants complets pour la scission des polyédres
de I'espace euclidien de dimension trois.

On sait, grace a J. L. Dupont ([5]), reformuler le résultat de Sydler, ainsi
qu’un complément de B. Jessen, de maniére purement homologique, sous la
forme

(1) H,(SO(3,R),R%) ~ Qf
H,(SO(3,R),R3) = 0.

ou H est 'homologie de SO(3, R), considéré comme groupe discret, a coef-
ficients dans R® muni de I'action géométrique; Q} est ici 'espace des formes
différentielles de Kahler de R sur Q.

Pour reprendre une remarque de J. L. Dupont dans [5], il serait intéressant
de disposer d’'une preuve algébrique directe de (1); & ma connaissance, on
ne sait toujours pas obtenir (1) autrement que par I'intermédiaire du théoréme
de J. P. Sydler.

Dans les pages qui suivent, on démontre le résultat:

Pour k un corps algébriquement clos de caractéristique 0

) {Hl(SL(Z,k), sl(2,k)) ~ Qb

H,(SL(2,k),sl(2,k)) = 0,
ou H est 'homologie a coefficients dans I'action adjointe.

On ne sait malheureusement pas obtenir (1) par descente a partir de (2)
particularisé 4 k = C et on ignore aussi ce qu’il en est de (2), si k n’est pas
algébriquement clos.

A la lumiére des résultats “infinitésimaux” de [4], on peut conjecturer que
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(2) est vrai, plus généralement, pour un groupe algébrique simple sur un
corps algébriquement clos de caractéristique nulle, sauf pour les types A,,
n 2 2; par contre, il est probable que pour n 2 3, H,(SL(n, k), sl(n, k)) # 0,
si k est de degré de transcendance au moins égale a 2 sur Q: pour n 2 5
cela résulte de [13].

Le résultat principal de cet article est donc instable; pour 'homologie du
groupe linéaire, a coefficients, la stabilité est un peu mieux comprise que dans
le cas de SL, a cause de la présence du centre; voir a ce sujet [7] et [8].

Les ingrédients essentiels de la preuve de (2) sont: d’une part une suite
exacte voisine d’une suite exacte de B. Jessen [10], qui précise les relations,
pour la présentation “multiplicative” des formes de Kahler donnée par la
différentielle logarithmique ; d’autre part, 'analogue pour 'homologie a coeffi-
cients dans l'action adjointe, d’une suite exacte de S. Bloch, J. L. Dupont et
C.-H. Sah ([6]).

Est-il besoin de préciser tout ce que les pages ci-aprés doivent aux articles:
[10], [1], [6], et [12]?

Le lecteur intéressé par les questions homologiques posées par le troisieme
probléme de Hilbert, peut consulter 'exposé de P. Cartier, au Séminaire
Bourbaki [2], et la bibliographie qui y est incluse. On renvoie aussi au
mémoire récent de C.-H. Sah [15].

Cet article a été refondu a la suite d’une lettre de C.-H. Sah [16]; je le
remercie chaleureusement de m’avoir permis d’utiliser ses résultats pour la
nouvelle version.

1. Une presentation multiplicative des formes de Kihler.

1.1. L'espace %,.

Pour k un corps commutatif, on définit %,, comme le k-espace vectoriel
engendré par les symboles:

[a], ou aek\{0,1},
soumis aux relations:

(B1) [a] =[1—d],
(B2) [l/a] = —(1/a)[a],
(B3) Va,bek\{0,1}, distincts:

[a]-[b]+(1—a) [‘—‘—b] +a [”] _o,

1—a a
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(B4) si k est de caractéristique p # 0,2:
p—1
Y [n1] =0.
n=2

Cet espace vectoriel jouera un réle central dans toute la suite de Iarticle.
Il est commode de prolonger le symbole [-] 4 0 et 1 par:

[0] =[1] = 0.

Le lemme suivant que je dois & C.-H. Sah simplifie la présentation de 4,, en
particulier dans la situation considérée au paragraphe 2.

LemMa (C.-H. Sah). Si k n’est pas de caractéristique 2, alors (B1) et (B2) résul-
tent de (B3). En particulier, en caractéristique nulle, (B3) suffit pour definir %,.

En effet en soustrayant les relations (B3) relatives a: a,b et 1 —a, 1 —b, on
obtient :

[a]-[1~a] = 6,
ou 6, est une constante; permutant [a] et [1—a], cela donne:
20,‘ = 0,

d’ou (B1).
En prenant b =1 — a dans (B3), on a:

0k+(l—a)[l—i‘—1] +a[—l-'—;—“] = 0;

(B2) en résulte, en observant que ¢ = a/(1 —a) équivaut a a = ¢/(1+c¢) et que
(B2) est triviale pour a = —1.

REMARQUE. Notons ici que C.-H. Sah a prouvé le fait suivant: si k est de
caractéristique p # 0,2, (B4) n’est pas conséquence des autres axiomes; la
preuve utilise les vecteurs de Witt. Pour F; cela résulte de maniere évidente
du Théoréme 1 ci-aprés.

On considére de plus le k-espace vectoriel ¢, engendré par les symboles:

(a,b), pour a,bek,
satisfaisant aux conditions:
J1)  (a,b) = (b,a),
(J2)  (ca,cb) = c(a, b),

(J3)  (b,c)—(a+b,c)+(@a,b+c)—(a,b) =0,
(J4)  si k est de caractéristique p #0: Y 2_,(1,n1) = 0.
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B, et #, sont les facettes non homogéne et homogéne d’'une méme entité;
en fait on a:
ProrosiTION 1. La correspondance entre symboles :
[a] »(a 1-a),
induit un isomorphisme de k-espaces vectoriels :
0: %~ Fr

D’abord quelques conséquences de axiomes de définition de #,. Si k est
de caractéristique # 2, on a:
. (aa —a) = 01
I
par (J1) et (J2); si k est de caractéristique 2, cette relation est encore vraie; en
effet, par (J3) appliqué au triplet 1,1,0, on a: (1,0) =0, d’ou (1,1) =0 par
(J4) et (a,a) =0 par (J2).

On en déduit en appliquant (J3) au triplet: a,1 — a, —1, la relation:

(1—a,—-1)=(a,l-—a)

Si on pose g([a]) = (a, 1 —a), ¢ est bien défini comme application k-linéaire
de #, dans #,; en effet:

o([a]) = (@, 1—a) = (1—a,a) = o([1-a)),
1 1 1 1
g([l/a]) = (E’ 1- ;) = - ;(l—a, -1)= - EQ([“]),

si a,bek\{0,1} sont distincts:

e(lal)—o([¥D+(1~a)e (B;l‘{l) tae ([Z])

= (a,1—a)—(b,1-b)+(1—-b,b—a)+(b,a—Db)
= (a,1—a)—(,1-b)+(1—-b,b—a)—(a,b—a),

a a a
(b,a—b) = b(l,E ——1) = b(E’l—B) ;

enfin I'expression ci-dessus est nulle par (J3) appliqué au triplet: a, b—a, 1—b.
De plus, si k est de caractéristique # 0:

car:
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a(ni [n1]> = i (n1,1-nl)

p
=-Y (L,m-1)1)
n=1

It

- Zp: (1,n1)
n=1

=0

¢ admet un inverse A donné sur les symboles par:

a .
(a+b)|im:|, Sla+b#0
AM(a, b)) =

0 , sinon.
Vérifions que A est bien définie; on a clairement:
M(a, b)) = A(b, a))
M(ca, cb)) = cM(a, b));
sib+c=0,a+b+c=0o0ua+b=0,
A(h, ¢))— A(a+Db,c))+ A(a, b +c))— A((a, b)) = O

comme conséquence de (B1) et (B2), sinon cette expression est égale a:

b a+b a
(b+c)[51—c:|-—(a+b+ )[—:b—]+(a+b+C)|:a+b+c]—(a+ )[ +b],

que l'on peut reécrire sous la forme:

(a+b+c)<(1—u)[1 u- ”] [1—o]+[u]— (1—v)[ “UU]),

avec:

a c
, U= 5
a+b+c a+b+c

u=

en utilisant (B1), on obtient pour I'expression entre parenthéses:

(-] -0-a+pa- a-o[ ]

qui est nulle dans %,, comme conséquence des relations (B2) et (B3).
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Notons enfin que si k est de caractéristique p # 0:

Z (1+n1)[1+ 1]

- Zp: [1+n1]

1

i A(1,n1))
n=1

N
u [\/]-u

1]
=0.

Comme 4 et g sont réciproques I'une de I'autre, la proposition est démontrée.
1.2. Une suite exacte associée a la differentielle logarithmique.

Dans toute la suite, k*,k* sont respectivement les groupes additif et
multiplicatif de k. Le produit tensoriel de groupes abéliens:

k* ®k*,

sera noté additivement, il sera considéré comme k-espace vectoriel grice au
second facteur.

On note Q! l'espace des formes de Kihler de k sur Z; on rappelle que
cest le k-espace vectoriel engendré par les symboles:

da, acek,
soumis aux relations:
d(a+b) =da+db
d(ab) = adb+bda;
on a les morphismes de groupes abéliens:
d:k* - Q}
a »da
dlog:k* — Q}
da

ap—;
a

on s'intéresse ici a la présentation “multiplicative” des formes de Kahler
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donnée par I'application dlog:
L: k" ®@k* -
a®bpb d_q.
a
THEOREME 1. On a pour un corps k de caractéristique quelconque, une suite
exacte de k-espaces vectoriels :
02 2k*@k*5 0l »o0.
ou
D([a]))=a®a+(1—a)® (1—a).
En particulier, 8, = 0, pour un corps parfait de caractéristique + 0.

On montre d’abord que la définition de D est compatible avec les relations
dans %,:
Pour (B2), on a:

l/a®1l/a+(1—1/a) ® (1—1/a)
= —-1/a@®@1+@-1)®(1—-a)—a® (1—a))
—1l/a@a®a+(1—a)® (1—a));
noter que dans k* ® k*, on a:
(—a)@b=a®b;
pour la relation (B3), on vérifie que:
a®a+(1—-a)@®(1—a)-b@®b—-(1-b)® (1-b)+

120 a-b)+ 2@ b-a)+ 2@b+ 2@ @-b) = 0;
1—a 1-a a a

si k est de caractéristique # O:

Zp) (nl @nl+(1-n)1 @ (1—-n)1)
n=1

I

nl®nl—n-1)1® n-1)1)

n=1

=0.
On a clairement LoD = 0, puisque:

LoD([a]) = da+d(1-a).
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Prouvons que Ker L est engendré par les:
a®a+(1—-a)® (1-a);
pour cela il suffit de montrer que Ker L est engendré par les:
a®a+b®b—(a+b)® (a+b),
puisque:

a®a+b®b—(a+b)® (a+b)

a a a a
= hHl—® — 1— — 1-——1);
@+ )<a+b®a+b+( a+b>®< a+b))’
soit alors E « k* ® k* le sous-espace engendré par ces derniers éléments;
on a un diagramme:

kx @kt —L Q!
\
(k* ® k*)/E

mais ¢ a un inverse bien défini par:
dx—x® x,

comme on le vérifie immédiatement sur les relations de définition de Q,
par suite:
KerL =E.

Il reste a voir que D est injective. Soit:

G:kxk— B,
’appication définie par:
a
R 1 0
Gla,b) = (a+b)[a+b]’ siath#
0 , sinon;

par la Proposition 1, G vérifie:
G(a,b) = G(a, b)
G(ca,cb) = cG(a,b)
G(b,c)—G(a+b,c)+G(a,b+c)—G(a,b) =0

i G(l,nl)=0 (sicark =p # 0);
=1
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un argument connu d’algébre homologique (cf. [11, Théoréme 2]) permet alors
d’affirmer qu’il existe une application:

g:k— B,
telle que:

i) g(ab) = g(a) + g(b), pour a, b+ 0.
ii) G(a, b) = ag(a) + bg(b) — (a + b)g(a + b);

en particulier:
g(1)=0
ag(a)+(1—a)g(1 —a) = [d];
griace a i), on a une application linéaire:
Jk*@k* - B,
a®1 pgla);
et g est une rétraction de D, puisque:
goD([a]) =gla®a+(1-a)® (1—a))
= ag(a)+(1—a)g(1—a)
= [4],
d’ou le théoréme.

Désormais, on appellera la suite exacte du Théoréme 1, suite exacte de dlog;
comme on le verra par la suite, elle a le don d’'ubiquité.

Notons les conséquences simples suivantes en caractéristique nulle du
Théoréme 1:

Si k = L est une extension de corps, I'application naturelle:
gk - % L

est injective.
Si k est une extension algébrique de Q:

B, > k* @k*.

Si (a;);; est formée d’éléments de k algébriquement indépendants sur Q,
alors ([a;]);c; est une partie libre de %, ; il suffit de prouver que:

(@®a+(1-a)® (1-a)kes»

est une partie libre de k* ® k*. On peut supposer k algébriquement clos
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et remarquer que:
kK @k = (k™ /m) ®qk™.

ou pu, est le -groupe des racines de l'unité de k: (k*/u,) est uniquement
divisible et donc un Q-espace vectoriel ; il suffit alors d’observer que:

{a} v{l-a}

est une partie libre de k* /u,.
On voit donc que % est un C-espace vectoriel de dimension la puissance du
continu.

1.3. Rapport de B. avec un foncteur de J. L. Dupont et C.-H. Sah.

Soit A un anneau unitaire, on définit 2, (cf. [6]), comme le groupe
abélien engendré par les:

{z}, ou zet 1—2z sont des inversibles de A.

soumis aux relations:

(1) {z}+{z"'} =0,

(D2) {z7'}—{l-z} =0,

(D3)  {z;1}—{z2} +{z2/2:} = {(1 = 22)/(1 = 2))} + {(1 = 23)z, /(1 = 2;)z,} = O

pour les couples z,, z, tels que tous les éléments y qui interviennent entre {-}
sont tels que y et 1 —y soient inversibles.

A — P, est un foncteur covariant de la catégorie des anneaux unitaires
dans celle des groupes abéliens, de foncteur tangent:

T?4) = Ker(Z 40 > 24);
ou A[e] est Panneau des nombres duaux associé a A:
A[e] = A[X]/(X?),

et A[e] —» A, provient de ¢ 0.
On suppose dans la suite du paragraphe que A = k est un corps dé carac-
téristique 0. On a une suite exacte scindée:

0- TPk)S Py — P~ 0,
qui montre que T2 (k) est engendré par les:
o({a+be}) = {a+be} —{a},

od a0l
k> opére dans T#(k) par:

¢ ({a+be}—{a}) = {a+cbe} —{a},
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mais T2(k) nest pas en général un espace vectoriel pour cette action, en
effet, on montre qu'il existe un morphisme de groupes abéliens :

u:TPk) >kt A k*,
tel que:

b
1—a

p({a+be}—{a}) = —Z— A

5
or on peut trouver des situations ou:

u({a+2be} +{a} —2{a+be}) = 2(2—7 A %)

est non nul dans k* Az k*.
On décide de rendre additive I'action de k* dans T#(k), en posant:

T2 (k) = T2(k)/N,,
ou N, est le sous-groupe de T#(k) engendré par les éléments::
{a+(b+b)e}+{a} —{a+be}—{a+b'e}

ProrosiTION 2. Soit k, de caracteristique 0, on a un isomorphisme de k-espaces
vectoriels :

¢: B~ T2(k),
caracterise par:
o([a]) = {a+a(l —a)e} —{a}.

@ est bien définie; comme on est en caractéristique 0, il suffit de
vérifier la compatibilité de ¢ avec (B3); on va utiliser (D3); pour cela, on
remarque que si;

u=a+a(l—a)e et v=>b+b(l-b)s,
on a dans k[¢], la relation;

u(l—v) a(l-b)
v(l—u)  b(l—a)

qui entraine:
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o([a]) - @([b])+ (1 —a)p ([ b])* "’([b])
- ot -0+ {2} - =2+ (522

(ou o est la section considérée ci-dessus).
Pour prouver l'injectivité de ¢, on montre d’abord qu’il existe un morphisme
de k-espaces vectoriels:

0 TPk)—>k*®@k*,

tel que:

o{a + be} — {a}) =a® lﬁa +(1 —a)®%;

on a alors un diagramme commutatif:

L2, ek

N/

T2k)
et comme D est injective, il en est de méme de .

1.4. Rapport de la suite exacte de dlog avec une suite exacte de B. Jessen.
(Voir aussi le paragraphe 3.)

Rappelons la suite de B. Jessen ([10], [3]):
0-2/2-% U ®,iR-5 QL -0,

ou 2/% est la R-espace vectoriel des polyédres de I'espace euclidien R3,
modulo les prismes, 2 est 'invariant de Dehn, U est le groupe multiplicatif
des complexes de module 1 et ¥ est donné par:

on observe que I'on a un diagramme commutatif:

U®,iR-5 Q)

L

Cx ®ZC+——>Qé
L
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ou les fleches verticales sont les injections canoniques; en effet de la
relation :

cosfdcosO+sinfdsinf =0,

résulte:
eiﬂ
- = (cosO—isin6)(dcos b +idsin0)

dsin 0
cos

=i
on en déduit un plongement de la suite de Jessen dans la suite de dlog
relative a k = C:
0— 2/-% U®,iR 5 QL—0
|
0— & C*®,C*-5ol—0.

Il est possible d’expliciter 'application V sur une famille de tétra¢dres de
R? qui engendre 2/2: on renvoie a [17] et [10] pour ces tétraédres, notés
T(a, b), qui jouent un réle fondamental dans la preuve du théoréme de Sydler.
Rappelons que T(a,b) est déterminé par deux nombres a,be]0,1[ et que si
o, B, * f§ sont les angles de ]0,n/2[ tels que:

sinfa =a, sin?f=>b et sinaxp =ab,
I'invariant de Dehn de T(qa, b) s’écrit :
2D(T(a,b)) = e @ icotga+ e ® icotg f—e**F ® icotg(a * f);

en utilisant une rétraction § de D comme celle construite dans la preuve du
Théoréme 1, on a:

V(T(a, b)) = §(2(T(a,b))
= icotgag(e™)+icotg Bg(e”) —icotg(a * flg(e™*F);

nous allons voir qu’il est possible d*¢liminer g de cette expression; on peut
écrire en utilisant les relations:

i) g(ab) = g(a)+g(b) [

ii)  ag(a)+bg(b)—(a+b)gla+b) = (a+b) ;,—f:,;]
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g(e'o) = — I:c—(é).so—] + %I.soe—g(cos 0)+ Ls‘el_flé_g(l sin 0):

g(cos 0) = ¥([sin? 6] —tg? Og(sin? ),
glisin ) = 1g(sin? 6),
soit

g = — [“e’_so"] + <0 [sin?0] + %(ig;ég(—thH))g(Sinz@);

en reportant cette expression, pour 6 = a,f,a * §, dans V(T (a, b)), on obtient
finalement grace a la relation i):

V(T(a,b)) = W(a)+ W(B)— W(x*p),

ou:

W(6) = icotg 0 ( - [E‘—;—sﬁ] ":2,0 [sin? e]>:

il serait intéressant d’avoir une expression explicite de V sur un polyédre
quelconque, en fonction des angles diédres et des longeurs des arétes.
Z/2Z opere dans la suite de dlog relative & C, grice aux involutions:

t(z[2']) = £[Z],
z®Z PIQ®Z
zdz' »zdZ'
d’ou une suite exacte:
0 %52 (U®ziR)® (R* ®,R*) 5 Q4 - 0;

on a un diagramme commutatif et exact:

0Pz 22 L QL-0

| |

0- B> U®R®R<®R*)D Q4 -0

ou
F = Ker((U ® iR) ® (R* ® R*)-% Q}),
avec A(u @ v) = L(u)— L(v); on en déduit facilement des suites exactes:
0-» 2P/ ->B->R*X®;R"-0
0- Br - % - U®ziR -0
0> P/2 D B> B~ Qs -0
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on laisse en exercice les faits suivants sur &y et % :

La fonction:
R\{0,1} > R

x H xlog|x|+ (1 —x)log|l —x|,

montre que, pour x # 0,1, [x] est non nul dans %#y; par contre, dans %,

P

'application :

¢:C\{0,1} »C* ®,C*

1 1 f
z H(ﬂlogz>®z-—l ®§i; Jlogtdt,
0

a un sens, indépendant des déterminations du logarithme (voir [1] et [6], pour
une situation analogue liée au dilogarithme); on en déduit un triangle
commutatif:

#:. 2 Ccx ®,C*

ﬁ\ / exp2in.® id

c*®,C*
ou
D([z]) = ¢(@)+o(1—2).
1.4. Rapport de B, avec I'homologie du groupe affine de la droite A}.

Aprés diffusion de la premiére version de cet article, C.-H. Sah ([16]) a
observé que &, était relié 4 'homologie du groupe affine.
Plus précisément, supposons GA(1, k) identifié au groupe des matrices:

(g II’) abek, a + 0,

, . . e X . gs
opérant 4 gauche dans A} identifié aux vecteurs colonnes ( 1); on considére

la répresentation de GA(l,k) dans k, notée k, donnée par:

ab___l
0 1)c=ca
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ProposiTiON (C.-H. Sah). Si k est de caracteristique nulle:
H,(GA(L, k), k) = 2.

Dans le paragraphe 2.4., on relie cette observation au reste de Il'article en
utilisant le fait que GA(L,k) s’identifie aux sous-groupes de Borel de
PGL(2, k).

Esquissons la preuve de la proposition; soit C, le groupe abélien libre
engendré par les {(ao,a,,...,a,)€(Ay)" ",a; #4a;}; on a la complexe
acyclique (noter que k est infini):

...—*C2—>C1 E’Co—’z—’o;
enposant 4, = C, ®; k,onobtientuncomplexeacycliquede GA(1, k)-modules:
...“’Az—’Al —->A0—>,k—>0;

a ce stade, on peut utiliser la suite spectrale “transposée”, pour relier les
homologies.

H.(GA, k) et H.(GA, 4,);

on peut aussi procéder plus élémentairement de la maniére suivante (ce point
de vue sera utilisé en 2.4); considérons les suites exactes :

0- m) hd Ao b Ik hd 0
0-W -4, -W,-0
le lemme de Schapiro et I'argument du “Center kills”, montrent que:

Hi(GA, Ay) = Hy(k*, k) =0, pouriz=0;
Hi(GA, 4,) =0, pour i > 0;

de telle sorte que, pour i = 2;
Hi(GA, k) = H,_;(GA, W,) = H;_,(GA, W,);
de plus, comme GA(l, k) est exactement 2-transitif dans A},
o As—> A, 5w, 0.
est une résolution GA-libre de W, et par suite:
H,(GA, k) = Ho(GA, W) = (42)Ga/0((43)GA)-

On vérifie que ce dernier espace s’identifie en fait a %, en envoyant
(0, 1, a) sur [a], la relation (B3) étant fournie par Im 0.

REMARQUE. Il résulte aussi facilement de ce qui précéde que: H,(GA, k) =k;
cela sera utilisé en 2.4.
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2. Application de la suite de dlog a ’homologie de SL(2, k) a coefficients dans
Paction adjointe.

Dans tout ce paragraphe, on suppose que k est un corps de caractéristique
# 2, tel que tout élément de k est un carré.

On sait que sous ces hypothéses, on a:
PGL (2,k) = PSL(2,k),

ou P désigne les groupes projectifs.
On notera:

G = PGL(2,k) = PSL(2,k), ® = sI(2,k),

ou sl(2, k) est I'algebre de Lie du groupe algébrique PSL(2, k), constituée des
matrices de trace nulle.

G opére dans ® par conjugaison et dans la droite projective P, (k) par les
homographies.

Si ae P,(k), B, = G est le sous-groupe de Borel, stabilisateur de a pour
P’action de G dans P, (k); on notera B,, la sous-algébre de Lie correspondante.

2.1. Une suite exacte de G-modules.

On considére la suite de k-espaces vectoriels :

3) 1 8,n~8,% 1 8,26-0
a,beP,(k) aeP,(k)
a+b

ou _LL est la somme directe et:
O(ula, b|) = ulb|—ulal, w(ulal) =u,

ula, b| désignent un élément de B, N B,, et ulal un élément de B,,.
G opére dans la suite (3), grace a laction adjointe et a Paction dans
P, (k).

PropoSITION 3. Si k est un corps de caractéristique # 2, ou tout élément est
un carré, la suite (3) est une suite exacte de G-modules.

Soit :
n

t= Z uilaiL

i=1

ou u;€A,, un élément de L, p ¢ %,; si les u; sont # 0 et les a; distincts,
n est appelée la longueur de t.
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Si ¢ est de longueur 2, il est clair que w(t) = O entraine t € Imé.

Examinons le cas de longueur 3, soit t = u,la,|+usla,| +uslasl, avec
uy + u, + uy = 0; comme a,, a,, a; sont distincts, B, N B, est supplémentaire
de B, dans ®; soit p la projection de ® sur B, NB, parallelement
a B,, et posons:

v=p(u);
on a:
veB, NB,,, u, —veB, et u,+veB,,
puisque :
pluy+v) = plv—uy —u3) =0;
par suite:

t

vlay| —vlas|+ (uy —v)lay |+ (uy +v)laz| — (uy —v)las| — (u; +v)las|
= d(vlay, a;| + (uy —v)laz, a;| + (uz +v)las, a,|).
On raisonne ensuite par récurrence sur la longueur de t; soit pour n >3

n n
t= ) ulal, avec Y u;=0;

i=1 i=1

les hypotheses faites sur le corps k entraine que tout élément de ® est
conjugé a une matrice triangulaire supérieure ou encore que:

6= ) B,
ae P (k)

par suite, il existe ag € P, (k) tel que:
u,t+ue %ao’

et on peut écrire:

n
t = (uylay] +uzlaz) — (uy +uz)laol) + (uy +uy)lagl + Y uilail),
i=3

ce qui montre que ¢ est la somme de deux éléments de Ker w de longueur < n.
Dans la suite, on notera E, et E,, les G-modules:
Eo =Imd = Kerw, E; = Kera.

2.2. B, et I'espace des coinvariants de E, pour I'action de G.
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Soit :

q

h = Z u;la;, by,

i=1

un élément de E,;, ou les u; sont # 0 et les couples (a;, b;) sont distincts;
on appelle longueur de h, entier:

#{a,b:i=1,..,q}.

ProrosiTiON 4. E; est engendré, comme groupe abélien, par ses éléments de
longueur deux et quatre.

Les ¢léments de longueur deux sont de la forme:
ula,bl + ulb,q,

nous les appellerons doublets.

On vérifie que, comme k est de caractéristique # 2, tout élément de
longueur trois est somme de doublets.

Modulo des doublets, un élément de longueur quatre se met sous la forme:

uislay, azl +uyslay, asl +usglay, asl+uzslas, asl +uzslaz, asl +usglas, aql;

un tel élément de longueur quatre sera appelé quadruplet de sommets
ahaZ,aS’a4~

LEMME 1. Les quadruplets de E, de sommets a,, a,,as,a, données, constituent
un sous-espace vectoriel de E, de dimension 1.

En particulier un quadruplet (u;;); <; < j<4 est entiérement déterminé par I'un
des u;;.

Remarquons que les quadruplets (u;); <; < j<4 de sommet a,, a, as, a4, sont
exactement les solutions du systéme:

“12+“13+u14 =0
Uy —Uz3— U =0
Uz tuzz—uze =0
u14+u24+u34 =0

avec u;€B, N B,

le lemme s’en déduit, en utilisant le fait que, comme a,,qa,,a;,a, sont distincts,
les quatre plans vectoriels de ®: B, ,8B, ,8, ,B, , sont en position générale.

Soit maintenant h € E, de longueur n 2 S et a, € P, (k) intervenant dans son
écriture; modulo des doublets, on peut supposer que les couples ou a,
apparait, dans I'écriture de k, sont:

(aO, ay )7 sees (aO’ aq)7 q =‘>— 3:
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avec des coefficients:
Uots -+ - Uog
Si g > 3, par le lemme, il existe un unique quadruplet de la forme:
t = o110, 1]+ v02a0, Az +Uoglao, agl +v12lay, azl +vylay, agl +valas, gl ;
dans h—t, a, n’apparait que dans les couples:
(@0, a4), ... (@0, a4-1);

donc on peut supposer que g = 3; alors toujours d’aprés le lemme, il existe
un unique quadruplet de la forme:

it = uoilao, ail+uozlao, az| +uoslao, as| +vi;lar, ax| +vislay, asl +vislaz, asl,
et h—t' est de longueur < n, d’ou la proposition.

Pour les calculs ultérieurs, notons que les éléments de B, By, B,
(a € k \{0}), sont respectivement de la forme:

A on A0 A #
0 —A1 ’ u i) 21a+;1 —2 )
a2
ou A, uek.

Soit aek\{0,1}, un calcul élémentaire d’algébre linéaire, montre que les
quadruplets de E; de sommets : 0,0, 1,a, sont les multiples de I¢lément:

Il—a O a —2a 1 0
Q.,—(O a_1)|oo,0|+(0 -a)'°°"'+(z _1)|0,1|+

+ -1 2a oo, | + —a 0 0,al+ 1+a —2a I1.al
o 1) 2 q)™° 2 —(+a))

On rappelle que G = PSL(2,k) opere simplement transitivement dans
I'ensemble des triplets de points distincts de P,(k); et que les orbites de G
dans:

{(ay,a,,a3,a4):0,€k U {0},a; # a; pour i+ j}
sont parameétrées par le birapport, défini par:

a,—as a,—4as
[alaaz’aSa 04] = ) s
a;—as a—a;
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en particulier pour aek\{0,1}:
[«0,0,1,a] = a.

Soita,,a,,a3,a, €k U {00}, distincts, on définit un quadruplet Q(a,, a,, as,as)
de sommets a,,a,, as, a,, en posant :

Q(ah a, as, a4) =g Qa,
ou:
a= [al, a,,as, 04]
et g € G est I'unique élément vérifiant :
g(o) =ay, g0)=a,, ¢g(1)=a;;
en particulier, on a:

Q. = Q(0,0,1,a).

Soit (E;)¢ = Ho(G, E,), l'espace des coinvariants du G-module E,, si
aek\{0,1}, on note {a) la classe du quadruplet Q, dans (E, ).

ProrosITION 5. (E; )¢ est engendré comme k-espace vectoriel par les:
{ay, aek\{0,1};
de plus ces eléments verifient dans (E,)g la relation:

Va,bek\{0,1}, aveca #b:

(a)—(b)+(1—a)<i—£—g> +a<§> =0.

D’ou, en caractéristique 0, une surjection linéaire :
By — (Ey)g
[a] P <a).

On verra plus tard que cette application est en fait un isomorphisme.
Pour la preuve de la proposition, on observe d’abord que les doublets
sont nuls dans (E,). A cause de I'action de G, on peut se limiter a considérer

les doublets:
A0 A 0
= 0 ;
: (0 _A>|oo,0|+(0 _A>I,OOI
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si g est I'élément du groupe de Weyl relatif a 0,0, de représentant dans
GL(2, k):

0 -1

1 0)

g-t=—t

qui échange 0 et oo, on a:

et par suite la classe de ¢ est 0 dans (E,)g.
Et maintenant comme les quadruplets:

Q(a,,az,a3,a,) et Q[a,,a;,a;,m]

donnent les mémes éléments dans (E,)g, il résulte de la Proposition 4 que
(E,)g est engendré par les (a), aek\{0,1}.
Quant a la relation, on va la déduire du fait que la somme:

) 0(0,0,1,a)—Q(00,0,1,b)+ (1 —a)Q(c0, 1, a, b)+aQ(wx, 0, a,b),

est nulle dans E,. Par définition de Q(a,,a,,a,,a,), cette somme a méme
classes dans (E,)¢ que:

Qa— 0+ (1=a)Q 1 - byt - an + 9Qbya)s
a cause des calculs de birapports suivants:
[0,0,1,a] =a
[00,0,1,b] =b

1-b
[(D, l,a,b] = 1—_-‘—1
[c0,0,a,6] = 2;
a

calculons Q(co,1,a,b) et Q(0,0,a,b); on a:
Q(w’ la a, b) =4 Q((l—b)/(l—a))’
ou:
gi(o) =, ¢,:0)=1, gi(1)=a

g, est représenté par:
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on obtient:

(a - I)Q(CD, laaa b) =

a—b 2(b—a) b—1 —2a(b—1) a+l  —2a
1
( 0 b-a >'°° '+< 0 1-b '°°’“'+( 2 —(a+1))'1""Jr

1-a 2b(a-—1)) <—(b+1) 2 a+b  —2ab
+ 00, bl + 1, ;
( 0 a-1 )™ b+1>I b”( 0 —(a+b)>|a’b|’

de fagon analogue:
0(0,0,a,b) = g2 Qpjap>
ou:
g2(0) =00, ¢,(0)=0, g,(1)=a;
g est représenté par: (3 9); on obtient:

aQ(e0,0,a,b) =

a=-b O b —2ab a O
(0 b_a)loo,ol+<0 _b)soo,a1+(2 _a)|o,a|+

—a 2ab -b 0 a+b —2ab
+ ,b 0, ,bl.
(0 a )'°° '*( 2 b)' b”( 2 —(a+b))’“ bl
On vérifie alors, sans difficulté, que la somme (4) est nulle, d’ou la
proposition.

2.3. L'analogue d’une suite exacte de Bloch-Dupont-Sah.

On suppose désormais que k est un corps de caracteristique O, ou tout
€lément est un carre.

On pose:
B=Bw s 8=%oo
T=Bmf\Bo, (I=$wn$0;

en utilisant le lemme classique de Shapiro sur les modules induits, on
obtient a partir des deux suites exactes de G-modules:

0-E,—» 1 8,56-0
aeP,(k)

0-E - A B, "B, > E; - 0.
a,beP,(k)
a+b
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Les suites exactes suivantes en homologie:
(5) H,(B,8B)—> H,(G,6)-> HG,E;,)»H,(B,B)~>"-
- H,(G, ®) » Ho(G, Eo) > Ho(B,B) - 0,
(6) Hy(T,T)— H,(G,Eo) > Ho(G, E;) » Ho(T,T) 5 Hy(G, Eo) — 0.
On va déduire de (1) et (2) une suite exacte
(1) 05 Hy(G,6) > (E)g D k* ®k* - H,(G,6) - 0;

pour cela, on adapte a 'homologie a coefficients dans I'action adjointe, des
arguments de [6], sur lesquels nous ne reviendrons pas en détail :
L’¢tude de la suite spectrale de I’extension:

0-k*>B->T-1,
permet de montrer que 'on a des isomorphismes:

H (T, ) - H,(B, B);
de plus:
Hy(T,T) = (A2k* ) @z k™ ;

l’action adjointe par I'élément du groupe de Weyl: (? '), montre alors que
les images des applications :

H,(B,B) — H,(G, ©)
H(T,T) - H,(G, Eo)

sont nulles; en fait Pexpression de H,(T,3T) ci-dessus, entraine que les
applications:

H,(T,T) - H,(G, ©)

sont nulles si n est pair; pour la deuxiéme il faut jouer sur le fait que
(@ o') échange oo et O dans P,(k): on renvoie & [6], pour un argument
analogue; enfin du triangle commutatif':

Ho(T,T)-£— H,(G, Eo)
X 2\ /1
HO(Ba “B)

on déduit que les surjections 4 et u qui apparaissent dans les suites exactes
(5) et (6) sont en fait des isomorphismes. La suite exacte (7) en résulte.
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Nous arrivons au résultat principal que nous avions en vue:

THEOREME. Soit k un corps de caractéristique 0, ou tout elément est un carré,
ona:

H{(SL(2,k),sl(2,k)) = Qi
H,(SL(2,k),sl(2,k)) = 0.
Comme k est de caractéristique 0, la suite spectrale de I'extension:
1 - {*1} - SL(2,k) » PSL(2,k) — 1,
montre que:
H,(SL(2,k),sl(2,k)) ~ H,(PSL(2,k),sl(2, k)).

On obtient le théoréme en comparant la suite exacte (7) avec la suite exacte
de dlog. En effet soit:

A: By~ (Ey)g
[a] »<a).
on a:

LEMME 2. Le triangle:

(Ey)eZ— k* ®zk*
A\ / D
By

est commutatif, d un facteur scalaire non nul pres.

Il en résulte, puisque A est surjective et D injective, que A est en
fait bijective et que (7) est isomorphe a la suite de dlog:

0 Hy(G,6) - (E)g—> k* ®k* = H,(G,6) -0

AT

0—— B kX @kt — Ql—0.

Donc il reste a prouver le lemme.
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Considérons le diagramme:

El—’ —J—L 8‘, h%,,
a,beP,(k)

a#b
[a

|
I

D’ : c,(c,Jlssa N SB,,) %c, (G,_U_%.,>
: ab ; a
: Z, (G,-l;l-%a)
i |
k* @ k* ~ Z(T,I) ——— Z,(B,B),

on va expliciter I'application D’ a I'aide de ce schéma:

C, et Z, désignent les chaines et les cycles pour 'homologie des groupes,

d est la différentielle du complexe non homogene d’homologie des groupes
(on utilisera les conventions de [6]),

s est sous-jacent au lemme de Shapiro,

p est induit par les projections:

B-T et B8-5I.

Soit a ek \{0, 1}, on commence par expliciter une chaine:
aeC, (G, -LL%a N %,,)
a,b

telle que:
oo =0Q,;

pour cela, introduisons les éléments f;, f,, f3 de G représentés par les matrices:
1 a 0 a 1 a-1)
1 1) \1 0/ \1 o)

fir0o Pl OPa

on a:

fr: 00, 1a

f3:0p 00, 1 bpa
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on vérifie que:

l-a O a+1 —2a
f"(( 0 a—1>'°°’°')=( 2 —(a+1)>“"’|
a -2a —a 0
(s ) -3 e
1 0 -1 2a
fa'((z _l)lo,ll) =<0 1)loo,al;

on en déduit:

Q. =uy+uy+us+fi-ug+fouy+fyus,
ou:

l—-a O a —2a 1 0
Uy ( 0 a—l)lw,o" Uz (0 _a)lw’ 1‘5 Us (2 _l>|0a |

soit de plus fj, fs les éléments de G représentés par les matrices

ﬁ:_ll a+1 —a\
a ’ 0 0)’

0 1
on a:
0 b 0 0P
fa: 01 , fsi 1kl
avba aw—a
de plus:
l—a 2a-1)
* = 919
Sauy ( 0 a—1 )IOO |
-1 2
fs.u3=<0 l)|00, ll,
d’ou

Saruy+up+fs-uz =0;
il en résulte:
Qo= u—farwy+us—fs-us+fi-u = (ffof 71 (iru)+
+Hfauz=(fafsf3') (f3 us)s

77
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ce qui prouve que Q, est le bord de la chaine aeC,(G,lL,,&, N %,)
suivante:

a=[faluy+[fsJus+[fofo ST 11U u)+[fafs /3]s u3);

notons que f,f,f1! et fofsf3 ! sont représentés par les matrices:

0
a—1 1—a a
et ;
1 2—a a a*+a-1
a@a—1) 1-a l1—a a—1

on obtient:

A R CAME
)
S G D R CLA Y
a3 )0 sl )

notons que d(dx) = dQ, =0, donc da est un cycle de C,(G, L,cp ) Ba)
Explicitons maintenant s(0a); d’aprés [6], 'application :

z, (GA}%) - Z,(B,®),

sous-jacente au lemme de Shapiro, s’obtient par la recette suivante (on renvoie
aussi a [9] pour des formules explicites).

Si f ~f est une “section” de I'application quotient: G — G/B, alors s est
donnée au niveau des 1-chaines par:

[g1(h-u) & ((gh)) 'gh](h~'h-u)

ol u € B; on utilisera la section définie par:
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()
(o)

c 1
L \1 o)’

si g(o0) =
si g(0) =0
sig(0) =1
si g(0) =c;

79

pour calculer s(da), on écrit d’abord les éléments de I'expression de da sous
la forme [g](h-u) ou ue B, ; cela donne:

Le résultat du calcul de s(dx) est alors:

s(0a) =
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» 1 —/ a—1 1
1] — -1 2 -1 -
a(a—1) 4 a a(@-1) a-1 -2
+ + a
0 1 0 1-—-a 0 0 1-a
| | a—1
2.
1 0 4 a’ta-l 1 -2
l—-a 1-—a
+
0 -1 0 a 0o -1/

identifiant: kX a T par lapplication qui & aek> associ¢ I'élément de
représenté par (8 9),

o Pt
|
ot N
+
© d
- )
+
[a) —
| |
— )
N——

L a—1

ﬂ

k* a T par l'application qui associc 4 aek® la matrice (% _J,).
On obtient finalement, par projection, que D'({(a)) est I’élément suivant de
kK*®k*:
, a a—1 1
D'Kay) =2 a_—7® (a—1)+—a—®(a—l)+ ;® I+(-a)® 1+

— 2 —
+1®(a—1)+(——“ 1)<ga(a—1)+"21<zz)1+——l @1)
a a l1—a

= 2@-1P®@-)-a*@@—-1)+a-1)®1-a*®@1—(1-a)®1)
= —4a®a+(1-a®(—-a)
—4D([a]),

d’ou le théoréme.
Noter que le facteur 4 provient du fait que I'on a travaillé sur PSL(2, k)
et non sur SL(2,k) et le signe des conventions sur I’homologie.

2.4 Ou Ton retrouve I homologie du groupe affine et la suite de dlog.

Dans ce paragraphe k vérifie les hypothéses du Théoréme 2. On se propose
de relier l'application A:%, — (E )¢ du paragraphe précédant a ’'homologie
du groupe affine.

Pour cela, on observe d’abord que: (GA(1, k), I*), s’identifie naturellement a:
(B,®/B), o B opére dans ®/B par l'action adjointe.
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Introduisons le diagramme de G-modules:

0 0 0
l ! |
0- E, - U8 S6-1
aeP,
! ! l
8) 0- L, 226 Q6> G -0
! ! i
0 1l /8, - 1L e/8, -0
aeP, aeP,
| l
0 0

Par le lemme de Schapiro, on a une suite exacte:
H3(G, Ly) = H,(B,/8) % H,(G, E,) - H,(G, Lo);
soit d’autre part:
v:H(G, Eo) = Ho(G, Ey),
le morphisme de connextion de (6) on a:
PROPOSITION 6.
voo:H,(B,®/B) - Hy(G, E,)
S’identifie naturellement a 'application:
A B, — (Ey)g
[a] b a).
Cela résulte du lemme suivant:
LEMME 3. Le morphisme de connexion :
D":H,(B,®%/B) - H,(B,B)
provenant de la suite exacte longue associée d:
0-B->6->6/B8-0

s’identifie naturellement d:
D: '@k -k ® k*.

La proposition en résulte; en effet du diagramme (8), on extrait un
diagramme commutatif :
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H,(B, /8)-% H,(G, E,)
D”l lv
H,(B,B) «—— Ho(G, E1)

on en déduit la proposition, compte tenu du Théoréme 1 et du Lemme 2.
Passons a la preuve du lemme; reprenons la résolution de 1.4.

.o A3 A A3 > G/B -0
avec les suites exactes:
0O-Wy-4, - W, -0
0->Wy—> A4,->6/B->0;
pour expliciter le morphisme de connexion:
H,(B,®/8) -~ H,(B, B),

on se proméne dans le diagramme suivant analogue de celui utilisé dans le
Lemme 2, ou d désigne la différentielle de 'homologie des groupes et Z. les
cycles correspondants (on adopte les conventions et les notations du para-
graphe précédent):

B W,
]
| %.(B.A))-> Z,(B, W)
t d
| %,(B, Ag)-> Z,(B, 6/B)
l “section”
k* ®k* « Z\(T,T) « Z,(B,B)... £ £,(B, ).
Soit aek\{0,1},[a]e B, est représenté par [0,1,a/€ A,; on a.
0|0, 1,a = |1,a]—10, a|+10, 1|
= li((@—1)7)|0, 1])—1,(al0, 1])+10, 1| ;

ou [, et I, € B sont représentés par les matrices:

(5 ) )
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et d désigne I'élement de &/B représenté par:
00
a 0)°

0/0, 1, al = é(y)

T nétant pas écrit.
On a alors:

avec:
Y= [11]|0, 1'—[1112_1:“0,0“
poursuivant le parcours dans le diagramme :
oy = [1,J11]=[1,101 = [1y 15 *lal + 1,15 1110} ;

pour c ek, on note h, I'élément de B représenté par:

(o 1)

en exploitant une homotopie pour le lemme de Schapiro, on construit
I'élément suivant de €,(B, Ao):

o = [h_gllyhy 0101 —[1yhyth oy J11 = LR 111,010 = [h 1y 15 A 101 +
+[115 holh_)lal + [k, 1115 1]10]
qui est tel que:
da = 0y;

A partir de 1a, il est aisé de poursuivre la promenade dans le diagramme
et de vérifier le Lemme 3.

Pour terminer ces considérations, on voudrait noter une autre apparition
de la suite exacte de dlog.
La suite exacte classique:

0-1-k® kB k-0

ou u est la multiplication, est considéré comme une suite de k* -module par:
a'(b®c)=ha"'® ac,

on en déduit une suite exacte:

L H k@ k)

* k*,1) -0,
ImH,(k*,1) — Hy(k*, k) = Ho( )~

cest la suite de dlog.
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3. Une presentation de 22/ %Z.
En rapport avec ce qui précéde, on voudrait remarquer que le théoréme

de J. P. Sydler contient I’assertion suivante:

ProrposiTioN (J. P. Sydler, B. Jessen). Le R-espace vectoriel P/% des
polyédres de R® modulo les prismes ([10]), est isomorphe au R-espace vectoriel
o engendré par les symboles

{a,b), a,be]0,1[

soumis aux relations:
1) Va,be]0,1[, <a,b)> = {(b,a).
2) Va,b,ce]O,1[, <b,c) —<ab,c) +<a,b) =0,

3) Va,b,c €0, oo, a<ﬂi— a >+b< a+h b >

a+b+c’a+b a+b+c’a+b

a+c a a+c c
—a , —c ,—— ) =0,
<a+b+c a+c> <a+b+c a+c

4)  Vabelo,1[,

<a’b>+1;b< a(1-b) 1_b>+1—a< (1—a)b 1_a>=0.

a+b—2ab’ a \a+b-2ab’

On observe d’abord que les éléments T (a, b) de /% vérifient les relations
ci-dessus. 1) est évidente et 2) et 3) sont exactement les Lemmes 1 et 2 de
[10]; quand a la relation 4) c’est en fait une traduction du Lemme 3 (cf.
[10]); en effet, soit ABCDEF le demi parallélépipéde rectangle, comme sur la
Figure 1, construit sur le tétraédre: ABCD = T(a,b), ou a =sina,
b =sin? B. Un coup d’oeil a la figure montre que, dans /%, on a:

AECD = <88 1 ),
cotg f
avec a’ = sin’a, b’ = sin?f.
cotga
p— T II, b'l 3
AEFD cotg f’ (a )

avec a” = sin?a’,b” = sin?p";

Les relations:

7'C n
a+Bn=5’ ﬁ+ﬁ:= , a;+au=_’
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Figure 1.

entrainent :
b"=1-a,b'=1-b,d+a" =1;
de plus:
— sin’a = cotg?p _a(l-b)
a= "~ cotg?a+cotg’f  a+b—2ab’
" 1 ’ (l_a)b
=1-d=—
e a+b—2ab
enfin :

cotgfB\? _b'(1-b) _(1-b)
cotgf )  (1—b)h  b?

cotga \* _b"(1—a) _ (1—a)?
cotgf’)  (1—b")a a® "’

d’ou la relation 4).

Considérons alors le diagramme::

85
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2/7-2,U®IiR

i

oA

ou j:<{a,b) » T(a,b), et 2" = Po j. La lecture de [10], montre que tous les
arguments de la preuve de linjectivité de 2 sont contenus dans la relation

T
T

(a,b) = T(b,a) et les Lemmes 1, 2 et 3, et résultent en fait de ce que les
(a,b) vérifient les relations de la proposition; donc en reprenant [10], on

voit que 2’ est injective et par suite, j est un isomorphisme.

10.

1L

12.

13.

14.

15.

16.
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