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MODELE DE WHITTAKER ET IDEAUX PRIMITIFS
COMPLETEMENT PREMIERS DANS LES ALGEBRES
ENVELOPPANTES DES ALGEBRES DE LIE SEMI-
SIMPLES COMPLEXES 1I

C. MEGLIN

Le corps de base est C. Soit G un groupe semi-simple connexe dont on note
g l'algébre de Lie et U(g) 'algébre enveloppante. On identifie g et g* grice
a une forme bilinéaire G-invariante et on note S(g) I'algébre symétrique de g,
qui grace a lidentification précédente est I'algébre des fonctions réguliéres sur
g*. A cette exception prés, si X est une variété algébrique, on note A(X)
I'ensemble des fonctions réguliéres globalement définies sur X. Soit I un idéal
primitif de U(g). Grace aux travaux de Borho-Brylinski et de Joseph ([2],
[6]. [7]), on associe & I une orbite nilpotente, notée O; de g. Soite feO;
on choisit T' un élément semi-simple de g, a valeurs propres dans Z, qui
vérifie [T',f] = —2f. On pose T =1/2T. On écrit g =) ,.yz0 la
décomposition de g en espaces propres pour P'action de T et on choisit m
un sous-espace vectoriel de g vérifiant:

f([m,m]) =0, (ici on voit f comme un élément de g*)
dim m/m  g(f) = 1/2dim(g"g(f) n g/,

On pose: n =Y, ,g'+m. Cest une sous-algébre de Lie nilpotente de g,
f en est un caractére et on note N le sous-groupe de G égal a expn. On note
filtrat la filtration naturelle de U(g) et suivant L on munit U(g) de la
filtration décroissante, indéxée par 1/2Z, notée filt;, suivante:

Vzel/2Z U@k, s: = @meijpzU@ s m—:

ou U(g)™ est 'espace propre pour I'action de T dans U(g) correspondant a
la valeur propre m. On dit que I admet un modéle de Whittaker, noté M,
relativement a (f, N) si 'on a:

Regu le 2 Octobre 1986.



6 C. MEGLIN

.M est un quotient irréductible de U(g)/I+ {X —f(X)}x,U(g) d’annu-
lateur I

.M pour la filtration quotient de filt; a son gradué associé N-isomorphe
a AN n G(f)\N). (Isomorphisme d’algébres ou par définition (grm)(grm’)
coincide avec grmu ou u est un élément de U(g) de méme filt; que m’ et
relevant m’ dans U(g)).

Jai démontré dans [11] que si I admet un modéle de Whittaker alors
U(g)/I posseéde une filtration G-stable finie, notée Filt, ayant les propriétés
suivantes :

(') .Filt est équivalente a la filtration naturelle, filt"®t, et son gradué associé
est commutatif et intégre (cela entraine que Filt < fil"at, (cf. Paragraphe 8(1)).
w Il existe un G-homorphisme injectif du gradué associé, noté GrU(g)/I, dans
A(G(f)° \G) rendant commutatif le diagramme suivant:

GrU@)/l = A(G(f)°\G)

B1 /
1

S(@)

ou f est I'application naturelle résultant de Filt < filt"at | est le comorphisme
de l'application qui @ G(f)°y € G(£)°\G associé y~'f € g* et ou A(G(f)°\G)
est graduée par les poids de — T agissant par la représentation réguliére
gauche. (En particulier B passe au quotient par J, I'idéal des fonctions nulles
sur G.f.)

Le but de ce travail est de prouver (cf. Paragraphe 13) la réciproque en
supposant que (T, f) appartiennent a un sl,-triplet. (Danscecasn ng(f) =0.)
Et de prouver ensuite (cf. Paragraphe 15) que si M est un modéle de
Whittaker de I (relativement a (N, f)) et si 'on note L 'algeébre des endomor-
phismes G-finis de M, alors a isomorphismes prés respectant toutes les
structures, L contient toutes les algébres, notées A, ayant les propriétés
suivantes:

.A contient U(g)/I et est munie d’une action rationelle de G dont la
différentielle est I'action de g dans A4,

. A est un U(g)/I-module de type fini pour la multiplication a gauche de
U(g)/I dans A4,

.A est munie d’une filtration G-stable finie induisant sur U(g)/I une
filtration équivalente a la filtration naturelle et de gradué associé com-
mutatif, intégre et isomorphe & une sous-algébre de A(G(f)°\G), G-isomor-
phisme rendant commutatif le diagramme suivant:
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Grd < A(G(f)°\G)
1
S(g)

(avec les méme propriétés qu'en (1))

On note &; 'ensemble des algebres ayant ces propriétés. L’introduction
de cet ensemble d’algébres a été faite par Vogan [14], mais dans [14] il n'y
a pas d’hypothéses aussi fortes sur I'existence de filtration. Toutefois dans le
cas de Sl(n, C), je vérifie a la fin de ce travail, grice aux modéles de
Whittaker, que cela revient presque au méme (cf. Paragraphe 27).

En particulier L est indépendant du modéle de Whittaker choisi, a
isomorphisme pres. On note ¥4 le groupe des automorphismes de L dont la
restriction a G(g)/I est I'identité; c’est un groupe fini (comme me I'a montré
Rentschler) qui s’identifie par passage au gradué a un sous-quotient de
G(f)/G(f)° (cf. Paragraphe 17). Les classes de conjuguaisons des sous-groupes
de ¥ classifient les éléments de &, notés A, qui ont la propriété supplémen-
taire suivante:

. A coincide avec la plus grande sous-algébre du corps des fractions de 4
sur laquelle G opére rationnellement.

Cela permet de démontrer que des algebres d’opérateurs différentiels tordus
(cf. Paragraphe 22) 2,(P \G) et 2,.(P' \G) sont, si G est un groupe classique,
isomorphes si (P, 1) et (P’,A’) sont associés (cf. Paragraphe 21). L’hypothese
G classique est sirement superflue et cette condition est vraisemblablement
aussi nécessaire; je le démonstrerai au moins pur Sp(2n, C) dans un travail
ultérieur.

A la fin de ce travail, je montre que les idéaux primitifs dont le gradué est
génériquement réduit (cf. Paragraphe 24), sont complétement premiers et
du type que je considére ici, c’est-a-dire admette une filtration ayant les
propriétés écrites en (*). Cela motive I'hypothése que jai émise en [11]
suivant laquelle tout les idéaux primitifs complétement premiers de U(g)
aurait une filtration ayant les propriétés écrites en (*), puisqu’il est raisonable
de penser qu’au moins pour les groupes classiques, tous les idéaux primitifs
complétement premiers sont obtenus par induction a partir d’idéaux primitifs
a gradué génériquement réduit ; or les modéles de Whittaker ont l'air de bien
se construire dans une situation d’induction. C’est ce que jexploiterai dans
mon travail suivant pour finir de démontrer les résulats annoncés dans [11].

Je tiens a remercier A. Bouazis, T. Levasseur et R. Rentschler pour
’ensemble des discussions que nous avons eu sur ces sujets et tout spécialement
J. L. Waldspurger qui m’a entre autre fait remerquer, qu'avec le choix de n
fait plus haut, on a n n g(f) = 0; cela a permis de simplifier et de généraliser
mes démonstrations.
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On choisit une forme bilinéaire G-invariante sur g d’ou une identification
g ~ g*. Dans toute la suite on fixe les notations suivantes. Soit feg*~g
un élément nilpotent et T’ un élément semi-simple de g vérifiant: [T, f] = —2f
et (T", f) appartiennent a un sl,-triplet. On pose T = 1/2T". On choisit n, N
comme dans I'introduction. On note J I'idéal de S(g) ensemble des fonctions
nulles sur G.f et .# l'espace vectoriel engendré par les éléments x —f(x) ou
x décrit n; on considérera .# soit comme un sous-espace vectoriel de S(g)
soit comme un sous-espace vectoriel de U(g).

On fixe un idéal primitif I de U(g) admettant G.f comme orbite associée
et, sauf de 24 a 27, admettant une filtration ayant les propriétés (') de
'introduction. On adopte aussi la notation &; de l'introduction.

On note I' la représentation réguliére gauche de G dans son algébre de
fonctions régulieres, A(G), et encore I'(— T) l'action de — T dans A(G) (ou
dans A(H \G) quand H est un sous-groupe fermé de G normalisé par le sous-
groupe a un parameétre de générateur infinitésimal T’), obtenue par différen-
tiation. On identifie S(g)/J a une sous-algébre de A(G(f)°\G) grice au
comorphisme de lapplication qui & G(f)°yeG(f)°\G associé y~'f eg*.
Comme f est un élément nilpotent J est un idéal gradué de S(g). Remarquons
que 'on a:

La graduation de A(G(f)°\G) définie par les poids de I'(—T) est I'unique
graduation de A(G(f)°\G) qui induise sur S(g)/J la graduation naturelle par le
degré. Cette filtration est indéxée par 1/2N.

En effet, on a vérifi¢ en [11] que la graduation de A(G(f)°\G) par les
poids de I'(—T) induit sur S(g)/J la graduation par le degré. Le reste de la
remarque résulte de l'interprétation d’une graduation comme une dérivation
et du résultat de Kostant [9] suivant:

A(G(f)°\G) est la cléture intégrale de S(g)/J dans le corps des fonctions
rationnelles sur I’espace G(f)°\G.

Ce résultat a en plus la conséquence importante pour nous que I'on a:
A(G(f)°\G) est un S(g)/J de type fini.

On note filt la filtration naturelle de U(g) ainsi que les filtrations quotient
pour tous les quotients. On définit filt; comme dans lintroduction. Plus
généralement soit A une algebre sur laquelle T opére de fagon semi-simple
munie d’une filtration T-stable, notée Filt4. On suppose pour simplifier que
les valeurs propres de T sont dans 1/2Z et que Filt* est croissante finie a
valeurs dans 1/2N. Alors on munit A d’une filtration décroissante a valeurs
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dans 1/2Z, notée Filt# par la formule suivante:
- [m]
Vzel/2Z Afisz . = ®Ome1j2zAFit s m—z

ou A est Pespace propre pour l'action de T dans A correspondant 3 la
valeur propre m.

Si au lieu d’avoir une filtration, on a une graduation, notée Gr#, on définit
de fagon similaire une autre graduation qui tient compte des valeurs propres
de T, notée Gr4. Dans la situation précédente, on a:

Lalgébre graduée associee a Filg “coincide” avec I’algébre graduée associée

d Filt! comme algébre non graduée; la graduation a été perturbée comme
expliquer ci-dessus. Filt] est séparée, ie. GrgsA = GroFilt14.

Dans ce paragraphe, on fait des remarques qui serviront plusieurs fois dans
la suite.

2—(1). Soit y un élément de S(g) homogéne de degré noté d et T-vecteur
propre de valeur propre notée m. Alors on a:
(i) sim>d,ye #S(9)
(i) sim=d, y—<yf)e #S5(g)
(i) si {y,f> #0alorsm=4d.

(i) et (ii) résultent immédiatement de la définition de n. Quant a (iii),
cela résulte de ce que 'on a:
Soit x un élément de g, T-vecteur propre de valeur propre m’; alors
T.f(x)= —f(x)=f(=[T,x]) = —m’f (x).
Dou, f(x) =0sim # 1.
2—(2). Soit u un élément de U(g) de filtration inférieure ou égale a d -et

T-vecteur propre de valeur notée m. Alors on a:

(i) sim>d, alors ue #U(g).
(i) si m=d, alors u—{gru,f>e #U(g) ou gryu est l'image de u dans
S(8)<4/S(a) < 4- (Ici S(g) est filtrée par le degré usuel.)

On utilise le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt.

2—3). Soit A une algébre intégre contenant U(g)/l et qui est un U(g)/I-
module a gauche de type fini. Soit I' un sous-espace vectoriel de A vérifiant
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U@)l'A =1, alors on a:
I'##0<=1I'nU(g)/I #0.

En effet supposons I' # 0 et soit ael’—{0}. La finitude de A sur U(g)/I
assure qu’il existe meN, u,, ..., u,, € U(g)/I tels que I'on ait dans A:

Upa™+...+ug =0 et u,#0.

L’intégrité de A assure que I'on peut supposer ug # 0. Il est alors clair que
uge (I n Ug)I)~{0}.

LEMME. Soient «;,...,a, des éléments T-vecteurs propres de n engendrant
un sous-espace vectoriel ne coupant pas g(f). Alors il existe un élément noté
Yo de S(¥%) homogéne et T-vecteur propre verifiant

Vieg* tel que {yo, i) # 0, lespace vectoriel engendré par a,,...0; ne
coupe pas g(4),

Do f> #0, Yoy =0 si 1eGf—Gf.

En particulier oy := oy —f (cxl),‘..., op := ap—f(xp) forme une suite réguliere
dans le localisé (S(g)/J),,-

On note g ’ensemble des éléments de g*, notés A, pour lesquels g(4) coupe
I'espace vectoriel engendré par a,..., ;. Comme le complémentaire de ¢’
est un ouvert de g* il est clair que g est un fermé de g* et qu’il en est
de méme de ¢ U(G.f —G.f):=g". En outre g’ est stable par homothéties
est par l'action adjointe du sous-groupe a un parameétre de générateur infini-
tésimal T'. Comme g ne contient pas f la premiére partie du lemme est claire.
Les propriétés de y, assurent que l'ouvert de G.f défini par y, #+ O est un
ouvert lisse. La deuxiéme partie du lemme résulte du critére différentiel
pour les systémes de paramétres.

LEMME. On fixe une base ay,...,ag d’un supplementaire de n N g(f) dans
n formée de T-vecteurs propres. On suppose que I’on a:

T-poids «; 2 T-poids a;,, pour 1=i<Q.

Alors il existe des T-vecteurs propres notés B, ..., Bg de g verifiant :
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T-poids f; = —T-poids a;+1 pour 1<i=Q,
([(Brx])—b;,,e M4 oi 1SjSisQ

et ou d; ; est le symbole de Kronecker.
En outre I'espace vectoriel engendré par les a,...,ag, Bi,...,Bg est un
supplémentaire de g(f) dans g.

Pour la forme bilinéaire antisymétrique (x,y)egx g ~ f([x,y]), ¢ s’iden-
tifie a I'orthogonal de gt~ **!l Utilisant en plus I'hypothése sur n N g'/?, on
en déduit qu’il existe des éléments notés f,, ..., B; de g vérifiant:

T-poids f; = — T-poids o; +1,
f([ﬂ.', aj])_éi.j =0

si | £i=Q etsi T-poids f; = — T-poids o;+ 1.

La premiere partic du lemme résulte alors de la définition de n et de
I'ordre imposé aux o; (cf. 2—(1)). La deuxiéme résulte de la dualité, déja
utilisée, entre g et gl "**!1 et de la définition de n.

LEMME. Onan ng(f)=0.

On sait que g(f) est le commutant de f identifi¢ 4 un élément de g. On
compléte (7', f) en un sl,-triplet et on décompose g sous l'action de ce
sl,-triplet. Let commutant de f est engendré comme expace par 'ensemble des
vecteurs de plus bas poids ; le lemme résulte alors de ce que tous ces vecteurs
ont des valeurs propres inférieures ou égales a 0 et de la définition de n.

LEMME. Soit x un T-vecteur propre inclus dans g(f) de poids noté z. Alors
il existe un elément noté y de J et un élément y' de S(g) tels que I’on ait :

.x+y' —ye #S(g).
. y' appartient a la sous-algébre de S(g) engendrée par I’ensemble des
T-vecteurs propres de g de poids strictement plus grand que z.

Ici, pour tout élément s de S(g), on note ds la différentielle de s, ie.
dseg ® S(g) et d,;s e g la différentielle au point f. Comme f est un point lisse
de G.f, I'ensemble des éléments d;s ou s parcourt J coincide avec g(f).
Comme J est un idéal homogéne T-stable, on peut choisir des éléments
S1,...,5, de J homogenes et T-vecteurs propres tels que ds;,...,ds, soit
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une base de g(f). On fixe une base x,,...,x, de g et on écrit a l'aide de
cette base
ds;= ) x;®s; ou s;€S(g).

lsjsm

Les éléments s;; sont homogeénes de degré un de moins que le degré de s
et sont des T-vecteurs propres de T-poids égal a T-poids s;— T-poids x;.
Ona:

desi= ) xgsipf>-

Or si s;;, f) # 0, d’apres 2 — (1)(iii), le degré de s;; coincide avec son T-poids.
Ainsi ds; est un T-vecteur propre vérifiant:

T-poids dgs; = T-poids s;—d;+ 1 = filt;s;+ 1.

On pose y; = ds;. Clairement il suffit alors de démontrer que I'on a pour
tout indice i:

il existe y; un é€élément de la sous-algébre de S(g) engendrée par les
¢léments de g de T-poids strictement supérieurs au T-poids de y; tels que:

yityi—s;e AS(g).

On fixe i et on supprime les indices; on pose z' = T-poids y—1 = filt;y.
On écrit s comme polynome en xq,.., X, ; on suppose ici que y = x;. Et on
calcule s modulo .#S(g). Comme filt;s = z/, d’aprés ce que 'on a vu pré-
cédemment, tous les monomes intervenant sont de filt; égale a z'. Soit s
un tel monome;

1¢ Cas. s’ s'écrit s = x;5” ou T-poids x; < T-poids y = z'+1. On a alors
filt;s” > O et d’aprés Paragraphe 2(1)(i), cela entraine que s” € .#S(g), donc
aussi s'.

2¢ Cas. s’ s’écrit s = x” ou T-poids x; = T-poids y. Il résulte de 2 — (1)(ii)
que s’ —x(s”, f) € MS(g). De plus si I'on als”, f) # 0 et sis” s'écrit s” = x,5"",
on a T-poids x, = 1.

3¢ Cas. s’ est dans la sous-algébre de S(g) engendrée par les T-vecteurs
propres de g de T-poids strictement supérieurs au T-poids de y.

On calcule dgs’ dans les différentes cas. En utilisant le fait que {x;,f) =0
si T-poids x; # 1 et que d’apres, 5, y étant dans g(f), T-poids y < 1, on a
dans les deux premiers cas:

dgs' = x K", fD+(dys"Kxp f) = x£", [
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Dans le troisiéme cas d s’ appartient au sous-espace vectoriel de g engendré
par les T-vecteurs propres de T-poids > z'+ 1. Puisque d s = x, par hypo-
thése, on voit alors que la somme des monomes qui sont dans le 2¢ cas et
non dans le premier est congrue a x; = y modulo .#ZS(g). Notant § la somme
des monomes du troisiéme cas, on a donc:

s—(y+8)e .#S(g),

ce qui est le résulat cherché.

7.

ProrosiTiON. S(g)/J + .#S(g) est [l'algébre des fonctions réguliéres sur
N.f = N.

On reprend les notations de 4. On remarque que pour tout i compris entre
1 et Q, le sous-espace vectoriel de n engendré par ay,...,a; est un idéal
de n. Utilisant ([4, 4.7.5]), on démontre progressivement sur i que I'on a:

S(g)/J + #S(g) est une algebre de polynomes en f,,..., f; a coefficients
dans la sous-algébre formée des éléments invariants par ada,,...,ada;. En
particulier, on a:

S(g)/J + -#5(g) = (S(@)/J + AS(9))"[B1..... Bg].

Il reste & démontrer que (S(g)/J+ #S(g))* est réduit & C, puisqu’alors
S(g)/J+ #S(g) sera une algébre intégre ensemble des fonctions réguliéres
sur une unique N-orbite, nécessairement celle de f.

Pour cela on note, ici, S la sous-algebre C[f,,..., ;] de S(g)/J + .#S(g)
et il faut démontrer qu’elle contient I'image de g. Utilisant la décomposition
de g sous l'action d’un sl,-triplet contenant T’ et f et la définition des
Bi, on voit qu’il suffit de démontrer que S contient I'image de g(f). En
raisonnant par récurrence (décroissante) sur le T-valeur propres intervenant
dans g(f), cela résulte immédiatement de 6.

8.
Dans ce parapgraphe, on fait quelques remarques importantes pour la suite.

(1) Soit A une algébre contenant U(g)/l et munie d’une filtration induisant
sur U(g)/I une filtration équivalente d la filtration naturelle, et dont le
gradué associé est intégre. Alors, cette filtration étant notée Filt4, on a:

YueU(g)/I, Filt*u < Filtu.

Cette propriéte est essentiellement dans ([2] Paragraphe 5). Soit ue U(g)/I;
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on pose z = Filt*u—filtu. Il existe un entier noté d, indépendant de u, tel
que z soit inférieur a d. Et pout tout entier m, on a:

mz = mFilt4u —mfiltu = Filt4u™ —mfiltu £ Filt4u™ —filtu™.

Puisque mz doit étre inférieur a d, il faut que z soit négatif ou nul; d’ou
I’assertion cherchée.
De la méme fagon, on démontre I'assertion suivante:

(2) (Hypotheses de (1)) Si en outre le gradué de A est un S(g)-module de type
fini, alors la filtration est unique avec ces proprietes.

On va maintenant utiliser la propriété suivante, démontrée par exemple
dans ([13, 1.29, 3¢ étape]): soit Q un sous-corps G-stable du corps des
fonctions rationnelles sur G, alors il existe un (unique) sous-groupe fermé
de G, noté H, tel que Q coincide avec le corps des fonctions rationnelles sur
I'espace homogéne H \G. Ce résultat et le fait qu'une fonction rationnelle
sur G appartenant a un sous-espace vectoriel de dimension finie, G-stable
est nécessairement globalement définie, on obtient immédiatement le résultat
suivant: soit C une sous-algébre de A(G) stable G, alors il existe un (unique)
sous-groupe fermé de G, noté H, tel que C soit incluse dans A(H \G) avec
égalité aprés passage aux corps des fractions. En particulier H\G est une
variété quasi-affine.

Dans ce qui suit on identifie S(g)/J a une sous-algébre de A(G(f)°\G)
grice au comorphisme, noté i, de lapplication: yG(f)° =7 'f €G.f.

(3) Soit A un élément de &,. On note Filt4 la filtration (cf. plus haut pour
'unicité) ayant les bonnes propriétés souhaitées et Gr# la graduation associée.
Alors Gr#A est naturellement un S(g)/J-module et on choisit un homo-
morphisme, noté a, injectif compatible aux actions de G, qui rende commutatif
le diagramme suivant :

Gri4 <c—* , AHNG) —— , AG)
*) 1 !
S(g)J =——Ft  A(G(f)°\G) /

ou H, est 'unique sous-groupe fermé de G tel que (GriA) <, A(H,G) avec
égalité des corps fractions et ou necessairement H, = G(f) (puisque S(g)/J
est inclus dans A(G(f)\G) avec égalité de corps de fraction).

Montrons que l'on a:
(4) H 4 contient G(f)° (ce qui complete (*)).

(Pour les algébres non commutatives la dimension utilisée est la dimension
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de Gelfand-Kirilov.) On a, par finitude de 4 sur U(g)/I:
dim 4 = dim U(g)/I = dim Gr#4 = dimgr U(g)/I = dim S(g)/J.
D’ou, dim H,\G = dim G(f) \G, et le résultat est clair.

(5) Remarquons, de plus, que le changement de o en un autre morphisme
ayant les mémes propriétes change H 4 en un autre sous-groupe de G(f') conjugué
de H , dans G(f) (cela se voit en passant aux comorphismes).

En particulier si G est un groupe classique, ou plus généralement si
G(f)°\G(f) est un groupe commutatif, H, est indépendant du choix de a.
A Filt“ on associé la filtration décroissante, notée Filt#, définie en 1.

Soit A € &, comme en 8. Rappelons que A(G(f)° \G) est un S(g)/J-module
de type fini et qu'il en est donc de méme de Gr4A. En outre, on aura aussi
besoin du résultat suivant:

Soit y un élement de S(g)/J nul sur 5.7'—6.]', non nul en f; alors on a:
(Gr4), = (A(H ,\G)),.

En effet, Gr*A4 est l'algébre des fonctions réguliéres sur une variété
algebrique affine, notée X, munie d'une action algebrique de G et d'un
morphisme fini G-équivariant sur G.f, noté n. De plus X admet une unique
G-orbite ouverte, dont un point, noté x,, a H, pour stabilisateur et vérifie
n(xo) = f. Ainsi l'ouvert =~ (y # 0) est inclus dans G.x,. Et le résultat est
clair et on a méme:

7 est non ramifié au dessus de G.f.

En particulier si af,...,ap sont des éléments de S(g)/J formant une suite
réguliére dans (S(g)/J), il en forme aussi une dans (Gr'A),.

10.

ProprosITION. Soit A€ &, (par exemple A = U(g)/I). On munit A/.# A de la
filtration quotient de Filt$, stable par I'action adjointe de N, et on a:

A/.#A est propre d’annulateur O et Filt{ est finie, le gradué associé étant
N-isomorphe a A(H,\G(f)N) (isomorphisme d’algébres).

Montrons d’abord que Filt$ est finie:
Soit d un entier tel que I'on ait:

VYu eU(g)/I, Filthu 2 filtu—d.
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Soient ay,...,a, des éléments de A, T-vecteurs propres tels que I'image de
deay,..., a, dans Gr*A soient des générateurs de Gr*A comme S(g)/J-module.
On pose

z= sup T-poids g;—Filt“a;.

Isisr
Il suffit de vérifier que tout T-vecteur propre de A, noté a, vérifiant
Filtfa > z+d appartient a .#A. Pour cela, on écrit: a = Yua;+d’, ou
lon a:u;e U(g)/I avec u; =0 ou Filt4u;+Filt4a; = Filt*a et T-poidsu;+
+ T-poidsa; = T-poidsa, et ou a' est un T-vecteur propre de 4 nul ou

vérifiant: T-poidsa’ = T-poidsa et Filt4a’ < Filt4a. Les hypothéses entrainent
que 'on a pour tout i:

Filtfu, > d, d’ou T-poidsu;—filtu; > 0.

Le résultat cherché résulte alors de 2 —(2)(i).

On choisit ay,...,ap une base de n formée de T-vecteurs propres et, tenant
compte de 5, y, ayant les propriétés de 3. On prouve progressivement sur i
que l'on a (ici o := o;—f (a;)):

Y «Grid < Gr4 ( Y a}A) c {x eGr{d|3QeN, ygxejgi a}Gr‘}A}.

jsi Jj£i

(Rappelons que Gr$4 = Gr“A.) On 'admet pour (i — 1) et on le prouve pour i.

Soit a = u+av ot ue(a,,....,a;_,)A4 et veA. On choisit Y, dans A, un
T-vecteur propre de méme poids que y, et de Gr# égal & y,. On distingue
les cas suivants:

1¢ Cas. Griu # —Gr{(a,0).
Alors on a:

Grfa = Grfu+a;Grfr ou Grfa= Grfu ou Gr#a = «;Griv,
et le résultat est clair, dans ce cas, grace a I'hypothéese de récurrence.

2 Cas. Griu = —Gri(av).
Il résulté de 3 et 9 ci-dessus, qu’il existe S €N, tel que I'on ait:

(Grio)yd e (a), ... ai_)GriA.

Utilisant le fait que o; normalise (af,...,a;_;)4, on voit qu'il existe
ue(ay,....o_,)A et ' € A vérifiant:

aYs =u+ar et Filtfr' < Filt4(vY3).

Or Filt#(aY3) = Filt#a+ Sd°y,, o d° est la graduation de y, dans S(g)/J
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tordu par les poids de T comme expliqué en 1 (i.e. dans Gr;S(g)/J) gréce
a lintégrité de Gr4A. On a aussi:

Filt{a Y5 —Filtfajv’ < Filtfa — Filt£(ajv).

Si Filt4aY§ < Filt#ov, on a terminé puisqu'alors (Grfa)ys = Griu' et
que l'on peut appliquer hypothese de récurrence. Sinon on recommence.
Gréce a linégalité stricte précédente la procédure s’arréte, en tout état de
causes, au bout d’un nombre fini de pas. D’ou le résultat.

Quand i = D, on obtient :

MGriA = Gri(MA) = {xeGr{A|3ISeN, xy§ e #Grid}.
Grice a 2—(1)(ii) et (iii), il résulte des hypothéses sur y, que I'on a:
Yo—=<Yo,f> € MS(9)/J = MCr}A.
I1 est alors clair que 'on a:
Gri(MA) = #GriA.
On a donc démontré que A/.# A est propre de gradué, pour Filt 4, égal a:
GriA/ M Gr*A = Gr*A), | MGr*), = A(H\G)/ MAH 4 \G),

d’apres 9, pour la derniére égalité. Utilisant encore 9 et ses notations, la non-
ramification de n au dessus de l'ouvert G.f de G.f et 7 assurent que
A(H  \G)/ # A(H 4, \G) est lalgébre des fonctions réguliéres sur n~ !N f et
donc coincide avec A(H,\G(f)N). Le reste du lemme est clair.

11.

LEMME. Soit A €&, alors (A # A) est une algébre commutative, sans ele-
ments nilpotents, de dimension finie, formée d’éléments de Filt$ égale a O et
isomorphe (par passage au gradué) a A(H ,\G(f)).

Ona:
AH,N\G(f)) = (A(H,\G)/ MAH NG = (Gri(A/ # A

Comme A(H ,\G(f)) est une algeébre produit fini de corps, graduée comme
sous-algébre de Gryd/.# Gr#A, elle est nécessairement formée d'éléments
homogeénes de degré 0. Cela montre que

(A/ MAWs 50 =0 et (A/MA = (A M Ay, o

Par commutativité du gradué, il en résulte que (4/.# A)" est une algebre
commutative. Elle est sans éléments nilpotents et de dimension finie
puisqu’il en est de méme de son gradué. Ainsi (4/.# A)Y est un produit fini
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de corps inclus (par passage au gradué¢) dans A(H,\G(f)). Il reste a prouver
que:

Gri((A/ #AW) = (GriA/ # A

Soit x € (Gr#A/# A" et X un élément de A/.# A ayant x pour gradué, en
particulier de Filt# égale 4 0. Supposons que n.x # 0; comme n agit de
fagon localement nilpotente par des dérivations qui augmentent strictement
la F—iﬁ'}, il existe x'ead,, 4,U(n)(x) qui est N-invariant, non nul, et qui
vérifie Filt4x’ > 0. Cela contredit le fait que (A/“”A)gm‘po = 0. Cela
termine la démonstration.

12.

Soit A € &;; on note 2, I'ensemble des projecteurs minimaux de (A/.# A)".
Ona:

(*) Al MA = @, p,eA| MA.

On identifie par passage au gradué £, et 'ensemble des projecteurs minimaux
de A(H ,\G(f)), c’est a dire 'ensemble des fonctions sur H, \G(f)N valant 1
sur une des N-orbites et 0 ailleurs. Dans cette identification, on a: (isomor-
phismes gradués)

GrieA/ MA = eGriA] MA = eA(H,\G(f)N) = S(g)/J + #S(g),

ou le dernier isomorphisme est le comorphisme de la restriction de = (c.f.
Paragraphe 9) a la N-orbite déterminée par e.

LEMME. Soit A, A’ est éléments de &, et on suppose qu'il existe un G-homo-
morphisme injectif de A dans A’ qui est lidentiteé sur U(g)/l. Alors on a:

(i) (A/.# A) est naturellement un sous-espace vectoriel de (A') .M A").

(i) Soient € P, et ecP, tels que ce = ¢ (dans (A'/ MA)); alors la
multiplication a gauche par ¢ définit un isomorphisme de eA/ M A sur
eA'| M A, isomorphisme de modules filtrés.

(iii) Soit e€ P4, alors le A-module eA/.# A est irrédictible d’ annulateur 0.

(i) On identifie A & une sous-algébre de A’. La filtration sur A induite
par celle de A’ coincide avec de A (cf. Paragraphe 8) et 'on a donc une
application naturelle d’espaces vectoriels et de A-modules filtrés. Pour prouver
(i), il suffit de vérifier que l'application qui s'en déduit entre les gradués
associés est injective. On choisit un homorphisme injectif, noté «, de Gr44’
dans 4(G(f)° \G) rendant commutatif le diagramme (cf. Paragraphe 8 (*)):
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Gri4’ o
RN

S@)J =—— A(G(f)°\G).

Cela défini H ,, et en restreignant « & Gr4A4, on obtient un homomorphisme
de Gr44 dans A(G(f)°\G) qui permet de définir H,. On a évidemment
H, > H,. Et avec ces choix, on a d’apres 10:

GriA/ #A = AH,\G(fIN) = A(H,\G(f)N) = Gt{ A’/ M A,

ou la fléche est I'inclusion naturelle, comorphisme du morphisme de projection
H\G(f)N - H,\G(f)N. Dou (i).

(ii) L’interprétation géométrique de ce = ¢ est que la N-orbite dans
H ,\G(f)N correspondant a ¢ (cf. ce qui prédéde le lemme) se projette sur
la N-orbite correspondant & e dans H,\G(f)N. D’aprés ce que I'on a vu
avant le lemme I'analogue de (ii) est vrai si I'on travaille avec les gradués
et donc, par finitude des filtrations, (ii) est vrai.

(iii) L’irréductibilité de eA/.# A résulte de 'absence d’¢léments N-invariants
autres que Ce gréce a:

(A| MAY = D,ep, (eA] MA) = B, 5, Ce.

Soit I’ I'annulateur du A-module e4/.# A. On a Grl’ = Gr4l’ et linclusion
de Gr#l’ dans Gr4(annge). Or Grf(ann,e) est inclus dans lidéal de
A(H \G)annulant e(e A(H,\G)/ #A(H,\G) = A(H,\G(f)N)), c’est a dire
dans l'idéal de A(H,\G) ensemble des fonctions nulles sur la N-orbite
d’un point de H,\G(f) (défini par e). Par G-invariance de Gr“l’, on a
que (Gr*I')A(H ,\G) est dans I'idéal des fonctions nulles sur la G-orbite
ouverte de la variété affine associée au spectre maximal de A(H,\G). D’ou
(GrI')A(H ,\G) est nul, et il en est de méme de Gr?I' et de I’, par
finitude de la filtration.

13.

ProrosiTION. I admet un modéle de Whittaker, noté M. On note L I’algébre
des endomorphismes G-finis de M. Alors L est un élément de &,.

Soit e€ Py ; on pose M =eU(g)/I+ #U(g). Pour montrer que M
est un modéle de Whittaker pour 1, il reste a prouver que Filt lrj(g)/ I coincide,
aprés passage au quotient, avec filty (ou filt est la filtration naturelle cf.
Paragraphe 1). Or on a, d’aprés ce qui a été vu avant le lemme 12, un
isomorphisme gradué de S(g)/J + .#S(g) avec GrlT](g)/'M. L’assertion résulte
alors, de ce que la graduation sur S(g)/J+ .#S(g) provient de la graduation

naturelle perturbée par les poids de T.
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Jai esquissé dans [11], la démonstration du fait que L e &,, mais je vais
détailler cette démonstration ici. On note u: L - M ® A(G) 'application qui
a4 DelL associé la fonction sur G a valeur dans M (cf. aussi [5]) définie
par yr——»(y.D)(T) ou 1 est image de 1 dans M (Cest-a-dire, ici, e). On pose:

VZE 1/2Za (M ® A(G)Fih <z = ®me 1/22MﬁltT 2-m-z ® IM]A(G)a

ou ™ A(g) est 'expace propre pour T agissant par la réprésentation réguliére
gauche (notée I') correcpondant a la valeur propre m. On filtre L en trans-
portant par u~! et on note cette filtration, a4 priori d’espace vectoriel, par
Filtt. Pour voir que I'on a une filtration d’algébre, il faut calculer u(DD’')
quand D et D’ e L. On pose:

D) =>Xm ® fie M ® A(G), somme finie,
uD)=Ym ®f;e M ® A(G), somme finie.

On note ¢ la comultiplication de U(g), c’est-a-dire I'unique homorphisme
d’algebres de U(g) dans U(g) ® U(g) qui prolonge I'application qui & x € U(g)
associe x ® 1+1 ® x. On choisit des éléments, notés u;, de U(g) relevant
m;, i.e. Tu; = m;, et on pose:

clu;) = Zuik ® uy e U(g) ® U(g).
On note ~ I'antiautomorphisme principal de U(g), caractérisé par x = —x,
si x€g, et I" la représentation réguliére gauche. Grace a la formule suivante:
Vxeg, VDeL, Vme M, (x.D)im)= D(mx) — D(m)x,

on obtient:

w(DD') = Y. mjuy @ (Fwip)f5) ;.

ij.k
Cest évidemment indépendant des choix faits. Prouvons que Filt" est une
filtration d’algébre. On garde les notations précédentes, mais on suppose
(ce qui ne nuit pas a la généralité) que f; et f; sont des vecteurs propres
pour I'(T) et que filt;m; (respectivement filt;m]) est supérieur ou égal a
Filt!D — T-poidsf; (respectivement Filt“D’ — T-poidsf’). En outre, on choisit
les u; de tel sorte que I'on ait filt;u; = filt;m;. On peut évidemment supposer
dans I'écriture de c(u;) que uy et uj sont des T-vecteurs propres et que I'on a:

T-poidsu + T-poidsuj, —filtu, —filtu}, 2 filt,m; (filt = filt. nat.).
Uio = Uy Uy = 1; filtuj, #0 si k>0

Ona:
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(I (uy) f)f: est un I'(T)-vecteur propre de poids T-poidsu; + T-poidsf’;+
+ T-poidsf;,

filtp(mjuy) 2 (filtym}) + T-poidsuy, —filtu, 2 filtym|+filtym; — T-poidsu;,
la 2¢ inégalité étant stricte si filtuj, # 0.

D’ou finalement, en posant z := Filt*D + Filt“D":
— [(T)-poids(I"(uy) f) fi—filtp(mjuy)
S —TI(T)-poidsf’;—filtym;— I'(T)-poids f; —filtym; < z,
la premiére inégalité étant stricte si filtu;, # 0. D’ou:

u(DD') =3 miu; ® fifie (M ® A(G)gy, < .-
On a donc prouvé que Filt" est une filtration d’algébre et que 'image de DD’
dans (M ® A(G)<,/(M ® A(G))<, est Y grym';grym; @ f';fi, ou la somme est
limitée aux indices j tels que filt;mj+I'(T)-poidsf; = —Filt"D’ et méme
restriction sur les indices i. Il faut prouver que cet élément est non nul pour
prouver que le gradué associé a Filt! est intégre. Pour cela il suffit d’évaluer
en un point y de G ou Y grym|fi(y) et Y grym;fi(y), sommes sur les
mémes indices que prédédemment, sont non nuls et d’utiliser I'intégrité
de grrM >~ A(N).
Prouvons maintenant que l'on a:

Yu e U(g), notant u 'image de u dans L, Filt‘u < filtu.
On définit pg: U(g) = U(g) ® A(G) par
pol) = Yu; ® fi==VyeG, Yufiy) =yu.
On vérifie que 'on a:
16(U()) = (U(g) ® A4(G)*® .

Ainsi, si pg(u) = Yu; ® f;, on peut imposer en plus a u; et f; d’étre des
T-vecteurs propres vérifiant :

T-poidsu; + I'(T)-poids f; = 0
filtu; < filtu.
Il résulte des définitions que p(u) = Y.Iu; ® f;, d'ou Filtru < filtu. 11 reste

a prouver l'existence d’'un G-homomorphisme de Gr*L dans A(G(f)°\G)
rendant commutatif le diagramme suivant:

GriL
g
S@)/J < AG()G).
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D’aprés ce qui précede, on a naturellement :
S(g)/grl > GrL - (gr;M @ A(G)™ @™ ~ (4(N) ® 4(6)M® ™ = 4(6),

toutes les fleches étant des morphismes d’algébres graduées, A(G) étant
graduée par les poids de I'(—T). L’intégrité de Grl assure que la premiére
fleche se factorise par J et la description geométrique de grrM (cf. Paragraphe
12) assure que le composé de toutes ces fleches est le comorphisme de
application y€ G 7y~ !f. On conclut par les mémes aguments qu’en 8(4).

14.

REMARQUE. Soit M un modéle de Whittaker de 1, alors il existe e € Py
tel que M soit isomorphe comme U(g) module filtré a eU(g)/I + #U(g).

Par hypothése, on a (M)¥ ~ C. On choisit ee (M)"—{0} et on pose .#’
P'annulateur dans U(g) de &. On a:

M S+ MU(G).
On pose M’ = M'/I+ MU(g), et 'on a:

M = (U(Q)/I+ #U(g))Y est un idéal maximal de (U(g)/I+ .#U(g))"; 1l
existe donc un unique projecteur minimal tel que e¢ .#' et I'image de e
dans M est un générateur de M™. Ainsi on a annye S annyge et 'égalité
par maximalité de annyg)e.

15.

THEOREME. Soit I un idéal primitif admettant un modéle de Whittaker, note
M. On note L I’algebre des endomorphismes G-finis de M. Alors L est inde-
pendant du choix du modéle et I’ensemble des sous-algébres G-stables de L
contenant U(g)/I coincide a isomorphismes prés avec I’ensemble des éléments
de &;.

Remarquons que 2 sous-algébres G-stable de L contenant U(g)/I peuvent
étre isomorphes par un G-isomorphisme dont la restriction a U(g)/I est
I'identité.

Soit 4 € &;. On utilise le lemme 12 ou 'on fait 4 = U(g)/I et A’ = A. On
choisit e€ 2y, tel que M = eU(g)/I + .#U(g) et on choisit ee 2, tel que
ce = ¢ (Cest possible grdce a ce qui précéde le lemme 12 et a 12(i). Gréce
a 12(ii) on voit que A s’envoit naturellement dans L, par un homorphisme
d’algébres qui coincide sur U(g)/I avec l'inclusion naturelle. On note I’ le
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noyau de cet homomorphisme et on a:
I' nU(g)/I =0.

Avec 2—(3), on tire I' = 0. Ainsi 4 s’identifie & une sous-algébre de L, G-stable
contenant U(g)/I. Appliquant cela a lalgébre des endomorphismes G-finis
d’un autre modele de Whittaker de I (cf. Paragraphes 14 et 13), noté L, on
voit que L o, L et par symétrie L <, L. Les multiplicités des sous-G-modules
simples de L et L étant finies ces fleches qui sont compatibles a I'action
de G, sont nécessairement des isomorphismes. Cela termine la prevue du
théoréme.

16.

Pour la suite on fixe un modéle de Whittaker, not¢ M (ie. on fixe
e € Pygyr) et on garde la notation L. On munit L de Filt" (cf. Paragraphe 13)
et on fixe un G-homomorphisme de Gr™L dans A(G(f)°\G) compatible aux
structures de S(g)-modules. Cela (cf. Paragraphe 8(3) et (4)) fixe un sous-
groupe fermé, noté H;, de G(f) contenant G(f)° et par restriction a U(g)/I
un sous-groupe, noté H au lieu de Hy ), tel que H, = H = G(f). On note
% le groupe des automorphismes de L dont la restriction a U(g)/I est I'identité.
Comme les G-modules simples de dimension finie sont caractérisés par la
représentation de g qui s’en déduit. 4 est formé de G-automorphismes. En
outre on utilisera la remarque suivante:

REMARQUE.

(i) (R. Rentschler). 4 est un groupe fini.

(i) Les éléments de 9 respectent la filtration de L.

(iii) Par passage au gradué les éléments de G definissent des G-automor phismes
de GrlL. Ces éléments se prolongent en des G-automorphismes de
A(H.\G) triviaux sur A(H\G). Et lapplication, qui s'en déduit de %4
dans NormyH, /H, est injective.

(i) On vérifie d’abord que % est un groupe algebrique en utilisant le fait
que L est engendrée comme algébre par U(g)/I et les composants isotypiques
d’un nombre fini de G-modules simples de dimension finie. Ensuite on montre
que lalgébre de Lie de % est nulle. Pour cela, il suffit de vérifier que L
n’admet pas de dérivations semi-simples ou nilpotents, non nulles, qui soient
nulles sur U(g)/I. Distinguons les 2 cas:

1¢ Cas. Soit D une dérivation semi-simple de L nulle sur U(g)/I, et soit
a un D-vecteur propre. On choisit une relation minimale:

A" U+ ... +uy = 0, 00 u;, pour i compris entre o et m est un élément de U(g)/I.
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Par minimalité, on a u,u, # 0. On note z la D-valeur propre de a et on
applique D a cette égalité. D’ou:
z(ma™uy,+ ... +auy) =0,

la minimalité et I'intégrité de L, entrainent que I'on doit avoir z = 0.

2¢ Cas. Soit D une dérivation nilpotente de L nulle sur U(g)/I et supposons
que D soit non nulle. On choisit a’€ L tel que D(a’) # 0 et D(D(a’)) = 0.
On pose a = D(a’)”'d’, dans fract L. On prolonge canoniquement D en une
deérivation de fract L et 'on a: D(a) =1. On obtient ensuite une con-

tradiction en procédant comme dans le 1° cas (en travaillant dans fract L
au lieu de L).

(ii) résulte de I'unicité de 8(2).

(iii) On peut passer au gradué grice a (ii). Aprés ce passage les éléments
de % se prolongent en des automorphismes de fract GrL, qui est identifié
au corps des fonctions rationnelles sur H; \G. Ces éléments commutant a
l'action de G, laissent stable I'algébre des éléments G-finis, i.e. A(H, \G), et
sont triviaux sur A(H \G). D’ou une application de ¥ dans NormyH,/H;.
Il faut voir qu’elle est injective. Soit y un élément de ¥ qui agit trivialement
par passage au gradué dans GrtL. Soit ae L; on pose:

a =vya—aeLl_ gL,
Pour tout meN, on obtient:
Y"a—a—ma' € L_gyLy.

Comme ¥ est un groupe fini, d’aprés (i), cela nécessite que a' =0 et donc
que y est I'identité.

17.

PROPOSITION. Par passage au gradué % s’identifie a H/H, en particulier
H, est un sous-groupe distingue de H.

Tenant compte de 16(iii), il reste & prouver la surjectivité, c’est-a-dire que
les cardinaux de ¢ et de H;, \H sont les mémes. Pour cela, on va donner
une autre interprétation des éléments de 4. On pose:

M =annge (cf. Paragraphe 16).

L= #+U(g)/l.
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On pose:

¥ = {M" idéal & droite de L|L = .#"+U(g)/I, #" ~ U(g)/l = anny,,e}.
Montrons que 'on a:
VA e, il existe ye ¥ tel que y(A")= M.
En effet, soit .#" € Z ; on a un isomorphisme naturel :
M = (U(g)/I/anny g e ~ L/ MA".

En particulier .#” est un idéal a droite maximal de L. On définit y un

homomorphisme, a priori, d’espaces vectoriels de L dans L par la propriété
suivante:

VDelL, YmeM, (y(D))m)= mD+ #") #" €L/ A" ~ M.

Il est clair que y est un homomorphisme d’algébres qui est I'identité sur
U(g)/l. D’aprés 2—(3), y est injectif et nécessairement surjectif, puisque y
commute a l'action de G; d’ou ye¥. Par définition, on a y(A") < A
Comme .#" est un idéal a droite maximal de L, on a I'égalité. D’ou I'assertion
cherchée.

Cette assertion prouve que # 4 = # & (il est facile de vérifier directement
que l'on a Iégalité mais nous n’en avons pas besoin ici). Utilisant 12
appliqué a 4" = L et A = U(g)/I, on voit que I'on a:

#XZ# {ceP|ee=c¢}

Et avec I'interprétation géometrique de 2, et de 2y, ce dernier ensemble
a pour cardinal le cardinal de H; \H. C’est I'assertion voulue.

18.

PROPOSITION. (i) Soit A € &;; 'algébre ensemble des éléments G-finis de fractA,
est encore un élément de &;; noté Apy,.

(i) Les classes de conjuguaisons dans H \H des sous-groupes de H \H
classifient les éléments de &, qui coincident avec la plus grande sous-algébre de
leur corps de fraction sur laquelle G opére rationellement, i.e. soit H' un
sous-groupe de H contenant H, on lui associe la souse-algébre de L ensemble
des éléments invariants par H \H (o %) a isomorphisme prés algebre ne
dépendant que de la classe de conjuguaison de H' dans H et on obtient tous
les éléments de &, avec la propriété supplémentaire précisée plus haut.

Pour faciliter I'écriture, si A appartient & &, on note A, la plus grande
sous-algeébre de fract A sur laquelle G opére rationnellement, c’est-a-dire
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'ensemble des éléments de fract A qui sont G-finis (cf. par exemple ([13, 1.22])).
(1) Gréace a 15, on identifie 4 a une sous-algébre de L. On a:
A S Ay o L, = L, dapres ([14, 6.5]) et ([8, 2.5]).

(i) est alors clair en munissant A, de la filtration induite par Filt™.

(ii) La seule chose a démontrer est que si A est un élément de &, tel que
A = A,,,, alors il existe un sous-groupe de H, noté H', contenant H; et un
isomorphisme, respectant toutes les structures, de 4 avec les éléments H, \H'-
invariants de L ('unicité se voit en passant au gradué). Grace a 15, on identifie
A a une sous-algebre de L et on définit H, en restreignant ’homomorphisme
choisi de GrlL a Gr'4 = Gr#4 (cf. Paragraphe 8(2)). On note ¥, le sous-
groupe de % ensemble des éléments dont la restriction a A est I'identité. En
passant au gradué, on obtient une inclusion de ¥, dans H,\H,. On
démontre I'égalité de ces deux groupes exactement comme dans la démon-
stration de 17. Utilisant le fait que %, est un groupe fini, on obtient:

GrlA o, Gri(L%4) = (GrtL)*+ < A(H ,\G).

Dot fract GrtA = fract Grl(L%4), c’est-a-dire A et L¥+ ont méme multiplicité
au sens de ([2, 5.9]) et donc méme corps de fraction (cf. [6, Paragraphe 4]).
L’hypothése A = A,,, entraine I'égalité.

19.

REMARQUE. Soient A et A' des sous-algeébres G-stables de L contenant
U(g)/I. On note %, (respectivement 4 ) le sous-groupe de 4 formé des auto-
morphismes dont la restriction d A (respectivement A') est l'identite; il s’identifie,
par passage au gradué, au groupe des G-automorphismes de fract GriL
trviaux sur fract GrA (respectivement GrtA’). De plus A, est isomorphe d
AL, , par un G-isomorphisme dont la restriction a U(g)/I est I'identité si et
seulement si 4, et 4, sont conjugues dans 4.

La premiere partie de la remarque a été prouvée en 18 et, clairement il
reste & prouver que si 4, et %, sont conjugés dans ¥ alors A, et Ay, sont
isomorphes. Mais en conjuguant A’ par un élément de ¢ bien choisi, on peut
supposer que ¥, est égal & ¥4 ; et 'assertion résulte de A, = L%+

20.

PROPOSITION. Soit A une sous-algebre de L, stable par G et contenant U(g)/I.
Alors tout automorphisme de A dont la restriction a U(g)/I est identité se
prolonge en un élément de 4. Supposons de plus que Ton a: A= A,,;
alors.un élément de % laisse stable A si et seulement si il normalise H ,.
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Soit y un automorphisme de A dont la restriction a U(g)/I est l'identité.
L’unicité de 8(2) assure que y est un automorphisme d’algébre filtrée et défini
donc par passage au gradué un automorphisme de A(H,\G) trivial sur
A(H\G), compatible a laction de G, ie. sidentific a un élément de
NormyH ,4/H,. On pose A" = A, et on choisit un élément noté 7 de ¥
relevant y par I'application naturelle de % sur H/H ,. On étend canoniquement
y en un automorphisme de A’ et on remarque gridce 4 19 que 7 laisse
stable A". On pose 7' =y, et il suffit de démontrer que ' est Iidentité.
y' définit canoniquement un automorphisme du A’-module filtré A’/ #A'.
Montrons que l'on a:

(*) A'/MA est engendré comme U(g)/I-module a droite par (4'/ #A')N.

D’apres le début de 12, c’est vrai quand on passe au gradué; par finitude de
la filtration, on en déduit (*).

Ainsi y’ en tant qu’automorphisme de A’/ .# A’ est déterminé par son action
sur (A'/#A'); grice a 11 et au fait que y’ € H,, on voit que Cest l'identité.
On choisit ¢ € 2 . telque ee = ¢; on pose .#’ = ann 4¢& D’aprés 12(ii) appliqué
a A et A=U(g)/l, on a A = #'+U(g)/I. De plus y" vérifie 4 =7y A
On pose:

X ={a—y'(a),ouaecA}.

D’aprés ce qui précede, & est inclus dans .#' et donc aussi ZA. En
outre, on a(U(g)/I) ¥ = %, et A" nU(g)/I est un idéal bilatére de U(g)/I
inclus dans annyq)e. D’apres 12(iii) et 2—(3), cela entraine que % est nul
et donc que 7y est identité de A’. Cela prouve la premiére partie de
la remarque et la fin est un corollaire immédiat de 19.

21.

Soit P un sous-groupe parabolique de G dont on note p l'algébre de Lie.
Soit 4 un caractére de p. On note g, le caractére de p égal & 1/2trad, et
C, l'espace vectoriel de dimension 1 sur lequel p opére par le caractére
4+ @,. On note I(p, 1) 'annulateur du U(g)-module a droite C; ®y,)U(g).
Alors I(p,A) est un idéal primitif complétement premier de U(g) et
U(g)/I(p, A) s’envoie dans I'algébre des opérateurs différentiels tordus globale-
ment définis, notée 2,(P\G) (cf. [14, 2.12]). Cette algébre d’opérateurs
différentiels tordus est filtrée par le degré des opérateurs et son gradué
associé est isomorphe a l'algébre des fonctions globalement définies sur le
fibré cotangent p’ xPG (cf. [14, 2.15]). Les résultats de Kostant [9]
assurent alors que ce gradué est isomorphe a A(P N G(f')\G), ou f’ est un
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élément de l'orbite de Richardson définie par P admettant p comme polari-
sation. Ainsi I(p, A) vérifie les hypothéses de 1.

Soit m une sous-algebre de Levi de p, alors A est déterminé par sa restric-
tion & m; soient P’ un autre sous-groupe parabolique de G et A’ un
caractére de p’ (= Lie P’). On dit que (P,4) et (P, /) sont associés si il
existe un €élément de G, noté y, et des sous-algébres de Levi de p et p’, notées
m et m', tels que ym = m’ et y},, = A},. On a alors le résultat suivant:

si (P,4) et (P',1") sont associés, alors I(p, 1) = I(p’, 1').

Si G = S1(n,C), ce résultat a été démontré par [1] et il est équivalent a la
définition de P’application de Dixmier pour g = sl(n, C). On va démontrer ce
résultat en utilisant la théorie des caractéres pour les représentations induites
de G(R). Je remercie A. Bouazis pour m’avoit donné les indications utiles.
Comme le corps de base est C, on peut supposer que G, P, P’ sont définis
sur R et que leurs points réels sont denses dans I'ensemble de leurs points
complexes. On choisit A, A’ des caractéres de P et P’ dont les différentielles
sont 4 et . On fixe un compact maximal de G(R), noté K, et on forme
les (g, K)-modules induits (a droite) tordus, notés W et W'. Ils sont de
longueur finie et ont méme semi-simplifié (cela se voit sur leurs caractéres).
De plus leurs annulateurs dans U(g) sont I(p’, A') respectivement. Comme
I(p, A) est idéal premier de U(g), il est aussi 'annulateur d’un sous-quotient
irréductible de W et donc d’un sous-quotient de W'. Ainsi I(p’, 2') est inclus
dans I(p, 1) et par symétrie, on a I'égalité cherchée.

22.

ProrosiTioN. (Notations de 21). On suppose que G est un groupe classique
et que (P,A) et (P',A') sont associés, alors 2,(P\G) est G-isomorphe d
2,.(P'\G) par un isomorphisme de U(g)-modules.

L’hypothése "G est un groupe classique” est sirement inutile, mais la
démonstration ci-dessous ne s’applique pas en toute généralité. Toutefois elle
est valable sous des hypothéses plus générales que celles de Iénoncé; plus
précisément, on note I = I(p,A) = I(p’, ) et on peut évidemment supposer
que f est (aprés identification a un élément de g) dans le radical nilpotent
de p et de p’. On sait alors par [10] que G(f) NP et G(f) n P sont
conjugués dans G(f). En outre G(f) n P n P’ contient G(f)°. Gréce a I'iso-
morphisme des gradués de 2,(P \G) et de 2,.(P'\G) avec A(G(f) n P\G)
et A(G(f) n P'\G), on définit des sous-groupes de G(f) N P et G(f) n P,
notés H et H', tels que par restrictions le gradué de U(g)/I s’envoit dans
A(H\G) et A(H'\G) respectivement avec égalité aprés passage aux corps des
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fractions (cf. Paragraphe 8). Nous avons besoin de la propriété suivante:
(*) il existe y dans G(f) qui envoit G(f)n P sur G(f)n P’ et H sur H'.

En tout état de cause, H et H' sont conjugués dans G(f'). Ainsi (*) est vraie
dans les cas suivants:

G(f) n P est un sous-groupe distingué de G(f) (Cest toujours le cas si
G(f)/G(f)° est commutatif),

H = G(f) (C’est-a-dire I est a gradué génériquement réduit, cf. Paragraphe
24 et 25 plus loin),

H = G(f) n P (mais ce cas est immédiat car (U(g)/I)s, = 2.(P\G)).

Comme la proposition peut aussi se démontrer par induction a partir de cas
¢lémentaires, il n’est pas exclu que de la démontrer avec les hypothéses
précédentes soit suffisant. Evidemment il serait plus intéressant de prouver
(*), qui doit étre vrai pour avoit isomorphisme, en interprétant correctement
H et H'.

On fait la démonstration en supposant que (*) est vérifiée. En conjuguant
éventuellement P’, on suppose que H = H' et G(f)n P = G(f)n P’. On fixe
un modele de Whittaker de I comme en 16; on suppose aussi que ’homo-
morphisme de Gr'L dans A(H, \G) induit par restriction un homorphisme de
GrlU(g)/I dans A(H \G). On identifiec 2,(P\G) et 2,(P'\G) a des sous-
algébres de L (cf. Paragraphe 15) et on définit Hy et Hp. comme en 8 en
restreignant 'homorphisme de Gr‘L dans A(H,\G) a Gr2,(P\G) et
Grt2,. (P’ \G). 1l est clair que Hp et Hp. sont conjugués dans H. Montrons
que l'on:

(**) 2,(P\G) = I}'*\"»_en particulier 2,(P\G) = 2,(P\G),,, (mais cela était
sans doute déja connu).

Comme le gradué de 2,(P\G) est isomorphe a A(G(f) n P\G) (cf. Para-
graphe 21), on a aussi Gr'@,(P\G) = A(Hp\G). De 19, il résulte que I'on
aD(P\G)y = LHNHe et Grt2,(P\G),, est inclus dans A(H,\G).
D’ou:

2,(P\G) o LH.\H, avec égalité pour les gradués.

La finitude de la graduation, prouve (**).

On a évidemment I'analogue de (**) pour 2,(P'\G). Soit y un élément
de H qui conjugue H, et H,, on note encore y I'image de y and ¥ (cf.
Paragraphe 17). On a dans L:
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),LH,_\H,, = LH'-\H”,

d’ou la proposition grace a (**).

23.

REMARQUE. (Notation de 21). On suppose que G est un groupe classique ou
(plus généralement) que G(f) N P est un sous-groupe distingué de G(f), alors
U(g)/1,a (0u I = I(p, A)) est la sous-algébre de 2 ,(P\G) ensemble des points
fixes pour le groupe des G-automorphismes de 2,(P\G) dont la restriction a
U(g)/I est I'identité.

Tenant compte de 22(**), c’est un corollaire de 20 et de 19.

4.

Ici on fixe un idéal primitif de U(g), noté encore I et on suppose, et c’est
la seule hypothése, que G.f est I'orbite nilpotente associée a I. On dit, suivant
([2, 5.8 et 5.12]) que U(g)/I est génériquement réduit si pour la filtration
usuelle S(g)/gr! et S(g)/\/gT I ont méme multiplicité; ou encore (méme
référence que prédédemment) que S(g)/gr I localisé en n'importe quel élément
de S(g) nul sur G.f —G.f et non nul sur G.f est isomorphe au localisé par
le méme élément de S(g)/\/g I (rappelons que I'on a posé \/gr_ I=1J).

ProposITION. Soit I un idéal primitif de U(g) tel que le gradué de U(g)/I
soit generiquement réduit. Alors I est complétement premier et il existe une
filtration G-stable (finie) tel que le gradué associé soit G-isomorphe a une
sous-algebre de A(G(f)\G) (homomorphisme de S(g)-modules), graduée par les
poids de I'(—T).

On munit U(g) de sa filtration naturelle et on définit filt; comme en 1.
On note gry le gradué associé et I'on va prouver que l'on a:

grl+ #S(g) = gry(I+ .#U(g)) = J+ .#S(9).
Démontrons d’abord que I'on a: grl+ #S(g) = J+ .4S(g).

Soit y un élément de S(g) nul sur G.f —G.f et non nul en f. On suppose,
ce qui est loisible, que y est un T-vecteur propre de poids z et est homogene
de degré d. Il résulte de 2 —(1)(iii) que z = d et avec 2—(1)(ii) que y—<y,f)
est un élément de .#S(g). Par hypothése, on a aussi:

VxelJ, 3SeN telle que xySegrl.

L’assertion cherchée est alors claire.
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Montrons que I'on a: gry(I+ #U(g)) = J+ #S(g).
On adopte les notations y,,a),...,ap de la démonstration de 10. On
remarque qu’ici aussi ay, ..., ap est une suite réguliére de

(S(@)/J)),, = (S(g)/gr),, = (gr U(g)/1),,.
On obtient I'assertion cherchée de la méme fagon qu’en 10.

Ainsi pour la filtration de filt; le gradué de M := U(g)/I+ .#U(g) est
isomorphe a S(g)/J+ #S(g) = A(N). Pout démontrer que M est un modéle
de Whittaker de I, il ne reste plus qu'a démontrer que M est irréductible
d’annulateur I. L'irréductibilité résulte de ce que MY = C. Notons I' 'annu-
lateur de M; évidemment [’ contient I et grl’ = gryI’ est inclus dans
J+ #S(g). Par G-invariance, on a gr I’ c J. Cela entraine que les dimensions
de Gelfand-Kirilov de U(g)/I et de U(g)/I' coincident et donc que I et I’
sont égaux (cf. [3]). On a démontré dans [11] que U(g)/I posséde alors une
filtration avec les propriétés souhaitées (la démonstration est celle qui a été
faite dans 13), sauf l'inclusion du gradué¢ dans A(G(f)\G), propriété qui
résulte, elle, de 11 et de lirréductibilité de M.

25.

REMARQUE. Grice a 24 et 11 (appliqué a A = U(g)/I), on a: Soit I un idéal
primitif, U(g)/I a son gradué generiquement reduit si et seulement si
U(g)/I + .#U(g) est I'unique modéle de Whittaker de I.

Si G.f est une sous-variété normale de g*, alors U(g)/l est da gradué
genériquement réduit si et seulement il est a gradué (pour la filtration naturelle)
réduit. (La premiére partie de la remarque est alors un critére simple.)

26.

LeMME. Soit C une C-algébre et 4 un groupe d’automorphismes de C fini
et cyclique. On suppose que I'algébre des points fixes est réduite a C. Alors
il existe un idéal bilatére, noté J' de C tel que C/J' = C.

On note @* le groupe des caractéres de 4 et pour tout élément v de
%* on note C, I'espace propre correspondant pour I'action de % dans C.
On pose:

x4 ={ved*C, +0].

On raisonne par récurrence sur le cardinal de 4. Si ce cardinal vaut I
lensemble & est réduit au caractére trivial et C est réduite a C. L'idéal
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J' = 0 convient. Sinon, on distingue deux cas:
1¢ Cas. Vved, CC,C =C.

Cela veut dire que quelque soit ve %, il existe des éléments, notés a, b, c,
de C et e tels que I'on ait:

aeC, beC,, c€Cyyr et abc = 1.

Il est clair que bca et cab sont des éléments de Ciy—{0} (= C*) et donc
que b est inversible & gauche et a droite. Cela entraine que Z est un
sous-groupe de %* et donc que Z est un groupe cyclique. On choisit v,
un générateur de Z et boeC, un élément inversible. Avec I'hypothése
C? = C, on voit immédiatement que I'on a:

C= ) Cby;

meN

en particulier C est commutative et de dimmension finie. Le lemme est alors
clair dans ce cas.

2° Cas. IveZtq CC,C#C.

On pose J” = CC,C; c’est un idéal bilatére propre et -stable de C. On
pose C’' = C/C’ et on définit C,, Z’ de la méme facon que C, et 4. Comme
@ est un groupe fini, pour tout ve&*, l'application naturelle de C, dans
C, est surjective. Ainsi on a sdrement:

C%=C et #I' S #I-1.

On obtient alors le lemme en utilisant ’hypothése de récurrence.

27.

Le cas DE S1(n,C) =: G.
On not ¢ le centre de S1(n, C).

ProposITION. Soit I un idéal primitif complétement premier de U(g) ou
g =sl(n,C) et A une algébre intégre contenant U(g)/I sur laquelle G-opére
rationnellement (avec comme différentielle I'action adjointe de g dans A). On
suppose que A est un U(g)/I-module d gauche de type fini et que A possede
une filtration G-stable compatible a la filtration naturelle de U(g)/I et dont le
gradué associ¢ est un S(g)-module de type fini. On note L [I'algebre des
endomorphismes G-finis de M := U(g)/I + .#U(g) (cf. Paragraphe 1 pour la
notation M). Alors on a: M est un U(g)-module irréductible d’annulateur I
et d isomorphisme pres, respectant toutes les structures, A est inclus dans L
(Aeé)).



MODELE DE WHITTAKER ET IDEAUX PRIMITIFS ... 33

Le résultat important pour la preuve est due a Joseph et peut s’exprimmimer
comme suit :

THEOREME ([7, 2.3]). Soit A comme dans la proposition mais sans hypothéses
de filtration remplacée par hypothése que A est un U(g)/I-module de type fini
4 gauche, alors G opére dans A et l'on a:

Ug)l S A%.

De plus d’apres ([12]), on sait que I est un idéal induit au sens de 21. On
peut donc appliquer & I ce qui a été fait dans ce papier. Tenant compte
de 25 et de ([1, 5.6]), on voit que M est irréductible d’annulateur I.
Montrons que I'on a:

(1) Tlapplication naturelle de M dans A/ # A est injective.

‘Pour cela, il suffit de prouver que A/.#A + 0. Supposons le contraire, i.e.
A= MA. Par finitude de &, on a immédiatement A% = .# A%, ce qui
contredit la propriété de .#U(g)/I, grace au résultat de Joseph.

On pose C = (4/.# A)*. En utilisant toujours la finitude de %, le résultat
de Joseph et le fait que (U(g)/I + #U(g))"¥ = C (cf. Paragraphe 25), on a:

'2) ¢f=c.
On aura aussi besoin de I'assertion suivante:

(3) A/ MA est un C-module a gauche libre et un U(g)-module a droite
admettant C(< A/ .M A) comme systéme de generateurs.

On choisit a;,...,ay €t fy,..., Bo comme en 4. Rappelons que n ng(f) =0
(cf. Paragraphe 5). On va montrer que I'ensemble des éléments (T est 'unité
de C o A/ MA) TBY ... BQ° ou my,...,mueN? forment une base comme
C-module a gauche de A/.#A. On munit 4 de la filtration dont I'existence
est assurée par les hypothéses, notée Filt“. Il faut remarquer, ici, que le gradué
associé est un S(g)/gr I(= S(g)/J, cf. Paragraphe 25)-module de type fini et,
pour des raisons de dimension, nécessairement fidéle ; c’est-a-dire Filt* induit
sur U(g)/I la filtration naturelle. A partir de Filt#, on construit la filtration

décroissante, notée Filt4, comme en 1, et on note Filt4 la filtration
quotient sur A/.#A. Utilisant 'hypothése de finitude de Gr#A4 sur S(g)/J
et tenant compte de 2 — (2)(i), on voit, comme dans la démonstration de 10,

que ﬁﬁ# est une filtration finie. On note Gr# le gradué associé et on pose:
C' = (GriA/ #AN.

On a un morphisme d’algébres graduées non nul et N-equivariant, de gr:M
dans GrfA4/.#A. Comme gryM ~ A(N) ce morphisme est nécessairement
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injectif et utilisant les relations de 4, on voit, comme dans la démonstration
de 7, que l'on a:

Gr7A4/.# A est un C'-module libre de base B7“... fg? (ou les ~indiquent
les images dans le gradué).
Montrons que 'on a:

Papplication de passage au gradué de C dans C’ est surjective.

Pour cela, on utilise le résultat suivant (qui résulte de la commutativité
de Gr* et du fait que I'espace vectoriel engendré par «y, ..., o; est, pour tout
1 £ j £ Q, un idéal de n):

Soit xe A/ .#A; on pose m = inf| giégﬁﬁ;‘[ai, x] et j le plus petit indice
pour lequel cet inf est atteint; alors
x'i=x+ Y (—1)"@ad«;)".xpY

w2zl

vérifie :

inf Filt#[a;, x] > m,
1sis)

inf  Filt #[o; x] = m,
j<isQ
si m > Filt#x alors x’ et x ont méme gradué. .

L’assertion cherchée est alors a peu prés immédiate puisque Filt# est finie.
Utilisant encore la finitude de Filt4 et un raisonnement standard de passage
au gradué, on obtient (2).

On choisit J’, un idéal bilatére de C ayant les propriétés de 26. Gréace a
(2), on sait que M’ := (A/.#A)/J (A].#A) est propre et que 'application
naturelle de M dans M’ est surjective et non nulle; d'od M ~ M’. Ainsi A
s'envoie naturellement dans L; la finitude de A sur U(g)/I (qui résulte de la
méme assertion sur les gradués) et I'intégrit¢ de A assurent (cf. Paragraphe
2—(3)) que ce morphisme est injectif. Cela termine la démonstration de la
proposition.
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