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FONCTIONS SEPAREMENT CONTINUES ET DE
PREMIERE CLASSE SUR UN ESPACE PRODUIT

GABRIEL DEBS

Abstract.

We prove that if X=Y=[0,1] and f: X x Y — R is continuous in one
of the two variables and of the first Baire class in the other variable, then f
is jointly continuous at any point of a dense G subset of X x Y. The result
is proved under quite general assumptions on X and Y, in particular when
X and Y are metrizable spaces such that the product space X x Yis a Baire
space.

Résume

On montre que si X=Y=[0,1] et f: X x Y > R est continue en I’'une
des variables et de premiére classe de Baire en ’autre, alors f est con-
tinue en tout point d’un résiduel de X x Y. En fait le résultat est démontré
sous des hypothéses assez générales sur X et Y, en particulier lorsque X et Y
sont des espaces métrisables dont le produit X x Yest un espace de Baire.

0. Introduction.

Il est bien connu que si f:[0,1]x[0,1] - R est une fonction
séparément continue alors f est de premiére classe et en particulier
I’ensemble Cont(f) de ses points de continuité (jointe) est dense dans
[0,1]x[0,1]. En fait dans ce cadre on peut montrer que Cont(f)
>Gx[0,1] ot G est un résiduel de [0,1], et cette conclusion reste vraie
si on suppose seulement que les fonctions partielles f (x, .) et f (., y) sont
continues sur [0,1] pour tout (x,y) € [0,1]xD ou D est une partie
dense de [0,1]. Or sous ces derniéres hypothéses, tout y € [0,1] s’écrit
y=lim,. .y, avec y,€ D et par suite f(x,y)=lim,., f(x,y,) et la
fonction f(.,y) apparait comme fonction de premiére classe pour tout
y € [0,1]. D’ot le probléme naturel suivant:
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Si pour f: [0,1]%[0,1] — R on suppose f (x, .) continue et f(.,y) de
premiére classe pour tout (x, y) € [0,1] % [0, 1], peut-on trouver des points
de continuité jointe de f?

Remarquons tout de suite qu’une telle fonction est nécessairement de
deuxiéme classe de Baire en (x, y) mais n’est pas en général de premiére
classe; et c’est 1a une différence fondamentale avec le cas des fonctions
séparément continues. Nous montrons dans ce travail que la réponse a la
question précédente est positive. Plus généralement si X et Y sont deux
espaces métrisableset f: X X Y — R est continue dans la deuxiéme variable
et de premiere classe dnas la premiére, alors ’ensemble Cont (1) est dense
des quel’espace produit X % Yest de Baire; c’est en particulier le cas dés que
X et Ysont des espaces de Baire dont I’'un au moins est a base dénombrable
ou complet pour sa métrique.

En fait la démonstration que nous donnerons est valable sous des
hypothéses plus générales qui s’expriment en terme de jeux topologiques et
que nous préciserons ultérieurement. Plus qu’une recherche de généralité
I'utilisation des jeux nous parait plus éclairante pour la démonstration, et
stirement bien adaptée a ce type de problémes.

1. Espaces de Baire et jeux topologiques.

Nous rappelons que le jeu de Choquet # (X) sur un espace topologique X
est un jeu a deux joueurs « et B. C’est le joueur ff qui commence les parties en
choisissant un ouvert non vide U, de X puis le joueur a doit répondre par
un ouvert non vide U, = Uy, et ainsi de suite, les joueurs « et f choisissent
alternativement un ouvert non vide contenu dans le dernier ouvert choisi
par I'autre joueur. Le joueur « gagne la partie si [,y Un+ & le joueur
gagne la partie sinon. L’espace X est de Baire si et sculement si le joueur
n’a pas de stratégie gagnante dans ce jeu et on dit alors que ’espace X est B-
défavorable. (Pour plus de détails voir [1], [5], ou [6].)

Ces concepts sont trés utiles pour I’étude des produits d’espace de Baire.
En effet alors que le produit de deux espaces de Baire peut ne pas étre de
Baire (voir [4] pour un exemple simple) le produit d’un espace a-favorable
et d’un espace f-défavorable (c’est-a-dire de Baire) est un espace de Baire.
Cependant cette propriété ne caractérise pas les espaces a-favorables parmi
les espaces de Baire: En effet le produit d’un espace de Baire et d’un espace
de Baire & base dénombrable quelconque est un espace de Baire; et il est
facile de construire avec ’axiome du choix un sous-espace de R qui soit de
Baire et non a-favorable. (il suffit de considérer une partic X de R telle que
X et R\ X rencentrent tout fermé non dénombrable de R).
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Des variantes du jeu de Choquet — liées a la recherche de points de
continuité d’une fonction séparément continue — ont été introduites par J.
P.R. Christensen [2] puis par J. Saint Raymond [6]. Nous utiliserons dans
ce travail une variante qui se situe entre les deux précédentes. Dans ce
nouveau jeu #'(X) c’est toujours le joueur B qui commence les parties; les
deux joueurs choisissent alternativement des ouverts non vides U, formant
une suite décroissante et de plus on demande au joueur a de choisir au coup
(2n+1) un point x, € U,,+ ;. Le joueur a gagne la partie si

N U.n{x,; peN} + &;
neN
le joueur B gagne la partie sinon. Il est clair que le jeu #'(X) est plus
favorable pour 8 que le jeu # (X). En particulier un espace ff-défavorable
pour #'(X) est nécessairement un espace de Baire.

NortaTions. Dans la suite on notera 4 la classe des espaces de Baire et
par #' la classe des espaces f-défavorables pour #'.

Signalons que tout espace X € &’ est aussi f-défavorable pour le jeu G,
étudié dans [6], et par conséquent c’est un espace de Namioka. En
particulier I’espace construit par M. Talagrand dans [7] est un exemple
d’un objet de #\ #'.

Les propriétés suivantes seront admises dans la suite.

PROPRIETES.
1. La classe &' est contenue strictement dans %#.
2. Laclasse #’ contient:
a) Les espaces de Baire métrisables.
b) Les produits quelconques d’espaces métriques complets.
¢) Les produits quelconques d’espaces localement compacts.
d) Les espaces £(K) ensembles des points extrémaux d’un convexe
compact K d’un espace localement convexe separé.

2. Applications de premiére classe.

Si X est un espace topologique et Z un espace métrique, on dit qu’une
application ¢: X — Z est de premiére classe si pour tout ¢ >0 et pour toute
partie A non vide de X, il existe dans A un ouvert relatif non vide U tel que
diam (p(U)) se.

Toute fonction ¢: X — R semi-continue supérieurement bornée est de
premiére classe. Si tout fermé de X est un espace de Baire alors toute limite
simple d’une suite de fonctions continues sur X est de premiére classe; si de
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plus ’espace est métrisable (en particulier si X est un espace métrique
complet) et ¢: X — R est telle que I'image réciproque par ¢ de tout
intervalle ouvert est un F, de X, alors ¢ est de premiére classe.

Enfin précisons une terminologie qui sera commode pour la suite: Soient
X et Y des espaces topologiques, Z un espace métrique et f: X x Y — Z
vérifiant:

(i) f(x, .)est continue sur Y, pour tout x € X,

(ii) f(.,y) est de premiére classe sur X, pour tout y € Y.

On dira alors que f est continue en Y et de premiére classe en X.

THEOREME 1. Soient X et Y deux espaces topologiques et Z un espace
métrique vérifiant les hypotheéses suivantes:

a) Tout point de X posséde un systéme fondamental dénombrable de
voisinages.

b) Ye&.

¢) XxXYed.

Alors pour toute application f: X X Y — Z continue ¢n Y et de premiere
classe en X, I’ensemble Cont (f) est dense dans X x Y.

DEMONSTRATION. Soient ¢>0; on définit pour tout Uc X :
H,(U) = {y e Y tels que diam(f (U x {y}))>¢}
et pour tout Vc'Y
G.(V) = |J {U ouvert de X tel que V\H,(U)+ &} .

LEeMME. Pour tout ouvert non vide V de Y, louvert G,(V) est dense dans X .

D£MonsTrATION. Fixons un ouvert V non vide de Y. Les hypothéses sur
X étant vérifiées par un ouvert quelconque de X, il suffit de montrer que
G.(V) est non vide. Nous raisonnons alors par ’absurde, en supposant

) VUouvertde X, V c H,(U).

Nous allons grace a cette hypothése, construire une stratégie pour le
joueur B dans le jeu #'(Y).

Soit d une distance définissant la structure métrique de Z.

Fixons pour tout x € X, une suite (B,(x)), .y formant un systtme
fondamental de voisinages ouverts du point x. Et pour tout n € N fixons
une fonction n,=X X Y — X a domaine partiel vérifiant:

(22) Dom (r,) = {(x,))€ XxV: ye H(B,(x))} ,
@) 7,(5,)) € B,(x),
(20) d(f(ma(x, ), ), f (x,3))>5 -
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L’existence d’une telle fonction découle immédiatement de la définition
méme de H,(U).
Au cours d’une partie dans #'(Y)

B joue: V, Va...Va
a joue: (V1,¥0) ce (Vans1>Yn) -

Posons alors

Ao={xo}
3 {A:+l=f4n U 7,(4, % {ys})

ou x, est un point quelconque fixé dans X Il est 4 noter, que d’aprés (2a), la
suite (4,), . yD’est bien définie par (3) que sil’on a de plus pour toutn € N:

@) Vxe A, yn€H{(B,(x).

Enfin, si la suite (4,), . y est bien définie posons pour tout W< V

t(W; dosksn) = n {yew: d(f(nk(x’yk)’)’),f(xay))> &2} .

X€E A
Osk<h

Nous définissons alors une stratégie ¢ pour le joueur f dans #'(Y) par
Vo = O'(ﬁ) == V )] He(Bo(xo))

et

Vansz = G(((V2k+layk)>0§k§n)
T(V2n+1a<)’k>ogk§n) n ﬂ Ht(Bn+l(x)) .

N€ Apey

]

Il est clair que pour toute partie licite de #'(Y) et compatible avec ¢ on a
que

Vn€Vape1 € Vo < n Ha(Bn(x)) .

xeA,

Ainsi la condition (4) est automatiquement réalisée et la suite (4,), . y €St
bien définie. Donc la seule chose 4 vérifier est que o définit des coups licites
pour f3, c’est-a-dire des ouverts non non vides.
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11 découle de la finitude des ensembles A4, et de la continuité de fen Y que
les ensembles définis par 7 et ¢ sont ouverts. D’autre part I’hypothése (1)
assure que les ouverts H,(U) sont denses dans V, donc il suffit de vérifier que
dans toute partie compatible avec o les ensembles

Wn = T(V2n+la<)’k>0§k§n)
sont non vides. En fait nous allons montrer par récurrence sur n, que
ya € W,, c’est-a-dire que
€
(S) Vk é n, Vxe Ak’ d(f(nk(xyyk)9yn)s f(x9yn)) > '2' .

Pour n=0 la relation

d(f (mo (<o, yo); yo), f (X0, 0)) > 5

découle de (2c) puisque yo € By (xo)-
Supposons que y, € W, alors puisque y,4+; € V,,4,< W, on a par
définition méme de W,

(5) Vksm Vxedy d(flmix e S Ee)) > 5

D’autre part comme la condition (4) est vérifiée par tout n on a par (2c)
" 8
(5 ) VxEAn+19 d(f(nu+l(x3yn+l)9yn+l)’f(xayn-!-l)) > '2'

Donc d’aprés (5) et (5”) on a bien que y,,; € W, et d’aprés ce qui
précéde o définit une stratégie licite pour f.

L’espace Y étant fi-défavorable pour #’ il existe une partie compatible
avec o el gagnée par «. Fixons une telle partie ((ViDren: {Vrken) €L soit

ye N Vo {yc; keN}.
neN

Considérons alors la fonction ¢ =f(.,y) et la partie A= U nenAn de X.
Alors pour tout x € A et tout voisinate U de x on peut trouver un entier k tel
que

X € Ak et Bk(x) < U.
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Comme W, < W, pour n2k, il découle alors de (5) que:

g
Vn g k’ d(f(nk(x’yk)ayn)’f(xsyn)) > i
et par la continuité de fen Y on déduit par passage a la limite que

dp(mx ) @) 2 5.

Donc 'oscillation de ¢ sur tout ouvert relatif non vide de 4 est =¢/2, ce qui
contredit ’hypothése que ¢ est de premiére classe et achéve la
démonstration du lemme.

DeMoNsTRATION DU THEOREME 1. Revenons maintenant a la
démonstration du Théoréme 1. Il suffit évidemment de montrer que
I’ensemble Cont ( f) est non vide.

Remarquons tout d’abord que pour tout ¢ >0 et pour tout ouvert U X V
non vide de X X Y on peut trouver d’apreés le lemme et la définition de G, (V)
un ouvert non vide U’ de X tel que

@+ U cUnNG,)
et
&+ V =V\H({U).

Posons U’ x V'=p,(U x V); ceci définit une stratégie pour le joueur f dans
F X xY)par

{on Vo = XXY
Usns2X Vansz2 = P1a(Uzns1 X Vans1) -

L’espace X x Y étant de Baire il existe une partie de # (X % Y) compatible
avec p qui soit gagnée par a. Soit (U, X V,), .y une telle partie; alors tout
point (Xo,Yo) € [),en Un X V, €st un point de continuité de f.

En effet, fixons ¢>0 et soit V un voisinage de y, tel que V<V, et
diam f({x,} x V)<¢, avec 1/(n—1)<g, alors pour tout (x,y) € U,x V on

d(f(xay), f(xo,YO)) ..S_ d(f(x, ,V)’f(xo,Y))"’d(f(xo,.V)af(xo,}’o)) é 2

puisque pour tout y € V, ona quediam(f (U, x {y}))<1/(n—1),d’aprésla
définition méme de H,(U,).
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R EMARQUES.
1. Soient X et Y deux espaces de Baire; il découle alors des propriétés
rappelées précédemment que:

(1) Si X est a base dénombrable alors les conditions (a) et (c) sont
vérifiées.

(2) Si X est un espace métrique complet alors les conditions (a) et (c) sont
vérifiées.

(3) Si Yest un espace métrique complet alors les conditions (b) et (c) sont
vérifiées.

(4) Si Y est un espace localement compact alors les conditions (b) et (c)
sont vérifiées.

(5) Si X et Y sont métrisables alors les conditions (a) et (b) sont vérifiées.

2. Méme pour X = Y=[0, 1] il est faux en général que sous les hypothéses
du théoréme, la fonction fsoit de premiére classe sur X x Y. En effet, il est
facile de construire pour toute fonction ¢: [0,1] — R de deuxiéme classe
de Baire, une fonction f: [0,1] % [0,1] — R de premiére classe en1’une des
variables et continue en |’autre telle que f (x, x)= ¢ (x) pour tout x.

3. Si on suppose seulement que f est séparément de premiére classe, le
théoréme devient faux. En effet, il existe par I’axiome du choix une partie A
de [0,1]x[0,1] qui est dense ainsi que son complémentaire, et qui
rencontre chaque verticale et chaque horizontale en un point seulement. La
fonction caractéristique d’une telle partie est donc séparément semi-
continue supérieurment, et ne posseéde aucun point de continuité dans le
carré. Cependant signalons le résultat suivant établi dans [3]

THEOREME 2. Si X et Y sont deux espaces de Baire d base dénombrable et
f: X XY —> R une fonction semi-continue inférieurment en 'une des vari-
ables et semi-continue supérieurement en I'autre, alors il existe deux résiduels
G et H de X et Y respectivement tel que Cont (f)>G x H.
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