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ERWEITERUNG DREIELEMENTIGER BASEN
BEI KONSTANTER FROBENIUSZAHL, II

CHRISTOPH KIRFEL

Der vorliegende Artikel ist eine unmittelbare Fortsetzung von Kirfel [2].
Alle Hinweise auf die Formeln (1)—(7) gehen darauf zuriick.

In [2] haben wir das Erweiterungsproblem dreielementiger Basen bei
konstanter Frobeniuszahl im Falle a; < a, < a3, a < a, vollig abgeschlos-
sen. Das sich anschlieBende Problem, a < a;, wurde auch damals schon
erwdhnt und ein Kriterium fiir die Konstanz der Frobeniuszahl angegeben,
allerdings damals ohne Beweis. Das soll jetzt nachgeholt werden.

Zunichst einige Vorbemerkungen. Wir definieren

P (Sl

Sy

D=max{deZ|P,.; —12F,P}.

Zur Berechnung von D bemerken wir, daB3

Fp= B’%—-I<FD+1 = Fp = [5:71;:‘1‘:I<FD+1

v v

= Da_(sv;Sv+1_1)§qv+1__1< (D+1)a—(:v'—'sv+l_1)
v v

_1—1
= Dot < qy418,—Sps1—1<(D+1a = D=[_S".._; ]

Da s,_, > s, > a, wissen wir auch, daB D > 1.
Als erstes beweisen wir:

Sa1z 2'. Sei A, = A3 U {a}, a unabhingig von A3 und 1 <a<a,. Gilt
zusdtzlich P,a; 2 s,+,a,, dann sind die folgenden beiden Aussagen
dquivalent :

(l)’ agsu—sv+19 /3‘_"0; Fdeng’ 1 édél)
(i) g(4;) = g(As).

Eingegangen am 11. Mirtz, 1985.
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BewEis. Wir zeigen zundchst (i) = (i). Aus II.1) in [2] folgt g(4,)
> g(A,), falls a < s, — s, 41, und aus (7) folgt dasselbe, falls « = s, — 5,4+ 1,
p>0. Alsox>5s,—5,+1, B=0und a = aa, — Ra,, wenn (ii) gelten soll.

Wie in Satz 1 aus [2] benutzen wir L;, x; und y;. Dann ist L, = g(43)
+a; und fiir 1 £d < D gilt

Ly=(sy—Sp+1 —1—da+F;s,)a, + (P,yy — 1~ F;P)a; + da,
denn
—8(43) —ay = d(a—oaa;) + Fy(s,a; — P,a3) = (F4R, — dR)ay,

und

0 <x,,=s Sp+1— -1- da""‘FdS <s,

0<yp=R4y-1-FpP,Sys=PF4—1-F;P,<y, <P —P,
letzteres weil F; > 0 und 1 £d < D. Wegen (i) gilt hier '

0=<L;,—g(43)—a; =(F;R,—dR)a;, 1d<D,

also ist (i)’ gezeigt.

In der anderen Beweisrichtung (i)’ = (ii) miissen wir nun zeigen, daf3
L, > g(A;) fiir alle d 2 0. Aus dem obengenannten geht bereits hervor,
daB L; > g(A4;) fir 0<d <D und

D =max{d e Z| yo 2 {(dx—Xo)/s,)P.}.

Natiirlichist y, = P,,; —1 und x, = s, — s+ — 1. Dies dient uns jetzt als
Anfang in einem Induktionsbeweis.
Wir definieren

. FY = <—e—u>, also F® =F,.

Angenommen L, > g(A3) firISd=1+e <k =1+¢ mit
e=max{eeZ|y, 2 F'P}
sei bereits gezeigt. Hier gilt dann dhnlich wie oben
Xpre =X —ea+FPs,, yir.=y—FOP,

Fiir die Berechnung von L,,, benétigen wir eine Vorbemerkung: In
jeder Darstellung ta, +za; =0 (moda;) der Restklasse 0 (moday)
konnen die Koeffizienten ¢,z € Z folgendermaBen ausgedriickt werden:

(8) t=psu+Q(su—sv+l), z= _va+q(Pv+1—'Pv); Psqez-
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Denn wegen (a;,a,,a;) =1 gilt ¢ = (a,,a,)|z und wegen
(=P, Fs1—F)=F+,P)=9
(siehe dazu [2]) 1aBt sich z darstellen als
z=—pP,+4(P+,—P), pdeZ
Dann ist wegen (2)
t = Ps,+q(s, — S+ 1) + way/o
mit einem w € Z. Setzen wir
p=p+wPFs;—P)e und q=4+wPR/e,

so erhalten wir (8), weil P,, s, — P,s,+ = a ist (siche dazu [5, S. 175]).
Fiir

Lyt = X410+ Yys1a3 + (k+1)a
finden wir deshalb
Xg+1 = X — 0+ DSy +q(S, — Sp+1)s Yk+1 = Vi — PP, +q(P,+, —P).
Wire g < 0, so wire
p= <(°"" xk)/sv> = ngl»l —FL”,
weil x;, = x; —ea + F s, und damit
Ye+1 S Ve—PP, =y —FPP,—pP, < y,— F P, <0,

welches unmoglich ist. Also ist g = 1.

Wire p<0, so ergibe q=1, daB y,,, = y+P,+y, was auch
unméglich ist. Also ist p = 0.

Im Falle

0= Xps1 =X —a+PS,+ (5, —Sps1) < Sy — Sp+1
(welches fiir p = 0 der Fall ist, weil dann y,,; = P,,, — P,), ist
Lyyy—Ly= (pPR,+q(R,—R,+;) —R)a; 2 (R,—R)a, 20,

wegen p > 0,9 >0, R,,; £0 und (i) fir d =1, weil F; = 1ist. Mit der
Induktionsannahme bekommen wir dann L,.; = L, > g(A4,). Hier ist
dann
—Zay =g(A3)+a;—Lyy1 = (5= Spr1— 1 —Xps1)ar +
+ (Pyy1—1=yis1)az — (k+1)a,
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also (k+1)a=Va, +Was+Za,, V,W,Z € N,. Damit lohnt sich die
Verwendung von k + 1 oder mehr a bei einer eventuellen Darstellung der
Restklasse von g(A;) modulo a; nicht und wir sind fertig.

Von nun ab kénnen wir uns aufdenFall p > 1,9 =1, X341 = 5, — Sp+1
(und damit y,,, < P, — P,) beschrinken. Dann ist

Lysy —Ly=(pR,+q(R,— R,+;)— R)a; 2 R,a;.
Wir zeigennun L; > g(A3)firk+1<d=k+1+e<k+1+E =K mit
E=max{e€Z|y; 2 F¥*VP} 20,

womit wieder die Ausgangssituation hergestellt ist, jetzt aber fiir K > k.
Setzen wir F&*1 = G, so gilt wie frither fiir 0 < e < E:

Li=Lys1+e= K41 —ex+G,8y)ar + e+ — G P)as + (k +1+e)a.
Hier ist
Li—Ly=Lygt+y+e—Lg+1+ Liw 1 — Ly 2 (G.R,— eR)a, + R,a,
=((G,+1)R,—eR)a, = (F,R,—eR)a; 20,

weil

G.+1= <eoc—x:+1 +s,,>g <eoc—(sv—ssv+1~l)>=Fe’

0<e<E=max{eeZ|y 2GP}
<max{eeZ| P+, —P,—12G,P}
=max{eeZ| P,,;—12 (G, +1)P}
<max{eeZ|P,,—12F,P}=0D.

Setzt man H, = [(cs, — s,+1 —1)/a] und C = gq,,; —1, so konnen wir
schreiben

[LD]= U I, L=[H+1, H.].
ce(1,C]
Nun ist F, = ¢ fiir d € I,. Dies gibt

min ﬂ—'min minfl = min —°
de[1,0] d  ce[1,C] | del, d cel,c] Hovq'

Die letzte Bedingung in (i)’ bekommt dann die Form

R

< —d ¢
R, = den[lil})] d

= min
ce[1,C] IL+ 1

<« CR,,% RI-L+1: ce [15C]'
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Gewohnlicherweise reduziert sich dann die Anzahl D der Bedingungen in
(1). Damit ist jetzt auch Satz 2 aus [2] bewiesen.

Ein Beispiel soll Satz 2 erldutern helfen. Sei t =2, a, =3t—1,
a,=3t, a3=3t+2 und a=3t+1, dann ist 50 =3, g, =¢, 5, =1,
Po=1, P=t, v=0 und g(4;)=3t>—t—-1, a=2, =0, R=1,
R, =R, =2. Nunist

[(C+1)S.);Su+1—1]R=|:362+1:|§20=ch’ l<c<C=t-1.

Hier ist also (i) aus Satz 2 erfiillt und es muB gelten g(4;) = g(4,).
Gleichzeitig zeigt das Beispiel auch, da3 die Anzahl C der Bedingungen in
(i) beliebig groB werden kann. Hier kann g(A4,) auch auf andere Art
berechnet werden, da 4, eine arithmetische Folge bildet. Verwendet man
die Formel fiir diese Folgen aus Selmer [7, S. 6], so ergibt sich genau
g(A4) = 3t> —t —1 = g(A,), und Satz 2 ist in diesem Falle bestiitigt.

Verwendet man statt des Restsystems T'(a,) jetzt T(a,), das minimale
Restsystem modulo a,, welches mit T'(a,) stark verwandt ist, so kann
man mit genau der gleichen Argumentation wie oben auch den Fall
P,a;y < s,,,a, behandeln und erhilt das folgende Resultat:

Zunichst bestimmen wir y, d und S eindeutig mit

a =vya, +das—Sa,
(0§y<Rv/\0§6<Pv+l) v (Rv§y<Rv—Ru+l /\0§5<Pv)'

D.h. ya, + éa; € T(a,), vergleiche dazu Metternich [3, S. 48].

SATZ 3. Sei A, = A3 U{a}, a unabhiingig von A3 und 1 < a < a,. Gilt
zusdtzlich P,az < s,4,a,, dann sind die folgenden beiden Aussagen
dquivalent:

C(Sy—Sy41) 2 [
Py—1
<c< | 2tt -
! =62 I:Pv+1 _Pv].
(i) g(43) = g(Ay).
Details findet man in Kirfel [1, S. 61-64].

(c+1)(Rv_Rv+1)+Rv+l_l]S
y b
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Anwendung auf das Reichweitenproblem. Es zeigt sich, daB die bisherigen
Resultate iiber Basiserweiterung bei konstanter Frobeniuszahl sich auf das
sogenannte Reichweitenproblem, sieche Selmer [8], [9] und [10],
iibertragen lassen.

Sei B, = {b; =1 < b, <... < b} eine Basis. Wir betrachten die kleinste
Zahl N, die sich nicht unter Verwendung von héchstens # Summanden aus
der Basis B, darstellen 148t. N — 1 nennen wir die h-Reichweite n,(B,) von
B,. Der folgende Zusammenhang zwischen Frobenius- und
Reichweitenproblem, der fiir geniigend groBe h gilt, wurde von Meures [4]
entdeckt:

©) ny(By) +1 = hb, — g(By).
Dabei ist
Ek = Ak = {ak = bk—bk_l,...,az = bk‘—bl, a, = bk}

die sogenannte Spiegelbasis von B,. Rodseth [6] zeigt, daB (9) im Falle
k = 3 bereits fiir h = hy = b, + [b3/b,] — 2 giiltig ist.

Wir erweitern nun die Basis By mit b + b,,1 < b < by zu B, = B3 U {b}
und setzen a = by — b, A3 = B; und A, = A3 U {a}. Im vorliegenden Fall
ist die GroBenordnung der Basiselemente

a3=b3—b2<a2=a1—1<al, 1<a=b3'—b<a2,

d.h. anders als in den bisherigen Untersuchungen. Jedoch konnen so
gut wie alle Argumente ilibernommen werden, zumal die Bedingung
a; =minA; aus [2] nur bei der Untersuchung der abhingigen
Basiserweiterungen eine Rolle spielt.

n,(B3) < n,(B,)ist gleichbedeutend damit, daB n,(B;) + 1 mit héchstens
h Summanden aus B, darstellbar ist, also mit (9) fiir h = hy:

hobs — g(Bs) = "h0(33)+ 1=1z,by+2,b,+23b3+24b, ),z;< by
8(B3) = g(A3) = (hg—zy — 23 — 23 — z4)a; + 2145 + 2303 + 2,a.

Dies bedeutet, daB g(A4,) mit hochstens h, Summanden aus A4 darstellbar
ist. Andererseits sicht man leicht (vergleiche Selmer [10, Kap. 16]), da3

(10) g(A43) = g(A4) => ny(B3) = my(By), h 2 ho.
Im weiteren soll nun das Erweiterungsproblem
1) ny(B3) = ny(By)

untersucht werden. Wir kénnen uns dabei, wie Selmer zeigt, auf den Fall
h = h, beschrinken.
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Wir benutzen die aus dem bisherigen bekannten Formeln und Resultate
fiir das Frobeniusproblem. Hier gilt auch

1<a=waay+pas—Ra; < (¢ +p—R)a; und damit R < a+p.

Fiir R = 0 ist a = fa; und wegen der Abhingigkeit von a ist natiirlich
g(A3) = g(A,), also wegen (10)

m(L.b1,b2) = m(Lbs,by = Blbs—ba) b hZho, 1< f< 2,
siche dazu auch Selmer [10, (16.8)]. Von nun ab sei R > 0.

Im weiteren Verlauf werden wir beim Abzahlen der Summanden in den
eventuellen Darstellungen von g(A4;) immer wieder von einer Formel
Gebrauch machen, die wir hier entwickeln wollen. Dabei greifen wir auf
Rodseth [6, S. 175ff ] zuriick. Er geht dort von den AlgorithmusgroBen
s_; = b3, so = b, aus. Wie man leicht sieht, entspricht dies genau dem
euklidischen Divisionsalgorithmus aus [2], ausgehend von a,, a, und a,
(wobei jetzt d = (a,,a,;) = 1). Wir konnen deshalb die fritheren GréBen
s;, P, R; und v iibernehmen und bestimmen auch Q,; folgendermaBen:

Q.1=-1, Q=0, Qi+1=¢+12i—Qi-1 >0, i=0,...,m.
In Lemma 5 findet R6dseth fiir v > 0 und alle (x,, y,) mit

(Oéxv<sv_su+1 /\Oéyv<Pv+1)
v (sv—sv+1 éxv<sv/\0§yv<Pv+l_Pv)a

daB
(12) Xp—1+Vo—1+0Q0,—1=<hy, falls P,<s,
(13) Xy+ Y, +R,—1 = hy, falls P, > s,.

Er zeigt auch

Xo—1 = Xo + [Vo/PoJSos Yo-1 = Yo — [yo/P]P..
Das gibt uns in (12):
(14 x,4+y,+[W/PRl(s,—P)+Q—1<ho, falls P, <s,.
In jedem Fall ist jedoch

(15)
max{xv+yv} = max{sv"'sv+1 +Pv+1 -2, Sv+Pv+1 _Pv_z} = hOa
weil R, > 0 und fiir v > 0 auch Q,>0. Allgemein kénnen wir v > 0

voraussetzen, denn fiir v = 0 ist B; ,,angenehm* (Selmer [8, S. 46]), und
dann ist immer (11) unméglich (Selmer [10, Kap. 16]).
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Wir nennen A(n) die minimale Anzahl an Summanden in einer
eventuellen Darstellung von n € Ny mit 4,, also
An) = min {uy + u, +uy + uy| n = uya; +uya, + usas + uga, u; 2 0}.

Wir zeigen nun, daB8 in den meisten Fillen A(g(4,)) < h, gilt, daB also
g(A;) mit hochstens h, Summanden aus A4, darstellbar ist, welches
wiederum n,(B3) < n,(B,4) bewirkt.

A) Paz 2 s,+, ;.
1)a<s,—5,+;. WegenIl.1)in [2] und R < a + B ist jetzt nach (15):
Mg(A43)) S (s —Sps1+ Poyy —2)+ (R—a— ) < hy,

und (11) ist unmoglich.

2) o =5,—S,+1. Sei zundchst B> 0. Aus fasa, = Paza, + fa; =0
(moda,) folgt Ba; = s, > a, weil sonst die Restklasse 0 zweimal im
Restsystem T'(a,) vertreten wire. Wegen a = fla; —a (moda,), fa; > a
und a < a, ergibt sich a < fa;. Fir a > s, —s,+, oder § > 0 folgt dann
aus I.2) in [2] und a < a,, daB "

A‘(g(AG)) § (su_su+1 +Pv+1 _2)+ (R—(X“ﬁ)-f' (Sv_Pu_Ru) < hO’

wegen s,— P,— R, = —Q, (Rodseth [6, S. 176]).
Seinun ¢ =5, — 5,4+, >1 und f=0. AusIlL 2)in[2] und a < a, folgt

Mg(A3) £ o —Sps1 +Pos1 —2)+2(R—a— )+ (s,— P,— R,) +1 < h,.

Fira=s,—5,.;=1und =0 ist 0 < a=a, (moda,) ein Wider-
spruch zu a < a, < a,.
Alles in allem ist (11) unmdglich im Falle P,a; = s, a,.

B) P,a; < sya,.
1) B < P,4, — P,. Wegen I.1) in [2] ist jetzt nach (15):
l(g(As)) Sy + Py —P,—2)+ (R—a—B)<h,.
2)B=2P,,;—P,. éei zundchst R + R, > 0. Aus1.2)in [2] folgt dann
Ag(A3)) £ s,— 841 —2+2P, ; —P,—B+R+R,4; —2.

Jetzt kann uns aber (15) nicht mehr weiterhelfen, und wir benétigen eine
neue Abschitzung. Natiirlich gilt

(5o — Sp+1 "“)a2+(ﬁ"(Pu+l _Pv))(al —az)>0
= (R,— R,41)a; +(B — (P41 — P,))a, > aa, + pa; > Ra,
= Rv_Rv+1 +)B_Pv+1 +Png+1°
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Weil o = 0, erhalten wir damit, falls P, > s,:
l(g(A3)) SEo=Sp41 =D+ (For1 —1)+(R,—1) =S hg

nach (13). Im Falle P, < s, ist wegen R, =s,— P, +Q,:

j'(g(‘A?:))é (sv_"sv+1'_]-)+(Pv+1_1)+(sv—Pv)+(Qu_1)_S.h0

nach (14), wo jetzt [y,/P,] = [(P,+1 —1)/P] 2 1.
Seinun R+ R,y £0, d.h. «a =0 nach (6). Aus P,a; < s, a, folgt
dann

—Ryi1a1 =Py103— 5,410, < (s —P)as
< Bas;=Ra; +a< (R+1)ay,

also 0 < R+ R,,; und somit insgesamt R + R, ; = 0. Jetzt ist

g(A3) = (s, = sp+1 —1)a; + 2Py4, — P,—1—-2f)az + (R —1)a, + 2a.
Falls 2P, , — P, > 2p ergibt dies mit (15):

Mg(A3) £ 5y —Sps1+Pox1—2)+ Py — P —P) +
+(R—-a—B+1) = h.
Sei nun 2P,,; — P, < 28, also

23v+1(12 = 2R,,+lal + 2P,,+1a3 =< —2Ra1 + 2[3(13 + P,,a3
=2a+ P,ay; <2a+5s,:,a,,

und deshalb s,,; = 1. Damit ergibt a = a, — (P,+; — f)a;, daB
g(A;3) = (s,—i)a, +(i(P,+1 — B) — P,—1)as + (R —1)a, +ia.

Falls s, > (P, +1)/(P,+, — B), so ist g(4;) darstellbar mit

i= <(Pu+1)/(Pu+1 _ﬂ)>
und c

Mg(A43) S (s, — i)+ Py  —B-1)+ (R—1)+i
= (S, =Sps1+Pr1 —2)+(R—0a—B+1) < h.

AbschlieBend betrachten wir den Fall Pa; < s,+1a, mit

P-1

a=0’ ﬁng-&l—Pw Rv+1+R=0s sv+1=1a 5y < 5/
Pv+1—ﬂ
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Hier ist dann
a=a,— (P41 —P)as, Paz = s,(P,4; — Plas = s,(a, — a),
also s,a = R,a,.

Um diesen letzten Fall erschopfend zu behandeln, benétigen wir das
minimale Restsystem T'(a;) modulo a;:

T(a3)= {xa2+yal| O§X<su+1a 0§y<Rv-Rv+l} u
u {xaz +ya1| Sv+1 §X<sva 0—<_—,V< _Rv+l})

mit | T(a3)l = a,. Dies ist in Metternich [3, S. 50] gezeigt, folgt aber auch
leicht aus denselben Argumenten, die Rodseth [ 5] fiir die Bestimmung von
T(a,) entwickelt.

Setzen wir a; = a4}, a, = a,, a; = a3, so gilt wie in [2] 4} < a) < d}.
Fiihrt man wie dort den Divisionsalgorithmus durch und versieht man die
dabei erhaltenen GrofBlen P, s;, m und R; mit einem Strich und bestimmt
man —1 £ v <m' nach der Ungleichung R, ; < 0 < R}, so finden wir
eine andere Darstellung des Minimalsystems T'(a3). Nun ist dieses aber
eindeutig bestimmt, weil (@,,a,) = 1. Ein Vergleich von T'(a;) und T(a})
zeigt, daB

Sp+1 = S;,,-—SL,_'_I, Rv_Rv+1 = P;)’+1’ Sp = s;)” —Rv+1 = P:)’+1 *P;)"
Daraus folgt
Sor1 =8y —Syy1=1
a=a,— (P,+; — B)a; = a; (moda))
sya =s,azR,a; = Pé(aa > (S, — Sp+1)a2 = Sy 4145,
Die letzte Ungleichung gilt wegen R,a; = s,a, — P,a; > (s, — S,+1)da;.
Satz 1 aus [2] besagt dann, daB g(4;) = g(44), und aus (10) folgt (11) fiir
h = h,.
B, soll in diesem Spezialfall bestimmt werden. Aus v > 0 folgt P, > 2,
daher a, = s,,,a, > P,a; = 2a,, also by < 2b,. Damit k6nnen wir setzen
by=by+r,0<r<b,; by=1r+p+1,0p<r,
b=b3_a=al -a2+(R,+1—B)a3 =1+tr mit t=PD+1—ﬁ.

Selmer [8, S. 53-54] hat fiir diesen Fall die Reichweite n, (Bs) berechnet
und auch die Algorithmusgr6B8en bestimmt:

I’t=i+1, Qi=i’ S,-=(‘L'—i)r+p+1, R,=(’C—i)r+p
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fir 0<i<rt, also R,=p=0. Wegen —R,,; =R >0 ist der Fall
R, = 0 ausgeschloBen.
Also ist v = 7. Wegen

Pva3 =Pvr<sv+1a2=a2=(‘t+1)r+p< (Pt+1)r
ist P, < P,+1 und v < 7 +1, also v = 7. SchlieBlich ist (siche Selmer)
l=5,41=5+1=¢+1(p+1)—(+p+1) = r=-1(modp+1)

s,a = R,a, Qazﬂ©b=b3—a<r(‘c+l)
- “p+1

= p+1
<0<t T+l .
“lp+1

+1

Das gesamte Ergebnis mochten wir nun in einem Satz zusammenfassen.
Sa1z 4. Sei B, =B3U{b}, by=1<b,<bs, b+b,, 1<b<bs.
Dann gibt es genau zwei Fdlle mit ny (B3) = ny, (B,), ndmlich:

1) B3={1,b2,b3}, b=b3._ﬁ(b3_b2)’ 1<ﬁ< b3—1 .
b, —b,

2) By={lLby=twr+p+1, bs=(@+1r+p+1},
0<r<by,,0<p<r-1,

+1
b =tr+1,0<t<|Z
tr+1,0 —[p+1

], r=-—1 (modp+1).

BEMERKUNG. p =r—1 ergidbe einen Widerspruch zu r = —1 (mod
p +1) und kann deshalb ausgeschloBen werden.
Im zweiten Fall gilt nach Selmer [8, S. 53]:

1y, (Bs) = ny,(Bs) = (ho + 7)o +2 = p) —r = (ho + 7= p) (;:i N 1)'

Satz 4 entspricht Theorem 16.1 und 16.2 in Selmer [10].

Professor E. S. Selmer mochte ich fiir seine Hilfe bei der Ausarbeitung
und seine griindliche Durchsicht des Artikels hier wiarmstens danken.
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