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DIE LANGLANDS-PARAMETER FUR
DIE FLENSTED-JENSENSCHE
FUNDAMENTALE REIHE

GESTUR OLAFSSON

1. Einleitung.

In [1] hat Flensted-Jensen eine Reihe von irreduziblen zulédssigen
Darstellungen, die »fundamentale Reihe«, zu einem affinen symmetrischen
Raum G/T, konstruiert. Gehoren diese Darstellungen zu der diskreten Reihe
von G/T, so hat H. Schlichtkrull [7] (sieche auch [6]), mit einer leicht.'.
Einschrankung fiir die Parameter, hierzu die Langlands-Parameter und die
minimalen K-Faktoren im Sinne von Vogan [9] und [10] bestimmt. In dieser
Arbeit  definieren wir die fundamentale Reihe auch fiir nicht
zusammenhidngende reduktive Liegruppen und bestimmen die Langlands-
Parameter und minimalen K-Faktoren fiir alle diese Darstellungen (mit einer
dhnlichen Einschrinkung wie H. Schlichtkrull).

Es sei G eine reduktive Liegruppe in Sinne von [9] und 1 ein involutiver
Automorphismus von G. T bezeichne die Zusammenhangskomponente der
Eins der Fixpunktgruppe von 7 und K eine t-invariante, maximal kompakte
Untergruppe von G. Paragraph 2 gibt eine Ubersicht iiber verschiedene von
uns bendtigte Wurzelsysteme. Im Paragraphen 3 wird an Resultate von
Flensted-Jensen [1] erinnert, die uns eine Reihe von irreduziblen, zuldssigen
Darstellungen von zusammenhéngenden halbeinfachen linearen Liegruppen
liefern. Es wird gezeigt, dass seine Konstruktion sich auf reduktive Gruppen
verallgemeinern ldsst. Der Einfachkeit halber wird dabei teilweise vorausge-
setzt, dass G zusammenhidngende ist. Im Paragraphen 4 definieren wir eine
reduktive Untergruppe L von G. Wenden wir die Ergebnisse aus dem
Paragraphen 3 auf L, t| L und KN L an und induzieren dann holomorph nach
G, so bekommen wir gerade die Darstellungen von G. Dies gibt uns Auskunft
iiber die minimalen K-Faktoren. Das wenden wir dann gleich an, um die
Einschrinkung im Paragraphen 3, dass G zusammenhéngend ist, zu beheben.
Im Paragraphen 5 werden die Langlands-Parameter fiir die »meisten« dieser
Darstellungen bestimmt.

Ist G halbeinfach, zusammenhingend und Rang G/T=Rang K/KNT, so
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hat H. Schlichtkrull diese Klassifizierung mit einer dhnlichen Methode
durchgefiihrt. In einer zweiten Arbeit (siche auch [5]) werde ich beweisen, dass
die »meisten« von uns betrachteten Darstellungen unitdr sind, und dazu
brauchen wir diese Resultate auch fiir nicht zusammenhingende reduktive
Liegruppen. Mehr dariiber findet der Leser in Bemerkung 5.7.

In dieser Arbeit bezeichnen wir Liegruppen mit lateinischen
Grossbuchstaben G, H etc., und die zugehorigen Liealgebren mit g, b, usw.
Ferner sei stets g:=g,® C, U(g) die einhiillende Algebra von g und G, bzw.
G':=[G,G] die Zusammenhangskomponente der Eins, bzw. die abgeleitede
Gruppe von G. Ist b, eine Unteralgebra von g, dann ist h=b,@Dib, eine
Unteralgebra von g. Was die Darstellungstheorie von G betrifft, weisen wir auf
[8], [9] und [10] hin. Wenn wir eine davon abweichende Bezeichnung
benutzen, werden wir darauf extra hinweisen.

2. Einige Wurzelsysteme.

Es sei wie in der Einfilhrung G eine reduktive Liegruppe, t ein involutiver
Automorphismus von G und T:=(G%, Mit t bezeichnen wir auch das
Differential von t und dessen komplex-lineare Erweiterung auf g.

2.1 LeMmA. Es gibt eine Cartaninvolution 0: G — G, die mit 1 kommutiert.

Beweis. Nach [9], S. 171 ist G’ eine zusammenhidngende, halbeinfache
Liegruppe mit der Liealgebra gy:=[gq,90]- Es sei ¢:G — G eine
Cartaninvolution, die mit |G’ kommutiert ([3] oder [4]). Ferner sei 0:
G — G eine Cartaninvolution mit §|G'=6 und K die zugehdrige maximal
kompakte Untergruppe von G. Dann ist t(K)= K. Sei 3, das Zentrum von_g,,
f, die Liealgebra von K und 3, ein t-invariantes Komplement von 34 : =3, N},
in 3,. Setze

Po:={xegy| OX)=—x}D3 -
Dann ist
G = K-exp (po) ,
und 6: G — G, k-exp(x)+— k-exp(—x), (ke K, x epg), ist die gesuchte

Cartaninvolution.

Ab nun bezeichne stets 0 eine Cartaninvolution von G wie in 2.1 oder deren
Differential bzw. deren komplex-lineare Erweiterung auf g. K, I,, bzw. p, seien
wie in dem Beweis von 2.1. Ist b =g, bzw. b =g ein f-invarianter Unterraum, so
sei b* bzw. b~ der Eigenraum von 0|b zum Eigenwert +1 bzw. —1.
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Entsprechende Notation verwenden wir fiir 6-invariante Untergruppen von G.
s, sei der —1 Eigenraum von 7. Es gilt dann:

8o = L®po = 1, D3y
=ty Dsq Dty Dsg .

Da G reduktiv ist, existiert eine nicht ausgeartete Bilinearform (- |-) auf g,
Wir wollen diese 6- und z-invariant wihlen und so, dass die Einschrinkung auf
t, bzw. p, negativ bzw. positiv definit ist. Dann sind die obigen Zerlegungen
von g, orthogonal. Setzen wir (-|-) auf g fort (Bezeichnung weiterhin (-|-)),
dann bleibt die Bilinearform nicht ausgeartet. Die Abbildung

g — g¢* := Hom¢(g,C)
X A,

mit A (y)=(y]x) ist somit ein Isomorphismus, und das Bild von g, ist g&:
=Hompg (gy, R). Fiir die zu 6 und t dualen Abbildungen, die wir wieder mit den
gleichen Buchstaben bezeichnen, gilt dann

H(Ax) = A’O(x)’ T(A'x) = A‘r(x) .

Die Bilinearform (4,|4,):=(x|y) auf g* (bzw. g) ist nicht ausgeartet und
invariant bei 6 und .

2.2. DeFiNITION. Ein Cartanraum von (g, t, 0) ist eine #-invariante, maximale
abelsche Unteralgebra a, von s,. a, heisst fundamental, wenn zusitzlich noch
dimg a maximal ist.

Ab jetzt sei stets ay=a5 @a, ein fundamentaler Cartanraum von (g, , 6),
lo:=3go(a5' ) der Zentralisator von ag in g, und b; eine t-invariante Cartan-
Unteralgebra von f,, die aj enthidlt. Dann ist I, eine 6- und t-invariante
reduktive Liealgebra ([11, S. 42]) und by =a5 @by Nt, eine Cartan-
Unteralgebra von I5. Sei hy:=3, (hg). Dann ist h,=bs @b, eine 6- und -
invariante (fundamentale) Cartan-Unteralgebra von g, und I, ([11, S. 99]). Die
obigen Zerlegungen sind alle orthogonal bzgl. (-|-). Dies iibertrigt sich
entsprechend auf die Dualriume

at* ca™*OBTNY* =hT* < hT*@Hh™* = bh*.

Funktionale aus a* * bzw. h* * denken wir uns stets bzgl. dieser Zerlegung auf
h* * bzw. h* fortgesetzt. Mit iag * bzw. il)g * bezeichnen wir den R-Vektorraum
der Elemente von a** bzw. h**, die auf a; bzw. b rein imaginidre Werte
annehmen.



232 GESTUR OLAFSSON

2.3. BEZEICHNUNGEN. Sei ¢ eine abelsche Liealgebra und V ein end-
lichdimensionaler, vollreduzibler ¢ Modul. Dann bezeichne 4(V,¢) die Menge
der nicht verschwindenden Wurzeln von ¢ in V und g(V,¢)(b):=%Spurb,
(b € ¢, b, € End (V) die Abbildung v +— b-v). Fiir I'c A(V, ¢) sei

V) = @ Ve oll) = o(V(1).9).

Wir wihlen nun eine lineare Ordnung > in iag * und erweitern sie vertriglich .
auf ihg * bzw. iaf *@ag *, d.h. fiir alle o € ihy * bzw. a € iag *@ag * mit
alat >0 gilt «>~0. Die positiven Systeme

A5 = 4. = AEDHY), AT = 4.(0) := 407,p7),
A% (Fa") < A(fa®), 47(g,a%) = 4(g,a¥) und 47 (g,0) < 4(g,0)
seien bzgl. der so definierten Ordnung gebildet. Ferner setzen wir 4:=A4(g,b),
n:=g(4%(g,a™)), b:=I®n. Dann sind n und b 6- und b-invariante

Unteralgebren von g, n ist nilpotent und b ist parabolisch mit der Levi-
Zerlegung b=I®n.

Der Ubersicht halber fassen wird die Beziehungen zwischen der
verschiedenen Wurzelsystemen und den zugehorigen o-Funktionalen in zwei
Lemmata zusammen. Der Beweis sei dem Leser iiberlassen.

2.4 LEMMA.

a) A=A h)={ae 4 | ala* =0}, und A ist die disjunkte Vereinigung
4 = AU A U (-4 b).

b) 4.()={x € 4,

alat =0}, und 4, is die disjunkte Vereinigung

4, = A4.HU Am*,H*)U (—4(n*,h").
) 4(g,a%) = {ala* | x e £4(n,bh)}
= {ala* | a € 4(g,a) und aja® +0} .

d) A(f,a*) = {ala® | a e +A(n*,h)}.

Wir wihlen nun 47 (I) f-invariant und so, dass g (I):=o(4." (1)) dominant ist.
Dann ist 4*:=4*([)U A(n,}) ein f-invariantes positives System in 4. Ist « aus
einem der obigen positiven Systeme, a|n* %0, dann ist auch — t(a) aus diesem
positiven System. Es sei g:=¢(47%) und go(I):=¢(4* ().
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2.5 LEMMA.
a) e(n,h)|b” =¢|b” =e(|h~ =0.
b) e(m,h)=e(n,h")=¢(n,a*)=:0(n) € iag *,
e(m*,h)=g(m",a")=:0(n") € iag *.
c) o(n) bzw. o(l) ist die orthogonale Projektion von ¢ auf iag * bzw. i(hs Nty)*,
und es gilt
e =em+e(.

d) o(n*) bzw. ¢.(I) ist die orthogonale Projektion von g. auf ial* bzw.
i(hg Nto)*, und es gilt

0. = oM+ (D).
e) o(47(g,a)|a* =p(n).

3. Die fundamentale Reihe von G/T.

Es sei U(g)! der Zentralisator von f in U(g). Wir definieren dann einen
Homomorphismus &: U(g)! > U®)" mit u—&(u) e nU(g) fiir alle u € U(g)"
wie in [10, S. 10]. Ist T, das orthogonale Komplement von a in I, dann ist T
reduktiv und I=a*@®T Da a* in dem Zentrum von [ liegt, ist U(l)"
=2U@H)U (T)P. Wihlen wir eine t-invariante maximale abelsche
Unteralgebra d,c1; =I;, die a; enthilt, dann ist d=a~ @dNt und U(d)
=U(a7)® (dNtHU(d). Da d abelsch ist, ist die dadurch definierte Projektion

pr: U®d) — U(a")

ein Homomorphismus. Erweitern wir die auf aj * gegebende Ordnung

vertriglich auf d¥ und setzen fi,:= Ty(4*({,,d,)), wobei 4*(1,,d,) das

zugehorige positive System in A(T,d,) ist, dann haben wir eine Iwasawa-

Zerlegung T=T* @b @it und dementsprechend U(T)=U®)@[UMI* +iU[].
o: UM - U®)

sei der nach der obigen Zerlegung von U(l) definierte kanonische
Homomorphismus. Identifizieren wir U (a) bzw. U@ mit U(a*)®U(a~) bzw.
Ut)®U (T)P, dann ist die Abbildung

@g:= (1®PDe(1®¢)el: U(g) — U(a)

ein Homomorphismus.

3.1 LEMMA. Sei m:={x € 3g(a)| (x|y)=0 fiir alle y € a}. Fiir jedes u € U(g)
gibt es genau ein u, € U(a) mit
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u—to € U@@t™ +(m+g(4”(g,0))U(g) -
Die Abbildung U(g)' — U(a), u +— ug ist ein Homomorphismus und es gilt

Uy = wg(u) .

Bewers. Ist u € U(g)!, so folgt es leicht aus [1, S. 291], dass es genau ein
uy € U(a) gibt mit

u—uye Ugt* + (m+g(4*(g,0))Ul(g) .

Seia e AT (,b), | a” %0. Definiere § € a* durch f|a*:=0, f|a”:=a|a". Fiir
x €T, h e a gilt dann [h,x]=p(h)x und somit f € 4(g,a). Aus der Definition
der Ordnung auf iag*@®ag* und d¥ folgt sogar B>0 und daher
x € g(4* (g,a)). Daraus ergibt dich ncm®g(4*(g,a)). Da dNtcm, T*ct*
und ncg(4” (g, a)), folgt

u=@gu) € U@t™ +(m+g(4" (3,2))U(g)

und somit, wegen der Eindeutigkeit, u,=¢4(u). Da ¢, ein Homomorphismus
ist, folgt nun das Lemma.

Mit K bezeichnen wir die Menge aller Aquivalenzklassen irreduzibler
unitirer Darstellungen von K und mit K(T*)< K die Menge der Klassen, die
in der Zerlegung von L%*(K/T*)=Ind¥.(1;+) vorkommen. Nach dem
Reziprozitidtssatz von Frobenius sind dies genau die Darstellungen von K, die
einen unter T* invarianten Vektor ungleich Null enthalten. Ist K
zusammenhiingend, dann konnen wir die Aquivalenzklassen aus K mit den
zugehorigen hochsten Gewichten aus iby * identifizieren. Aus dem Satz von E.
Cartan und S. Helgason ([11, S. 209] oder [2, S. 75], siche auch.[5, S. 38]) folgt
leicht:

3.2. LEMMA. Sei K zusammenhingend und Z*:={n e Z| n=0}. Dann ist

K(T*):{ueﬁ|yeia3* und VaeA*(f,a*):%—:%eZ*}Cibg*.

Fiir v € iad definieren wir nun p(v) € iay * durch
u@) = via* +o(m)—2e(n").
Ferner sei A die Menge aller v € iag, die folgende zwei Bedingungen erfiillen:

a) Es gibt ein n € K(T*) mit dem hochsten Gewicht p(v).
b) Fiir alle a € A(n,a*) ist (v|a* +o(n)|2)=0.
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In dem folgendem Satz fassen wir die Elemente von U(g) als
Differentialoperatoren auf G/T auf, indem wir xf(s): = (d/dt) f (exp (—tX)s),= o,
X €80 S € G/T, fe €°(G/T), auf U(g) fortsetzen.

3.3 Satz. Es sei G zusammenhdngend. Zu jedem v € A gibt es dann eine
Funktion . € €(G/T) mit folgenden Eigenschaften:
a) Der von allen Funktionen
G/T-C, sy (k7's), ke K,
aufgespannte K-Modul ist irreduzibel und hat das hochste Gewicht u(v).

b) Der (U(g),K)-Modul U(gW, ist zulassig, unzerlegbar, und es gilt
m(u(), Ulghp,) = 1.

c) Fiir alle u € U(g)" gilt

ug, = @ W) (v+e(4* (g, ), .

BeweEls. Es sei Z das Zentrum von G und 3, das Zentrum von g,. Dann ist G
=Z-G' und Z=Z" exp (35)- Sei S aus u(v). Fiir z € Z* ist dann S(z) = x(2)id,
wobei y: Z* — C* ein Homomorphismus ist, den wir auf ganz Z durch

1z exp (x+y) := x(2)exp (v(x) ,

zeZ*t, x €35 Nsgy, y € 30 Nty, fortsetzen konnen. Nun existiert eine Funktion
¥, € €~ (G'/(G' N T)y) mit den im Satz aufgefiihrten Eigenschaften in Bezug auf
G, t|G, ayNgp und v|a,Ngp, siche [1]. Definiere §,: G — C durch

¥.(za) 1= 1. (z2"W.(a(G'NT)), zeZ aeG .

Dann sieht man leicht, dass /,(at) =, (a) fiir alle a € G und t € T gilt. Damit
ist die Funktion

G/T— C, aT+— y (aT) := { (a)
wohldefiniert, und diese erfiillt die Bedingungen des Satzes.

3.4 BezeicHNUNGEN. Es sei weiterhin G zusammenhingend. Nach 3.3 Teil b
folgt, dass es bis auf Isomorphie genau einen irreduziblen (U (g), K)-Teilmodul
von U(g)y, gibt, der u(v) (genau einmal) enthilt. Diesen bezeichnen wir mit
E,=ES

4. E, als holomorph induzierte Darstellung.
Die Notation sei wie friither. Ferner sei
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L:={aeG| Ad(alcl, Ad (amcn} .

Dann ist L eine f-invariante reduktive Liegruppe mit der Liealgebra [, und der
Cartaninvolution 6, :=0|L ([9, S. 132]).

4.1. LemMA. L ist der Zentralisator von ag in G. Insbesondere ist L t-invariant.
Ist G zusammenhdingend, dann ist L zusammenhdngend.

Beweis. Es ist  klar, dass Zglag)eL. Sei L, die komplexe
zusammenhéngende Liegruppe in G.=Int (g) zu der Liealgebra ad, (). Dann
ist L={ae G|Ad(a) e L.} ([9, S. 132]). L, ist der Stabilisator von a* in G,,
und das ergibt die erste Behauptung. Da 0, eine Cartaninvolution von L ist, ist

L = L*exp(lg) = Zglag)exp (I3) .

Die Theorie der kompakten Lieschen Gruppen liefert, dass mit K auch Zg/(ag )
zusammenhidngend ist. Daraus folgt die letzte Behauptung.

Es sei v € A und n eine Darstellung von K mit einem hochsten Gewicht u(v).
7 enthdlt das Gewicht u(v) genau einmal ([9, S. 224]), es gibt also genau eine
irreduzible Darstellung n° von L* mit einem hochsten Gewicht u(v), die in
n|L* enthalten ist.

4.2 LEMMA. Die Notation sei wie eben. Dann ist n° ein Charakter.

Bewess. Es sei H*:=Z,.(hg) die Cartan-Untergruppe von L* zu by,
W(L*, H*)=N,.(bs)/H" die Weylgruppe von H* in L* und

R =R:={we WL H"| w4} D) = 47O}

die R-Gruppen zu L. Dann ist R u(v) die Menge der hochsten Gewichte von n°
([9, S. 224]). Wir zeigen, dass R-u(v)={u(v)}. Dann ist nimlich n°|Lg
irreduzibel und, da aj in dem Zentrum von I liegt, folgt hieraus, dass n°| Ly
eindimensional ist und somit die Behauptung des Lemmas. Sei also w € R und
ke N,.(bg) mit Ad (k)|by =w. Aus 4.1 folgt Ad (k)|ag =1. Sei x € hg Nt,,
y € ag. Dann ist

(vIAd (k)x) = (Ad (k" "y|x) = (v[x) = 0.

Daraus ergibt sich Ad (k)x € by Nt,, und da u(v) € iad * gilt, erhalten wir
wep(v)=p(v).

Es sei w,: L* — C* der unitdre Charakter

w,(a) := [det(Ad (a)|n")]"!, ael*,



DIE LANGLANDS-PARAMETER FUR DIE FLENSTED-JENSENSCHE ... 237

und nt:=7°w,. Dann ist 7" ein unitdrer Charakter von L* zu dem hochsten
Gewicht u(v)—20(n~,h*) € iad *. Sei G zusammenhidngend. Ersetzen wir
iiberall im Paragraphen 3 G durch L, v durch vl € ia¥ mit

vila® 1= p(v)—2e(m7,b*), vElaT = v]a”,
so sehen wir, dass Ef,‘, wohldefiniert ist. Ferner gilt:

4.3, LEMMA. Sei A7 (l,a) bzgl. unserer friitherer Ordnung auf iaj*®ag *
definiert. Dann ist

(47 (g, 0)|a” = (4" (La)|a™ .

Beweis. Aus der Definition von A% (g, a) folgt, dass ein o € 4(g,a) mit «|a*
+0 genau dann in 4% (g, a) liegt, wenn 6 € 4% (g, a). Da gq,=0(g,), und somit
dim (g,) =dim (g,,), gilt, folgt

o(4*(g,0)la” = $(e(4" (g,0))—be(47 (g,0)))
=4 Y (dim(g))ala” = g(4*(La)|a™ .

alat =0

4.4 Satz. Es sei G zusammenhiingend und X,: = X (b, Ef,‘:,, 7) die von L nach G
(iiber b) holomorph induzierte Darstellung von EL ([8, S. 2477). Dann ist ES
infinitesimal dquivalent zu X .

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Operation von U(g)" auf den ein-
dimensionalen Moduln Homg (n, X,) und Homg (m, ES) die gleiche ist. Es
sei &: U(g)! — U(l)l+ wie vor 3.1, n: U(l) - U(I) der Homomorphismus, der

[—- U, x x+Spur(ad(x)|n)
fortsetzt und
&= nod: U@ — UQO".
Nach Definition operiert U (g)! auf Homy (, X ,) durch den Homomorphismus
u i o (EW) (v +o(4* (La) .

Fiir alle h e h* gilt Spur (ad (h)| n)=2¢(n)(h), ausserdem ist

p—2e(m7,b")+2em) = (v+e(4*(g,a))la”,
aus 4.3 und der Definition von ¢, folgt also

pEW)(vE+o(4” (La) = @ ) (v+e(4*(g,0)),

und somit die Behauptung.
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4.5 Satz. Sei G zusammenhingend und v € A. Dann ist u(v) der einzige
minimale K-Faktor von E..

Bewes. Es sei 6 € K so, dass E, () #0. Nach [8, S. 250] gibt es eine Summe ¢
von Wurzeln von h* in b mit =pu(v)+0. Es sei a,:=1(c+10) € i(h Nty)*
und 0,:=%(6—10) € iay *. Da é dominant bzgl. 4} ist, folgt fiir alle @ € 4.} (1)
cd/,dass 0 (u(v) +o|o0)= (o, | o) gilt, also (6,]0.(1))=0. o, liegt in ias * und
ist eine halbe Summe von Wurzeln aus A(n,a™). Aus der Definition von A folgt

(1(+2¢.10,) = (vIa* +e()]o;) 2 0.

Man bekommt:

ol =lluMl = 2(u(+2¢.l0)+ (c]0)
=2(u(+20.]0,)+4(e. (D] o))+ (c]0) = 0

und das ist=0 genau dann, wenn ¢ =0.

Bis jetzt ist EY nur fiir zusammenhingendes G definiert. Mit 4.5 lisst sich
diese Einschrinkung leicht beheben.

46 LemMA. Es sei ve A, n e K mit einen hochsten Gewicht u(v) und
ES: =Ind} ﬁn (ES0) wie in [9, S. 25] definiert. Dann ist n ein minimaler K-Faktor
von ES und es gilt m(n, E)=1.

Beweis. Fiir € K gilt nach [9, S. 25]:
m(d, E%) = Z m(a, §)m(o, ES0) .

cekK,
Sei also 6 € K so, dass die linke Seite ungleich Null ist. Dann gibt es o € K, mit
m(a,8) +0, m(c, E)+0. Es folgt

161 = loll = Ml = l=l

und nach 4.5 gilt = genau dann, wenn o=pu(v). Da m(u(v),n)=1 ist, folgt
die Behauptung.

4.7 Derinimion. Fiir v e A und 7 € K sei E, ,=E¢, der eindeutig bestimmte
irreduzible Teilmodul von E¢, der 7 enthilt. Die Gesamtheit dieser Moduln
E, , nennen wir die (infinitesimale) fundamentale Reihe von G/T.

4.8 BEisPIEL. Es sei a=a™ und v € A mit (v|a)> 0 fiir alle « € 4" (g, a). Dann
ist E% infinitesimal dquivalent zu einem irreduziblen Summanden in L?(G,/T)
und somit auch unitidr. Dies folgt leicht aus der Definition von y, und der
entsprechende Tatsache fiir halbeinfache Gruppen (siehe [6, S. 507] und [1, S.
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290]). Daraus ergibt sich, dass E, , unitdr und infinitesimal dquivalent zu
einem irreduziblen Summanden in L2(G/T) ist. Insbesondere ist die diskrete
Reihe von G/T nicht leer.

5. Die Langlands-Parameter fiir E, ..
Fiir alle C e R setzen wir A-:={v e AI Vae A(m,b): (vija*|a)>C}.

5.1 LEMMA. Sei C,:=max {(Q(l)—ZQc(l)loc)| o € A(n,b)}. Dann ist C; =0 und
fiir alle v e A¢ gilt:
a) (u(v)+20.—0la)>0 fiir alle o € A(n,}),
b) u(v)+ 2, ist dominant bzgl. A*.

Bewels. Die erste Behauptung folgt daraus, dass mit « auch —zta in 4(n,b)
liegt und

(e —2¢.(|a) = — (e —2¢.(D] —7ar) .
a) Esist u(v)+20.—o=v]|a* +2¢.(H—eg(. Fir « € 4(n,b) gilt somit
(W +2¢.—ela) = (Va*|o)+ (2e.()—e®]) > C,—C, = 0.
b) Ist a € A*(l), dann ist (u(v)+290.|0)=2(g.()|2)=0 nach der Wahl von
A1 (D). Ist « € A(n,b), dann gilt nach Teil a:
(r()+2¢.|a) = (u(v)+20.—¢lx)+(e]a) > 0, da (¢|x)>0.

Zu der trivialen Darstellung von L* mit hochsten Gewicht 0 wihlen
wir die imaginidren, parweise orthogonalen Wurzeln 8,,...,8, e 4*()c4*
wie in Proposition 4.1 in [10] (siehe auch [9, S. 239]). Dann gehoren die

Bi»- . .,Bs auch zu nl, nl wie im Paragraphen 4 gewihlt. Setze

_,Cen—eMip)
G 2R

=1,...,s.

s

C := max {C,,max{(¢()—2¢.(D—% ) cjﬁjla)l aednb)}} 20.

i=1

5.2 LEMMA. Es sei v € Ac und A € ihg * zu dem hichsten Gewicht u(v) wie in
Proposition 4.1 in [10] gewdhlt. Dann ist

s

A=puw+2,—0+3 Y cb;.

ji=1
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BewEis. Aus der Definition von A% folgt, dass eine Wurzel « € 4 (I) genau
dann nicht kompakt bzw. einfach ist, wenn o als Element von A47* diese
Eigenschaften besitzt. Dies benutze man, um zu zeigen, dass f,,...,8, als
Elemente von 4% die in Proposition 4.1 aufgefiihrten Nebenbedingungen
erfiillen. Sei 4 die rechte Seite der obigen Gleichung. Wegen

(H(+2¢.—elB) = (2eD—eDIf)

und der Eindeutigkeitsaussage in Proposition 4.1, geniigt es also zu zeigen,
dass erstens A dominant ist, und zweitens, dass jede imagindre Wurzel, die
auf A orthogonal steht, ein nicht verschwindendes Skalarprodukt mit einem
der B; hat. Es sei also o € 4*. Dann gilt

(Alo) = (va*|o)+ (2ec(l)—9(1)+% > c‘,ﬁ,-!oc) :
j=1
Fiir a € 4(n, b) ist die rechte Seite echt grosser als Null nach der Definition von
C. Fiir a e A4*(l) ist sie nicht negativ nach der Wahl von B,,...,B.
Insbesondere folgt aus (X|a)=0, dass « € 47 (I). Die zweite Behauptung folgt
aus der Wahl von g,,..., 8.

Wir halten C,v, A wie in 5.2 fest. Wir setzen:
l:=b® @ 6, n':= @ g, b :=0I@n',

(al4)=0 (@l4)>0
und
L':={aeG | Ad (@' =1', Ad (an' =n'} .

Dann ist L' eine quasi-zerfallende reduktive Liegruppe mit Cartaninvolution
O|L!. b' ist eine O-invariante parabolische Unteralgebra. Aus (a|A)=0
folgt o € A(l). Also gilt I'<l. Aus der Definition von n' ergibt sich n'
=n'NI@n. Wenden wir die obigen Konstruktion von’b! auf L und pu(v)
—2¢(n~, ") statt G und p(v) an, so erhalten wir die parabolische Unteralgebra
b!NI=1'@®n' Nlin I. Fiir zusammenhingendes G liefert deshalb Induktion in
Stufen ([8, S. 247]), Lemma 4.9 in [8] und 4.4 die Langlands-Parameter fiir E¢,
v € A, wenn diese fiir alle EL bestimmt haben.

bo und die Cayley-Transformierten von f,,. .., , spannen eine maximale
abelsche, t-invariante (da f3;|a* =0) Unteralgebra von I; auf ([7, S. 6] oder [5,
S. 26]). Wir konnen annehmen, dass die Algebra b, aus dem Beweis von 3.1
hiermit iibereinstimmt. Dann ist J:=Z,:(d,) eine Cartan-Untergruppe in L',
L und G mit J~ =D=exp (d,).

5.3 BEezeicHNUNGEN. Es sei Q=MDU cine spitzenformige parabolische
Untergruppe von G mit MD=Z;(D) und Y= (X, v) ein M-reguléirer Charakter
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von J* ([8, S. 233]). Mit V(X)=VM(X) bezeichnen wir die diskrete
Darstellung von M zu X ([8, S. 233]) und mit I(Y)=19(Y) die Darstellung
1(Y)=Ind§ (V(X)®¥®1). F(X)=F%X) sei die Menge der minimalen K-
Faktoren von I(Y) ([8, S. 243]). Fir 6 € F(X) sei I(Y;d) die (bis auf
Isomorphie) eindeutig bestimmte irreduzible Teildarstellung von I(Y), deren
Einschrankung auf K die Darstellung 6 enthdlt. Eine entsprechende
Bezeichnung benutzen wir fiir L' bzw. L statt G.

5.4 SAa1z. Sei ve A, M€ K mit einem hochsten Gewicht u(v) und Q =MDU
eine spitzenférmige parabolische Untergruppe von G mit MD = Z ;(D). Dann gilt:

a) Ist n° der Charakter auf LY zu dem hochsten Gewicht u(v), der in n|L™
enthalten ist und A wie in 5.2, dann ist X =X%=(x|J*,A|i*) ein M-
regulirer Charakter von J* und FO(X)={n}.

b) Es sei it wie in dem Beweis von 3.1, y € d* sei durch
yla~ :=v|a™, y|dNt = —o(f,d)|dDNt
definiert, und Y=Y%:=(X,y). Dann ist E, ,=1(Y,n).

Beweis. a) Es sei w(a):=[det (Ad (a)|n'Np]~ %, ae L'NK. Dann ist °w
eine feine Darstellung von L'NK mit einem hochsten Gewicht pu(v)
—20(n'Np). Somit gibt es einen feinen Charakter y von J* mit
n°w € F' (y,dy). Da n°w ein Charakter ist, muss aber y=n’w|J* gelten.
Damit ergibt sich, dass X ein M-regulirer Charakter von J * ist mit = € FO(X)
(siche dazu [8, S. 245]). Ersetzen wir G durch L, v durch v und = durch =t
(siche Paragraph 4), dann ist n- € FX(X%) und ([8, S. 245])

#FO(X) = #FY(y,dy) = #FL(XY) .

Es geniigt also zu zeigen, dass # FL(X%) =1. Essei Q, =M,;DU,; =Q N L. Dann
ist Q, eine minimale parabolische Untergruppe von L und M, cL*. Wir
wihlen y € d* wie in Teil b und setzen I =1%(YY. Ist 6 € L* so, dass m(d,1%)
+0. Da
IY|L* = Indf, (x5 M) = @ m(nl| M, 0)0
gel*

gilt, folgt m(nt| M,,5)=%0. Nun liegt exp (ag)=M, in dem Zentrum von L*
(siche 4.1), es gibt also ein 3 € i(hg Nty)*, so dass u(v)—2e(n~,h*)+9 ein
hochstes Gewicht von ¢ ist. Insbesondere ist

181 = Izl = (919)+4(e.(M19) .

Da u(v)—20(n7,H*)+ 3 und somit auch 3 dominant sind, ist dieser Ausdruch
nicht negativ und genau dann gleich Null, wenn 3=0. Ist also ¢ ein minimaler
Math. Scand. 55 — 16
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L*-Faktor von I%, so folgt, dass 9=0 und wegen (4.2), dass J ein Charakter ist.
Es gilt LY =M, L& ([9,S. 26]). 8| L¢ und nt|L¢ sind beide irreduzibel und
gehoren zu dem gleichen Gewicht, also stimmen sie iiberein. Aus J| M,
=nt| M/ folgt dann d=n’ und FL(X"={n"}.

b) Die Bezeichnungen seien wie in dem Beweis von Teil a. Wir wihlen Q so,
dass u; die Liealgebra it aus dem Beweis von 3.1 ist. Wir nehmen zuerst an,
dass G zusammenhingend ist. Dann ist auch L zusammenhidngend (4.1). Nun
sind die Definition von y und die Konstruktion in dem Beweis von 3.1 gerade
so gewihlt, dass U(l)'* auf Hom, -+ (=% 1Y) durch den Homomorphismus
u +— @(u)(o) operiert, wobei

+

ola® :=vl|a*, ola” = v]a +o(i,d)|a" .

Es geniigt deshalb zu zeigen, dass ¢(fi,b)|a” =¢(47%(g,a))|a”. Daraus folgt
ndmlich EVL,,=IL(Y"; nY). Die Induktion in Stufen liefert zusammen mit 4.9 in
[8] und 4.4 die Behauptung fiir EC. Nach 4.3 ist

e(4(g.a)la” = (4™ (La)]a” .

Sei B e 4% (,a) und x € [;. Dann gibtes x; € [Nt*, x, e [Nt~ und x; e [Ns~
mit x=x, +x,+x5. Fir h e a™ mit g(h)£0 gilt

B(h)x; +B(h)x; +B(h)xs = [h,x] = [hx,]+[h x,1+[hx;] .

Da [h,x,] €s™, [hx,] €s* und [hx,] et?, folgt x,=0. Insbesondere ist
l,ct™@s™. Fiir h e DNt bekommt man aber

(h,x] = [h,x,]+[h x3] el;N t"®s") =0,
und das liefert [dNt,[,]=0. Genau so zeigt man, dass B|dNt=0 aus
p € A(ii,a), fla” £0 folgt. Beides zusammen liefert die Behauptung.
Es sei nun G beliebig. Dann ist Hom, ¢ (I°(Y; m)| Gy, ES0) %0, also auch
Hom, x (I°(Y; n), E®) + 0

([9, S. 26]). Es sei @ € Hom g (I°(Y; m), ES), @ +0. Dann ist Im & irreduzibel
und m(n, Im @) = 1. Aus 4.6 und der Definition von Ef ,erhdlt man Im @ = E,? v
Ist a=a*, so ist E¢, unitir nach 4.8. Aus 5.4 folgt deshalb:

5.5 Sarz. Die Bezeichnungen seien wie in 5.4. Ferner sei a=a*. Dann ist
16(Y, m) unitdr.

5.6 BEMERKUNG. Statt 4.4 hidtten wir gleich zeigen konnen, dass

ES = XS, I(YY; nb),n)
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gilt. Induktion in Stufen, Lemma 4.9, Lemma 4.10 und dessen Beweis ([8])
liefern dann sofort eine Konstante N, so dass 5.5, Teil b fiir alle v € A mit
(#(v)|2)>N (x € 4(n,h*)) richtig ist. Lemma 4.10 gibt aber keine Information
dariiber wie gross N ist. Deswegen und der Vollstandigkeit halber habe-ich
diese etwa umstidndlichere Methode gewihlt.

5.7 BEMERKUNG. Wenn wir davon ausgehen, dass G zusammenhédngend ist,
lassen sich die Beweise etwas vereinfachen. Es stellt sich aber heraus, dass es
wichtig ist, diese Resultate auch fiir nicht zusammenhingende Gruppen zu
haben (siche [5]). Dazu sei a,=af @a, ein Cartanraum von (go, 7, ) und g
das orthogonale Komplement von a4 in 3, (a5). Dann ist g 0- und t-invariant
und ag ist ein Cartanraum von (g, 7|g5,6|g9). Es existiert eine 6- und t-
invariante reduktive Liegruppe G°cG mit Z;(ag)=G°4~, wobei A~
=exp (ag ). Die Ergebnisse aus dieser Arbeit lassen sich nun auf G° anwenden.
Insbesondere ist die diskrete Reihe von G°/T°, mit T°:=(G° N T),, nicht leer
und u(v) ist davon unabhingig ob wir es mit Hilfe von v € ia und g, oder
vlag und g} bilden. Ist ferner = € K mit einem hochsten Gewicht u(v), so
gibt es genau ein 7° € (G°NK) mit einem hochsten Gewicht u(v), das in
7| G° N K enthalten ist. Die Darstellung E,(f: yla* VOn GO ist unitdr und enthilt
n° als einzigen minimalen G° N K-Faktor. Sei 4% (g, ay) €in positives System
in 4(go,a5), M3=go(4% (g, ag)) und N°:=exp (nd). Dann ist P°:=G°4~N°
eine parabolische Untergruppe von G und

Fo,:=Ind%E% , +®v]a~ ®1

eine unitdre Darstellung von G, die = als minimalen K-Faktor enthdlt. Wir
definieren C 20 wie nach 5.1 zu G und a, und C°®=0 analog zu G° und a* und
setzen C:=max {C,C°}. Dann gilt der Satz:

5.8 SaTz. Es seive Agund m e K mit einem hichsten Gewicht p(v). Dann ist
E,? , infinitesimal dquivalent zu der eindeutig bestimmten irreduziblen
Teildarstellung von F, ,, deren Einschrdnkung auf K die Darstellung r enthiilt,
und somit unitdr.

Aus diese Weise erhidlt man eine neue Schar von unitiaren Darstellungen
von G.
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