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ERWEITERUNG DREIELEMENTIGER BASEN
BEI KONSTANTER FROBENIUSZAHL

CHRISTOPH KIRFEL

Eine Menge A,={a,,a;,...,acN={1,2,. ..} mit (a;,a,,...,a)=1 heilt
eine Basis. Nur solche Mengen A, werden hier betrachtet.
Eine Zahl n € N heiBt darstellbar mit der Basis A,, falls

k
n= Y xa; x; €Ny =1{012...}, i=12... k.
i=1

Die grofite mit einer Basis 4, nicht darstellbare Zahl heiit die Frobeniuszahl
g(A,) der Basis.

Sei a € N, a nicht mit A, darstellbar. Selmer [5, § 4] hat das Problem der
Basiserweiterung A, , = A, U {a} bei gleichbleibender Frobeniuszahl aufgewor-
fen. Es geht dabei darum, A, und a so zu bestimmen, daB g(4,)=g(A;,,)
moglich wird. Er zeigt dort, daB3 dies fiir k=2 unmoglich ist, sodal bei der
Erweiterung von A; zu A, erstmals die Moglichkeit konstanter Frobeniuszahl
auftritt. Um diese Frage, die auch von Metternich [3] untersucht worden ist,
dreht sich dieser Artikel.

Diejenige Menge T'(a,), die aus jeder Restklasse (mod a,) den kleinsten mit
A, darstellbaren Vertreter enthélt, nennen wir das Minimalsystem fir A,
(mod a,).

Brauer und Shockley [1] haben einen grundlegenden Zusammenhang
zwischen Minimalsystem und Frobeniuszahl einer Basis entdeckt:

(M g(A)) = maxT(a,)—a, .

Dies gibt uns leicht die Frobeniuszahl zweielementiger Basen: g(A4,)=a,a, —a,
—a,.

Fiir dreielementige Basen A; hat Rodseth [4] das Minimalsystem mit
seinem Algorithmus berechnet. Die unten benutzte Darstellung geht auf
Metternich [3] =zuriick, der Rodseths Algorithmus um einiges verall-
gemeinerte.

Sei (a,,a,,a3)=1, (a,,a,)=d. (Rodseth setzt d=1 voraus.) Wir definieren

Sy = ax/d .

Eingegangen am 21. Februar, 1983.



ERWEITERUNG DREIELEMENTIGER BASEN ... 311

Dann existiert eine eindeutig bestimmte Losung s, der linearen Kongruenz
a,so = day (moda,), O0=so<s_,.

Falls s,=0, so setzen wir m= — 1. Falls 5,>0, so benutzen wir den folgenden
euklidischen Divisionsalgorithmus:

S-1 = {150 =5y, 0<s,<so
So = 4351 — Sy 0<s,<s,
Sm—Z = dmSm-1 Smo 0<Sm<sm—1
Sm-=1 = Am+15m ~ Sm+ 1> 0_5m+1<sm

Sodann definieren wir

P.,=0P,=d; Py, = g Pi—Pi_,, i=0,1...,m

) R = M

t al

Insbesondere gilt R; € Z, weil s,a, = P,a; (mod q,). Klar ist auch R_; >0, R,
<R;firi=—-1,0,...,m,und R,,,; <0. Bestimmt man nun —1 < <m so, daB}

R,4; 0 <R,,
dann gilt nach Rodseth:
T(a,) = {xa,+yay | 0Sx<s,—5,41, 0Sy<P,;,}
U {xa,+ ya, | Sp—Sy+15x<s, 0Sy<P,,,—P,},
und deshalb nach (1):
3 g(A4s) = s,a,+ P, a3—a,—a,—az+max{—s,,a,, —P,a;} .

Wie schon erwidhnt, ist das in unserem Artikel untersuchte Problem die
Konstanz der Frobeniuszahl g(4,) bei einer Erweiterung der dreielementigen
Basis 4; zu einer vierelementigen Basis A, = 4; U {a}, also die Bedingungen fiir

4) g(43) = g(4,) .

Natiirlich gilt stets g(A,)<g(45).
Es existieren eindeutig bestimmte «, § € N,, sodal}

aa, +pay; = a (moda,),
(0§a<sv—sv+l A0§ﬁ<Pv+l)

vV (S,—S,4 1 Sa<s, A0<SB<P,,,—P),
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d.h. aa, + Bas € T(a,). Dies ist der Fall, weil das Restsystem T(a,) vollstindig
ist und von jeder Restklasse genau einen Vertreter enthilt. Wir definieren

aaz +ﬂa3 —a
a,

)] R = eZ.

Falls a darstellbar ist mit A4,, so nennen wir a ein abhidngiges
Erweiterungselement. Dies ist genau dann der Fall, wenn a >aa, + fa;. Dann
gilt natiirlich (4). Im weiteren wollen wir uns nur noch mit wunabhdn-
gigen Erweiterungselementen a beschiftigen. Dann ist also

a < aa,+fas;, R>0.

Auch die GroBenordnung der Basiselemente von A5 wollen wit jetzt hier

festlegen:
a; < a, < ay.

Falls a<a,, konnen- wir die Basen A,=A4;U{a} mit (4) vollstindig
beschreiben.
I) Sei zuerst P,a;<s,,,a,.
1) B<P,,,— P, Dann ist nach (3) und (5)
g(4;) = (s,—Day+ (P, —P,—Da;—a,
= (s,—1—a)a,+ (P, —P,—1—Play+(R—1)a,+a.

Damit is also eine Darstellung der Frobeniuszahl g(4;) mit nichtnegativen
Koeffizienten mit der Basis 4, gefunden, also ist (4) unmoglich. — Dasselbe
Prinzip wird nun wiederholt (ohne weitere Kommentare) verwendet.

2) Bz P,,,—P,. Hier ist wegen (2) und (5)
g(AS) = (sv—svi-l—l—a)az+(2Pv+l_Pv—1—ﬁ)a3+(R+Rv+l-1)a1 +a.

Falls «>0 oder >P,,,—P,, so ist
6) (R+R,,ya; = (@+5s,41)a,+(B—P,4 )az—a
= aa,+(f—(Py+y—P)a;—a+s,.,a,—P,a; > 0,

weil a<a, <aj; und s, a,> P,a;. Dann ist wieder (4) unmdoglich.
Sei nun =0 und f=P,,,—P, (d.h. P,>0), dann ist

g(A3) = (sv—sv+l_l_za)a2+(2Pu+l_Pv_l_zﬁ)aS
+(2R+R,,;—1a, +2a
= (s,,—sv_H— 1)a2+ (Pv"‘ 1)a3+ (2R+Rv+l— l)al +2a .
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Falls =P, —P,>1, so ist
(2R+R,,y)a; = (P, —Pas;—2a+s,,,a,—P,a; > 0.
Ubrig bleibt a=0, =P,,,—P,=1, also a=a, (mod a,). Dann ist aber
g(A3) = (s,—Day—a; = (s,=Sy+1—a;+ P, a3+ (R, 41— Day
= (5,=8+1—Daz+ (P, \R+R,,, —Da, + P, ,,a.
Weil P,<s,,,a,/a3<5,,, ist dabei
(P,+1R+R, 1 1)ay = s,4,0,—Pyiya > (5,4,—P,—1)a, 2 0.
Zusammenfassend 148t sich also sagen, daB, falls P,a;<s,, ,a, und a<a,, so
ist g(A3)>g(Ay).
II) Sei nun Pa;2=s,,,4a,.
1) a<s,—s,,,- Dann ist nach (3) und (5)
8(A3) = (s,=S,41—Day+ (P, —Daz—a,
= (s,—S,41—1—a)a,+(P,,y—1—Plas+(R—1)a,+a.
2) a=s,—S,+,. Hier ist wegen (2) und (5)
g(4;3) = 2s,—Sy41—1—)a,+ (P, ., —P,—1—Pplaz+(R—R,~1)a, +a.
Falls a>s,—s,,, oder >0, so ist
W) (R—R))a, =oaa,+pa;—a—s,a,+P,a;
= (x—(s,—5S,+1))az+Bay—a+Pas—s,.1a, > 0,

weil a<a, <a; und Pa;=s, . 4a,.
Sei nun a=s,—s,,,; (d.h.s,,;>0) und =0, dann ist

g(43) = (2s,—sy41—1-20)a,+ (P,4, —P,—1-2f)a;
+(2R—-R,—1)a; +2a
= (Sy+1—Daz+ Py, —P,—as+ (2R—R,—1)a; +2a.
Falls a=5,—s5,,,>1, so ist
QR—R)a; = (s,—S,4+1)a,—2a+Pay—s,,a, > 0.

Ubrig bleibt x=s,—s5,,,=1, f=0, also a=a, (moda,). Sei zusitzlich P,a3
>s,a, dann schlieBen wir

g(A4;) = (P, —1az—a; = s,a,+(P,4y—P,—Das+(—R,—1)a,
= (P,;;—P,—Day+ (s,R—R,—l)a, +s,a .
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Wieder ist (4) unmoglich, weil hier
(s,R—R,)a, = s,(a,—a)—s,a,+P,a; > 0.

Wir kdnnen auch zeigen, dafl P,a; <s,a fiir (4) hinreichend ist:

Satz 1. Sei A,=A;U{a}, 1<a<a, und a, Ya. Dann sind die beiden
folgenden Aussagen dquivalent:
(1) a=a, (mOdal)’ Su_sv+1=1’ Sva;Pva3gsv+la2
(i) g(A;3)=g(Ay).

KOROLLAR. Sei A,=A;U{a} mit 1 <a<a,. Dann ist g(A,)<g(A45).

Wire namlich g(A4,)=g(4;), so ergeben a=a, (moda,) und a<a,, daBl
a,2a;+a. Mit s,,,=s,—1>0 und a<a,, folgt dann

Pva3 2 Sp+1dz 2 Sy41d1+5,410 = S, +S,a—a
2 a,+s,a—a > sa,

also ein Widerspruch.

Um Satz 1 zu beweisen, bemerken wir zuerst, daB (ii) => (i) schon oben

gezeigt wurde. Die umgekehrte Beweisrichtung erfordert einige neue
Gedankenginge. Wir definieren

L; = x,a,+y,a;+ia = g(A;) (moda,), ieNg,
(Oéxi<su_sv+l /\Ogyi<Pv+l)
Vv (su_su+1§xi<sv A Oéyi<Pv+1_Pv) »

d.h. x,a; + y,a; € T(a,). Hier sind dann L, x; und y; eindeutig bestimmt.

Der Beweis lduft nun darauf hinaus zu zeigen, daB L;> g(4,) fiir alle i € N,
Dies bewirkt aber die Konstanz der Frobeniuszahl, denn angenommen g(4,)
>g(A,), dann ist g(A4;) mit A, darstellbar, also

g(A3) = )?lal +)A62a2+553a3+ia
g(A3)—ia = X,a,+X;3a; = x,a,+y,a; (moda,)
g(A3) = X,a, +Xsa;+ia = x,a,+ya;+ia,

weil T(a,) das Minimalsystem ist.
Induktionsanfang: Ly,=g(A3)+ay,

L,

(Sv_l)a2+ (Pv+1-Pv_1)a3+a
g(A3)+a; +(s,—1)(a,—a)+s,a—P,a; > g(4,).
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Induktionsschritt: Es sei bereits gezeigt, daB L,>g(A4;) fir k<i.

A) x;=0. .

a) y;2P, = L;,,=(s,—a,+ (y;— P,)as + (i+ 1)a, denn

Liy,—L; = (s,—D(a;—a)+s,a—P,a; = 0 (moda,).

Livy 2 L > g(4y).

b) y;<P,= L;y;=y;+P,.;—P,as+ (i+1)a, denn

Liy,-L; = (P,,y—PJas+a = (P,,;,—P)az+(s,—s,4,)a, = 0 (moda,).

L.y > L; > g(A,).

B) x;>0, dann ist y;<P,,,—P, und

Liyy = (x;—Day+ya;+(i+1a.

Nun ist i+ x;—s,=0fiiri=1 und i+ x; —s,20 fiir i> 1, denn wéchst i um 1, so
fallt x;, hohstens um 1.

Livy_s, = i+ Plas+(i+x;—s)a,
denn

Livi—Liy, s, = (x;—D(a;—a)+s,a—P,a; = 0 (moda,) .

v

Li+1 = Li+x.*sl‘+sua_Pva3 g Li+x,—s. > g(A3) .

Damit ist Satz 1 bewiesen, und wir konnen das Erweiterungsproblem fiir a <a,
als gelost betrachten.

Bereits fiir den Fall a <a; wird die Charakterisierung der Basen 4, mit (4)
recht kompliziert. Wir wollen uns hier mit der Erwédhnung eines
charakteristischen Kriteriums begniigen, ohne den Beweis auszugeben.
Vollstindig finden sich die Resultate in Kirfel [2].

SA1z 2. Sei Ay=A;VU{a}, a unabhdingig von A, und 1 <a<as. Sei zusdtzlich
P,as2s,, a,, dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

i a=s,—5,+1,, B=0;
P, -1
ik S -1
|: Pv ] qv+1

|:(c+l)sv_sv+l_1:|R’ 1<e¢
o

Auch fiir den Fall Pa, <s,, ;a, 1aBt sich ein Kriterium aufstellen, das 4, im
Falle (4) vollstindig beschreibt. Dieses ist natiirlich mit Satz 2 eng verwandt.

cR

v
lIA

v

(if) g(A;) = g(Ay).
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Zum SchluB} soll noch erwédhnt werden, daB fiir den Fall a>a; die hier
benutzten Mittel nur noch wenig hergeben, sodaB dieser Teil der
Erweiterungsproblematik noch ungelost bleibt.

Fiir den Fall eines generellen a mit g(A4;)=g(4,) konnen wir doch eine
untere Schranke angeben. Aus (6) und (7) folgt s,,,a,—P,a;=a falls s,, ,a,
>Pa, P,uy—s,.,a,5a falls Pay=s,.,a,. Insgesamt gilt also fiir ein

unabhiingiges Erweiterungselement a mit (4):
|P0a3—sv+la2| Za.

Das bekannte Beispiel A;={137,251,256} ist in Rodseth [4] durchgerechnet.
Es gilt v=4, P,a;—s,, ,a, = 1049. Metternich [3, S. 72] gibt drei Moglichkeiten
fir a an, ndmlich a=1597, 1802, 1817. Jeweils gilt g(A;)=g(A,)=4948.

Ich muB hier auch einen besonderen Dank an Prof. E. S. Selmer richten, von
dem ich das Problem der Basiserweiterung erhalten habe, und der mir bei der
Ausarbeitung des Artikels behilflich war.
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