MATH. SCAND. 54 (1984), 177-182

SEMI-GROUPES DE MOMENTS

CHRISTIAN BERG

La question des semi-groupes de moments, abordée et résolue par
Buchwalter et Cassier [3], [4] pour le cas d’un intervalle fermé et stable par
opération produit p(x, y) = xy, et résolue par Buchwalter [5] pour le cas d’un
compact convexe stable de RP, se pose également dans le cadre de I'analyse
harmonique sur un semi-groupe abélien S. Les cas particulier = (N3, +)
correspond ainsi aux travaux [3]-[5]. A tout semi-groupe abélien S est associé
le semi-groupe compact S des semi-caractéres bornés. Dans le travail de Berg,
Christensen et Ressel [1] les semi-groupes (u,),», de sous-probabilités sur §
sont caractérisés par les fonctions appelées définies négatives. En utilisant ce
résultat nous allons caractériser les semi-groupes (4,), >, portés par un compact
stable K de S, cest-a-dire un sous-semi-groupe compact K de §, et nous
obtenons ainsi une généralisation du Théoréme 4 de [5]. Dans ce qui suit nous
utilisons la terminologie de [2] qui parfois différe de celle de [1].

Soit S un semi-groupe abélien admettant un ¢élément neutre 0. On appelle
semi-caractére de S toute application g: S — R vérifiant o(s+t)=p(s)o(t) et
2(0)=1. Un semi-caractere borné prend ses valeurs dans l'intervalle [ —1,1].
Pour la topologie de la convergence simple 'ensemble S des semi-caractéres
bornés est un semi-groupe abélien compact, I'élément neutre étant la fonction
s v 1, notée 1. Nous rappelons la définition suivante:

DeriNiTION 1. Une fonction ¢: S — R est définie positive (respectivement
définie négative) lorsque 'on a la condition

n
Y @(s;i+s)cic; 2 0 (respectivement <0)
i,j=1

pour toute suite finie s,,...,s,€S et toute suite finie c;,...,c,eR
(respectivement telle que 3" ¢;=0). (Au lieu de définie positive (négative) on dit
aussi de type positif (négatif).)

Notons que ¢: S — R est définie négative si et seulement si la matrice
(—@(s;+s)) est de type quasi-positif quel soient s,,...,s, € S, utilisant la
terminologie de [4], [5].
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Nous rappelons le résultats principaux sur les fonctions définies positives et
négatives. Le théoréme suivant est dii a Lindahl et Maserick [6] et fut retrouvé
indépendamment par Berg, Christensen et Ressel, cf. [1] ou [2, Theorem 4.2.8].

THEOREME 1. Pour une fonction ¢@:S — R les assertions suivantes sont
équivalentes:

(1) @ est bornée et définie positive.
(i1) @ admet une représentation

p(s) = L e(s)du(e)
ou p est une mesure de Radon positive sur S, uniquement déterminée.

L’application u v i, ou

fi(s) := JQ(S)du(Q) pour seS§,

est donc une bijection affine du cone M, (S) des mesures de Radon positives
sur S sur le cone P*(S) des fonctions bornées et définies positives sur S. On
démontre facilement le théoréme de continuité suivant: p ~ ji est un
homéomorphisme pour la topologie étroite (=vague) sur M, (S) et la
topologie de la convergence simple sur P®(S), cf. [2, Theorem 4.2.11].

THEOREME 2. Pour une fonction Y:S — R les assertions suivantes sont
équivalentes:

(i) Y est bornée inférieurement et définie négative.

(i) A (s)=y(s+a)—yY(s) est définie positive et bornée pour tout a € S.

(iii) Il existe une constante c € R, une fonction h: S — [0, 00[ additive et une
mesure de Radon positive u sur S\ {1} telles que

Y(s) = c+h(s)+JA (1-o()du(o) -
S\ {1}
(Formule de type Lévy-Khinchine.)
REMARQUES (1). Pour la démonstration voir [1] ou [2, Theorem 4.3.20].
Dans [1] on suppose y 0. Il faut donc appliquer le résultat de [1] a4 y — (0).

(2) Le triplet (c,h,p) dans (iii) est uniquement déterminé et I'on a c=y(0),
h(s)=lim,_, , (1/n)y(ns) et u est la mesure de Lévy déterminée par
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(1—g(@)u+h(a)e, = 6, pouraes
ol g, € M, (5) est telle que 4,y =6,.

(3) On voit facilement de la démonstration dans [1] que la condition
suivante est encore équivalente aux conditions (i)—(iii).

(i1) 4,y est définie positive et bornée pour tout a € G, ot G est un ensemble
générateur de S, ie. tout élément s € S\ {0} est somme finie d’éléments de G.

En effet, avec la notation de [1] les ensembles O, a € G forment encore un
recouvrement ouvert de S\ {1}. Les mesures u e M, (S\ {1}) qui peuvent
apparaitre dans (iii) sont caractérisées par [(1—g(a))du(g)<oo pour tout
a € S ou méme seulement pour tout a dans un ensemble générateur.

Le lien entre les fonctions définies positives et négatives est donné par le
théoréme de Schoenberg, cf. [1] ou [2, Theorem 3.2.2]: : S — R est définie
négative si et seulement si exp (—ty) est définie positive pour tout ¢t=0.

DeriNITION 2. Un semi-groupe de convolution sur S est une famille (1), 50
de mesures de Radon positives sur S telle que

() p*pu=py s
(i1) po=2¢,
(ii1) t ~ p, est continue.

(La convolution p v de deux mesures sur $ est définie comme la mesure image
de u®v par l'application produit de S x S dans §.)

Par le théoréme de Schoenberg et le Théoréme 1 il y a une correspondance
bijective entre 'ensemble .47 (S) des fonctions définies négatives y: § — R qui
sont bornées inférieurement et I'ensemble des semi-groupes de convolution
(#)r 20 Sur S, établie par exp (—ty)=fi, pour t=0.

Soit K < § un compact stable de S, cest-a-dire K est un sous-semi-groupe de
S tel que 1€ K. Le théoréme suivant caractérise les semi-groupes de
convolution portés par K.

THEOREME 3. Soit K <8 un compact stable. Alors relativement a une fonction
¥: S — R les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) 11 existe un semi-groupe de convolution (i), o sur S porté par K tel que
exp (—ty) = fi, pour tout 120.

(ii) La fonction ¥ est élément de A7(S) et admet la représentation
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y(s) = '11(0)+h(S)+J (1—e(s)dulo)

K\ {1}
ou la mesure de Lévy p est portée par K\ {1} et exp (—th) € K pour tout t=0.

PREUVE. « (i) = (i) ». I est clair que y € #7(S). La mesure de Lévy u
est donnée par

I
po=lim— (| S\ {1})
t»0

pour la topologie vague associée a I'espace localement compact S\ {1} (cf. [1]
ou [2, Lemma 4.3.12]), et il en découle que u est portée par 'ouvert K\ {1}.

Pour tout n € N la fonction s ~ (1/n)y(ns) appartient au cone A7(S) et
correspond au semi-groupe de convolution (p,(i,,);>0 OU P,: S S est
I’application p,(g)=¢":

exp(—%l//(ns)) = JQ("S)dM:/n(Q) = fQ(s)"dﬂt/n(Q)*
On a

supp (Pa(kya)) = Palsupp () € K .
Pour tout ¢t >0 la fonction g(h,t): =exp (—th) est un semi-caractére borné sur
S, et

lim exp(—%n/z(ns)) =exp(—th(s)), seS.

n—oc

Par le théoréme de continuité la suite (p,(y,,)) tend vers la mesure de Dirac au
point g(h,t) quand n — o0 et par conséquent g(h,t) € K.

« (i1) = (i) ». Posons

vuls) = L { (1—o(s)du(@), seS
Nt}

et soit (o,),»0 le semi-groupe correspondant a y,. Alors

uy = exp(_t'//(o))go(h.z)*an t>0,

et il suffit donc de vérifier supp (6,)= K pour tout t>0. Pour un compact
L8\ {1} posons

Y Lls) = L (1—o(s)dule) = p(L)— (x| LY (s).
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La mesure o, ; sur S telle que exp (—ty, )= G, est donnée par la formule
suivante

o, = exp (—tu(L)) Z —|(u|L

et on voit directement que supp (cr, )€K sous I'hypothése que u soit portée
par K\ {1}. Quand L croit vers S\ {1} alors Y, L(s) croit vers y,(s) et le
théoréme de continuité entraine lim, 0, . =0, pour la topologie vague sur S, en
particulier supp (o) =K.

Pour §=N§ les semi-caractéres bornés sont donnés par n ~ x" ou x €
[ —1,1]%. Ou peut donc identifier le semi-groupe compact § au cube [—1,1]?
avec la composition (x,y) ~ xy=(x;y,. Les fonctions y € & i(N5) sont
données par

Y(n) = l//(0)+<a,n>+f (1=x")du(x)
=111y

ou a € RE et u est une mesure de Radon positive sur [ —1,1]°\ {1} telle que

J‘ p—x;—...—x,)du(x) < oo
[=11\ {1}

(Ici 1=(1,...,1))

Comme cas particulier du Théoréme 3 nous pouvons énoncer le résultat
suivant qui généralise le Théoréme 4 de [5]. Dans [5] le compact stable K<
[—1,1]7 est supposé convexe et d’intérieur non vide, mais la condition
(e™*) € K pour tout t>0 est remplacée par la condition (¢™*) € K.

THEOREME 4. Soit K< [ — 1, 1]? un semi-groupe compact tel que 1 € K et soit
¥: N§ — R une fonction. Pour qu’il existe un semi-groupe de convolution (i),
sur [ —1,1]? porté par K tel que

exp (—ty(n) = J x"du,(x) pour t=20, n e Nj
K
il faut et il suffit que y admette la représentation

Y(n) = ¢(0)+<a,n>+J (1=x"du(x),

K\ {1}

ou a=(a;) € R%, satisfait a la condition (e™**) € K pour tout t>0, et u est une
mesure de Radon positive sur K\ {1} telle que

J (p—x;—...—x,)du(x) < 00
K\ {1}
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