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FONCTIONS CONVEXES DE PREMIERE CLASSE

JEAN SAINT RAYMOND

Resume.

On démontre ici que si X est un convexe borné complet dans un e.l.c.s., toute
fonction convexe f de premiére classe sur X est fortement convexe, c’est-a-dire
vérifie, pour toute probabilit¢é u de Radon sur X, I'inégalité

Jf () dp(x) = f(rp)

si ru est le barycentre de u.

Abstract.

It is proved that if X is a bounded complete convex subset of a Hausdorff
locally convex space, every convex function f of first class on X is strongly
convex, i.e. satisfies, for all Radon probability measure u on X,

jf () du(x) = f(rp)

where ru denotes the barycenter of .

Le résultat que nous démontrons ici étend aux fonctions convexes un
résultat antérieur de G. Choquet, relatif aux fonctions affines de premiére
classe sur un convexe compact, qui affirme que ces fonctions vérifient le calcul
barycentrique.

On remarque pour commencer que l'intégrale ci-dessus a un sens dans
RU{+ 00} puisque fest minorée sur X, comme il résulte de la démonstration
de [2]. En effet, méme si f n’est pas borélienne, la fonction f construite sur
le cone positif P de I! est de premiére classe sur I'espace polonais P, donc
borélienne.

On étudie maintenant le cas ou la mesure u est atomique.

THEOREME 1. Soit X un convexe borné complet dans un el.cs. Alors toute
fonction convexe f de premiére classe sur X est dénombrablement convexe.
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S’il n’en était pas ainsi, il existerait une suite (x,) dans X et A°=(4?) dans la
base A={Ae P I Al =1} du cone P tels que

f(f A;’xn) > i 2f(x).

Quitte a ajouter une constante a f; qui est minorée sur X, on peut supposer f
positive. Si on pose a,=A2 f(x,), la série 4 termes positifs («,) est convergente,
de somme inférieure a £ (3 A%x,). On définit une fonction sous-linéaire fsur le
cone P par

Jo =0
T =1, f(Z ”f{” )

Puisque I'application
A,
b: A
Z Al

est continue de P\ {0} dans X, fest de premiére classe sur P\ {0}, donc aussi
sur P.

On définit maintenant une application ¢ sur le compact K={0,1}N par
PO =T(E.2% ob £.2°=(&,.20),

Puisque I'application & — &.A° est continue de K dans P, ¢ est de premiére
classe de Baire sur K. Alors I'ensemble

= {C e K | (P(é)éi énan}
0

est un G; de K puisque la fonction & — @(&)—YF &,a, est de premiére classe,
et dense dans K puisque si & est la fonction caractéristique d’une partie finie J
de N, on a, en notant (e,) la base canonique de I':

0 =I(ZJ A,) S 5 BT = T B =3 i

L’application £ — £*=1—¢ est un homéomorphisme de K sur lui-méme;
donc A*={¢*| ¢ € A} est un G, dense de K. Il en résulte que AN A*+ . Etsi
Ee ANA* ona e Aet &* e A, donc, puisque A®=EAC + £*A0;

o1) = 70 < JEAV+TE ) = 0(O+0(E*)
< S EatS (1-& =3 o,
0 ] 0

contrairement a ’hypothése faite sur A° que
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F(°) = (Zlo >>§lﬁf(x,,)=§a,,.
) 0

Et ceci achéve la démonstration.
Pour passer au cas général, on étudie maintenant le cas ou X est compact,
et u diffuse.

LeMME 2. Soient X un convexe compact, u une mesure diffuse sur X, f une
Sfonction convexe de premiére classe sur X, et >0. Il existe un convexe fermé X'
de X, distinct de X, y' mesure sur X', inférieure a p tels que p=0 ou ||u—u'|| >0
et

Lf(x)d(u—u') 2 lu—plIl(f(y)—9)

si on note y le barycentre de (u—p)/\lu—u'|l.

Si u+0, on pose S=suppu et Y=convScX, d'ou Y+ . Puisque fest de
premicere classe, il existe un ouvert U non vide de Y tel que f(U) ait un diamétre
inférieur a o. Il résulte du théoréme de Krein-Milman que U contient un point
a=Y14y, ou 4,>0, ¥1A4=1, y, € £(Y). Les points extrémaux y, ont des
voisinages respectifs T; qui sont des tranches {y € Y| [,(y)<#8,} telles que

[z;e T, i=1,2,...,n] = ) Az;e U.
1

De plus, puisque &(Y) est inclus dans S, T;N S est un ouvert non vide de §, et
u(T)>0. Comme pu est diffuse, u({y;})=0; il existe donc des tranches T;,
voisinages de y;, définies par T;={y € Y| L(y)<8;} avec

yieTicT,cT,

1
0 < —y(T) < mf ,u(Tk)

On choisit alors g tel que

sup — u(T”) <g< mf M(Tk)

A

Pour chaque i, la fonction

B (0 ___l (x)) s/1—-s
Piss) = [(e ZL0), (09 =), ]

est continue de Y x]0,1[ dans [0,1], vaut 1 si x € T; et 0 si x ¢ T,. Donc
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Yils) = L @i(x, s)dp(x)
est continue sur 0, 1[, et
1iﬂ; Yils) = u(T) > Ao > limy,(s) = w(T) .
Eind s—1

Il existe donc s; € ]0, 1[ tel que y; (s,) A;0. On pose alors du;(x) = @,(x, s)du(x).
Il en résulte que y; est portée par T, ||u;]| = A0 et u— y; est portée par Y— T Si
on pose maintenant

Wo=pu=
i=1
Ui _
z;=r|l—1»)€eT;
(Ilﬂ.ll)
X'= ) (N\T) <X

on a |u—p|=21lmll=214e=¢>0, X\ X'o2Y\X'+@. De plus, si on
définit sur Y,

f() = liminf f(2)
zeY

f est convexe et s.c.i, minore f;, et
VyeU J)z inf ) 2 ().
Alors
L S(x)dpi(x) = J . Sf(x)dp;(x) 2 J . FOdp0) 2 il F(2)

puisque f vérifie les inégalités barycentriques.

f fdu—g) = 3 J £ ()
X X

1

I

i A-‘QJT(Z.') 2 Qi({:; ).l-zi)

i)

car z;e T, et Y1 Az;e U. Et puisque y=314z; est le barycentre de
(u—w)/lu— ], on obtient le résultat cherché.

THEOREME 3. Soient X un convexe compact et u une probabilité de Radon
diffuse sur X. Si f est une fonction convexe de premiére classe sur X, on a
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L f)du(x) = f(ru)

si ru est le barycentre de p.

On construit par récurrence, éventuellement transfinie, une suite
décroissante de convexes compacts X, et une suite décroissante u, de mesures
portées par X, indexées par les ordinaux, avec

Xo=X,po=p

ll#a+1" < ”ﬂa” ou u, = 0

jf(x)d(ﬂr#m) Z = o1l (f(¥)=9)

ou y, = l‘( Ko — Ha+1 )
* “#a_“aﬂ'l”

Pour t de 2e espéce X, =) X,, y.=limpy, .
T

a<t a

On construit y,,, & partir de p, en utilisant le Lemme 2, et si 7 est un ordinal
limite, puisque

o =B <t = gl = luall = llpgl

A

[l = inf ||, |
y<t

les mesures (u,),<. convergent en norme vers une mesure p, portée par
Ny<: X,=X,, quand « crojt vers t.

La suite ||u,| étant décroissante, il existe un ordinal dénombrable y tel que
lu,l =1llpy 441, donc p,=0. On a alors, en norme,

b= (Ha—Hasr)

1= |lul = Z,y llpe = Bas 1l
d’ou
L f(x)du(x) = a;y jf(x)d(“a—“a+l) 2 a;y e = Ha 41 11 (f (¥) = )
2 Ey e = M all- f (9a) =0

et puisque
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r= Y =t il Ve
a<y

le Théoréme 1 entraine que

Lf(X)du(x) 2 Y e Masill fYI—8 2 frp)—6

a<y
d’ou le résultat, puisque J est arbitraire.
THEOREME 4. Soient X un convexe borné complet dans un elcs. et p une

probabilité de Radon sur X. Pour toute fonction convexe f de premiére classe,
on a

fx Sx)du(x) 2 f(ru)

si ru désigne le barycentre de p.

La mesure u est la somme d’une mesure atomique u, =37 4,6, et d’'une
mesure de Radon diffuse u,, qui est portée par le réunion d’une suite (S,) de
compacts deux a deux disjoints. Si on note v,=pu,5, X,=convS§, et z,

=r(v,/llv.ll), les convexes X, sont compacts puisque X est complet et portent
les mesures diffuses v,. Il résulte alors du Théoréme 3 que

L S dvy(x) 2 vl f(z,)
et puisque

U= lpl = e+l = ;ll..|+21: val

il résulte du Théoréme 1 que

f £ dux) = § A,f(y.,)+§ L Fdvx) 2 i A"f(y")+§ Il £ (z)

2 f(z NI -Z..)
1 1
qui est I'inégalité cherchée, puisque

rn = 21:&,)’#; vall - 2, -

Et ceci achéve la démonstration.
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THEOREME 5. Soient X un convexe compact métrisable et f une fonction
convexe de premiére classe sur X. Alors f est limite simple d’une suite de fonctions
convexes continues (f,).

Puisque fest de premiére classe de Baire et minorée par m, il existe une suite
p

g, de fonctions continues minorées par m qui converge vers f simplement. Si

on pose g,=sup,,8,+1/net g, =inf, -, g, g, est s.ci, supérieure a f+ 1/n, et

g, est s.c.s., minorée par m et inférieure a f. Si K, désigne le compact de

XxR:{(x,t)| mSt<g,(x)},

F, le fermé de X xR {(x,t) l t2g,(x)}, et C,,=c_on—vF,,, onaK,NC,=. En
effet, I'application r de .#'(F,) dans X xR est affine et propre et son image
contient F,. Donc r(.#"'(F,)) est un convexe fermé de X x R contenant F,,
donc C,. Si @ est une probabilité sur F, de résultante (x,t) et de projection u
sur X,on a V(ys)eF, s=g,(»=f(y)+1/n donc

t = J. (f(y)+1>du(y) = f(ru)+1
X n n

1
t2 f(x)+-
n
ce qui prouve que C,c{(x,1) [ t>f(x)} =K.

Le théoréme de Hahn—Banach permet alors de séparer chaque point de K,
du convexe C, par une forme linéaire ¢t —1,(x). La compacité de K, entraine
alors I'existence d’une famille finie (I{",. . ., 1{") de formes affines continues telles
que

VxeX gix) <supl(X) < g,(X).
k

TS

Les fonctions convexes continues f,=sup;< I{ répondent a la question
puisque

liminf f, > liminfg! = f

n—oc n—oo

et

limsup f, < limsupg, = f

n— 0o n—oc

ce qui termine la démonstration.

On peut démontrer plus généralement le théoréme suivant:
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THEOREME 6. Soient X un convexe compact et f une fonction convexe de
premiére classe sur X. Il existe un filtre sur 'ensemble des fonctions convexes
continues sur X qui converge quasi-uniformément vers f.

La démonstration est essentiellement la méme. La fonction f est limite
quasiuniforme d’un filtre & sur € (X) puisqu’elle est de premiére classe (cf. [3]).
Pour chaque ensemble 4 du filtre &# et chaque entier p, on considére les
fonctions sur X:

uy ,(x) = inf(g(x)—1/p)
geA

V4,p(X) sup (g(x)+1/p) .
ge

La fonction u, , est s.cs. et inférieure a f—1/p. La fonction v, , est s.ci. et
supérieure a f+1/p. La fonction v, , définie par

U4,,(x) = inf Ux ve,(Ndu(y) | ue #(X)et rp=x}

est convexe, s.C.i. et inférieure a v, p De plus, on a

v

U 4,p(%) inf”xf(y)'du(y)% ue M (X) et ru=X}

> f(x)+% > uy ().

On en déduit, comme dans le théoréme précédent, 'existence d’une famille finie
(y,. . .,1) de fonctions affines continues sur X telle que, pour tout x de X:

Uy p(x) < 32;}() L(x) < D4,(x) = vy ,(x).

Alors, si on pose ¢4 ,=sup;</; et
C(4,p) = {‘Pa,ql Be &%, Bc4, qge N, q=p}
les

forment la base d’un filtre 4 sur les fonctions convexes continues. Et ¥
converge quasi-uniformément vers f puisque si F est fermé de X, et >0, il
existe p>2/e, A € & et U ouvert de F, non vide si F+ (&, tels que
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N ™

sup [f(x)—g(x)| =
geA,xelU

2 f(x)—e

|-

Alors, si g=p IuB'q(X) > f(x)—%-

xeUet BcA

5.q(0) < vg,(0) < f(x)+§+}l < f+e

dou |pp (x)—f(x)ISe ce qui achéve la démonstration, puisque
SUPyeC(4,p), xeU |(P(X) _f(X)l Se.
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