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SYMETRISATION DANS L’ESPACE DE GAUSS

ANTOINE EHRHARD
Introduction.

En 1975, Christer Borell démontre une inégalité isopérimétrique dans les
espaces de Gauss (en dimension infinie) [8] & partir des inégalités de E.
Schmidt [26] et du « lemme de Poincaré » ([21], [15]). Cependant, alors que
les propriétés extrémales des demi-espaces pour la mesure de Gauss, déja mises
en évidence par H. J. Landau et L. A. Shepp en 1971 [20], apparaissaient
clairement, aucune méthode ne permettait de démontrer directement de telles
inégalités.

Les inégalités isopérimétriques ont préoccupé les géométres depuis fort
longtemps: certains résultats sont déja mentionnés par Archiméde. Les
approches modernes sont de deux types essentiellement. La méthode ana-
lytique, qui traite le probléme d’isopérimétrie par le « calcul des variations »,
a été utilisée pour la premiére fois par Jacques et Jean Bernoulli (In Acta
eruditorum Mai 1697), puis généralisée par Léonard Euler en 1744 dans
« Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes,
sive solutio problematis isoperimetrici latissimo sensu accepti » et par Joseph-
Louis Lagrange en 1762 (Misc. Soc. Taur.). La méthode géométrique qui nous
intéresse est la symétrisation de Steiner. Elle a été introduite par Jakob Steiner
en 1836 pour montrer les propriétés extrémales des cercles et des disques dans
les problémes classiques d’isopérimétrie. Felix Bernstein a obtenu en 1904
Iinégalité isopérimétrique sur la sphére euclidienne par une méthode similaire
(Math. Ann. 60 (1905), 117-136). Enfin Erhard Schmidt a généralisé ces
raisonnements aux espaces sphériques et hyperboliques de dimension
quelconque en 1948.

Notre but ici, est de montrer que les ideées de J. Steiner (c.f. W. Blaschke [3])
s’appliquent dans I'espace de Gauss et permettent de démontrer de maniére
élémentaire et d’interpréter géométriquement l'inégalité isopérimétrique de
Borell. A cet effet, nous introduisons une « symétrisation » adaptée a la
situation gaussienne. Remarquons de plus que, suivant linterprétation de
Schwarz (cf. [2], [22], [3], [13]) la symétrisation de Steiner est une
représentation géométrique des réarrangements équimesurables des fonctions
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pour la mesure de Lebesgue. Cette observation donne lieu a d’¢légants énoncés
comme le théoréme de H. A. Schwarz, H. Brunn et H. Minkowski: nous’
prouvons un théoréme du méme type pour la mesure de Gauss.

Cet article est divisé en quatre parties. Aprés avoir introduit nos notations et
rappelé quelques résultats classiques, nous consacrons le paragraphe 1 a la
définition des symétrisations gaussiennes et a I'étude de leurs propriétés de
base. Dans le paragraphe 2 nous démontrons linégalité isopérimétrique de
Borell (cf. [8] pour la généralisation en dimension infinie). Le paragraphe 3 est
Pextension du théoréme de Schwarz-Brunn-Minkowski a I'espace de Gauss.
Au paragraphe 4 nous donnons quelques applications du 3 dont une a
I’équation de la diffusion.

0. Notations et rappels.

Pour tout couple (4, B) de sous-ensembles de R" et pour tout 4 € R, nous
posons:

A+B = {x+y; xe A, yeB} et A4 = {ix; xeAd}.

Pour tout > 0 nous notons B, (0, ) la boule euclidienne fermée de centre 0 et
de rayon r dans R" et S,_,(0,r) sa frontiére.

"Pour tout sous-ensemble 4 de R" et pour tout nombre r >0 nous désignons
par A, 'ensemble défini par:

A, = A+B,0,7).

Le produit scalaire usuel dans R” étant noté {-,-), pour tout u dans
S,-1(0,1) et pour tout A € R, nous désignerons par H(u, A) le demi-espace
ouvert de R" défini par:

H@u,A) = {xeR"; (x,up>A}.

Si E et F sont deux sous-espaces vectoriels de R" tels que E £ F nous notons
E} le supplémentaire orthogonal de E dans F, et nous posons pour simplifier:
E!'=Egn.

Nous notons 0, respectivement &, respectivement ', 'ensemble des parties
ouvertes, respectivement fermées, respectivement compactes (non vides), de R".
Nous munissons ¥ de la distance de Hausdorff, notée dy, définie pour tout
couple (4, B) d’¢léments de X" par:

dy(A,B) = inf{r>0; A4,2B, B,24},

et pour laquelle (', dy) est un espace métrique complet. Si {4;; j € N} est une
suite d’éléments de )", nous notons
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limA4; = A4,

Jj—oo
si et seulement si
AeX et limdy(4,4) =0.
© jooo

Soient &/ et # deux parties non vides de 2(R"); une application f: o — &
est appelée transformation d’ensembles de domaine Dom (f)=./ et d’image
Im (f)=#%. La transformation d’ensembles f: o/ — & est dite monotone si
pour tout couple (4, B) d’¢léments de o tel que A< B, on a: f(4) = f(B). Nous
dirons que f: .o/ — A est ouverte, respectivement fermée, si pour tout A4
ouvert, respectivement fermé, dans .o/ I'ensemble f(A) est ouvert, respective-
ment fermé. Soit f: o/ — % une transformation d’ensembles; f est dire
intérieurement continue si pour toute suite croissante d’ouverts {G;; j e N}
dans o/ telle que UG; e o, on a: f(UG)=Uf(G)); fest dire extérieurement
continue si pour toute suite décroissante de fermés {F;; j € N} dans .« telle que
NF;e o, ona:Nf(F)=f(NF).

Une transformation f: o/ — £ est dite régularisante si, pour tout fermé F de
& et pour tout r>0 tel que F, € &, on a:

f(F) 2 f(F),.

Les résultats suivants sont utiles (cf. [24])

0.1. ProposiTION. Soit f: OUF — P(R") une transformation d’ensembles
montone, intérieurement continue; si f est régularisante, alors f est ouverte.

0.2. ProOPOSITION. Soit {f;; j € N} une suite de transformations d’ensembles, de
domaine o contenant OUF, telle que pour tout j21, f; soit fermée et
régularisante; si pour tout fermé F dans R" il existe un nombre R, tel que:

VR > R, lim fi(F) N B,(0,R) = fo(F) N B,(0,R),

J=
alors f, est régularisante.

Nous notons y, la mesure canonique de Gauss sur (R”, Z(R") elle a pour
densité:

a(dx) = [exp (=3{x, x))1dx/2n)"2 .

Plus généralement, tout sous-espace affine L de dimension k dans R" porte
une mesure gaussienne canonique y, dont la moyenne est la projection
orthogonale de I'origine sur L (cf. [11]).

Nous notons @ la fonction de répartition d’une variable aléatoire de loi
A7(0,1), @ est donnée par:
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t

Vi, —00 £t 5 +00, ¢D(t)=f

exp (—1u?) du/]/E; .

1. Symétrisation, construction et premiéres propriétés.

Soit T un sous-espace vectoriel de R", de dimension n—k (1 <k < n), soit u un
¢lément de S, _, (0, 1) orthogonal & T; nous notons S = S(T,u) I'application qui
a tout ouvert (respectivement fermé) 4 de R" associe le sous-ensemble
mesurable A'=S(4) de R" qui satisfait aux conditions suivantes:

Pour tout x € T, I'ensemble 4'N (x+ T*) est
() &, sip(AN(x+TH) = 0;
() x+TL sip(AN(x+TY) =1,

(i) H(u,a)N (x+T*) (respectivement H(u,a)N (x+ T4), si (AN (x+TH)
€ ]0,1[, ou a=a(x, 4) est le nombre réel solution de I'equation:

M(Hw,a) N (x+THY) = y,(4 N (x+ TY).

1.1. DeFiniTION. Nous appelons k-symétrisation gaussienne suivant T dans la
direction orthogonale u, 'application S(T,u).

La proposition suivante rassemble les propriétés de stabilité des
symétrisations qui résultent immédiatement de leur définition. Ces propriétés
sont tout a fait analogues a celles des symétrisations classiques, on pourra les
comparer a celles qui sont énoncées dans [17], [22] et [3] (cf. aussi [10]).

1.2. PROPOSITION.

(1.2.1) Pour toute k-symétrisation S(T,u) dans R" et pour tout A € OU %, on a:
S(T,u)[Cr»A] = CaS(T, —u)[A4] .
(1.2.2) Toute k-symétrisation est monotone.

(1.2.3) Toute k-symétrisation est intérieurement et extérieurement continue.

(1.2.4) Pour toute k-symétrisation S dans R" et pour tout fermé F de R", on a:

Va(SLF]) = y,(F) .

Afin de pouvoir composer entre elles nos symétrisations, il nous faut prouver
la proposition suivante.
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1.3. PrOPOSITION.
(1.3.1) Pour tout borélien A € B(R) et pour tout r>0, on a:
P loyi(4,) 2 D oy (A)+r .
(1.3.2) Toute 1-symétrisation dans R" est régularisante et par suite, ouverte et

fermée.

REMARQUE: L’affirmation (1.3.1) de la proposition précédente n’est autre que
I'inégalité de Borell dans R.

DEMONSTRATION DE LA ProPosiTION 1.3. Désignons par S, et S_ les deux
symétrisations dans R: §, =S({0},1) et S_=S({0}, —1).
Pour tout fermé F dans R on a:

Si[F] =" [-®"'(y,(F), +oo[ et
S_[F] = 1-00,07 (y,(F))] .

Par conséquent, I'inégalité (1.3.1) appliquée a F s’écrit:
S_[F,] 2 S8_[F], et S,[F]2S.[F].

Pour démontrer 1.3.1, il suffit de prouver I'une des inclusions précédentes
lorsque A est une réunion finie d’intervalles. Nous procédons par récurrence.
Dans le cas d’un intervalle, 1.3.1 résulte d’un calcul facile. Supposons que 1.3.1
soit vrai lorsque A4 est une réunion de m intervalles. Soient (I,,...,1,,,) une
famille de m+ 1 intervalles fermés et disjoints dans R, tels que:

Vj, 1 é] é m, 1j+R+ 21j+1
Il suffit de démontrer 1.3.1 pour tout r>0 tel que:
Vk’ V.’ * k’ (I])r N (Ik)r = g ’

Ce que Nnous supposons.
Sous ces hypothéses et en posant J=I,U...UI,, on a:

(13.3) S_[UI] = S_[S_-[1,JUJUS, [I,,]], et
S_Ua)] = S_[S_-[U)IV I, US [Lns1)]]

L’étude du cas d’un intervalle fournit les inclusions:
S_[UYI=2S-[1,] et SUn+d] 2 S+lms1lrs
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la monotonie de S_ implique ensuite I'inclusion:
(1.3.4) S_[Uapa = S-—[S—V[Il]r UJ,US [nsil] -

Posons F=S_[I,],UJ,US,[I,, ], Le complémentaire de F est une réunion
de m intervalles et on a:

CrF) = CRS-U,JUIUS s -
D’ ou 'on déduit par ’hypothése de récurrence que:
S+[CrF),] 2 S,[CaF], .
Ce qui grace a (1.2.1), s’écrit aussi:
S_[S-[1,3,U{y,U...U(,),US,[I,:,]]
2 S [S_[1,Jul,U... UI,US,[I,+]]. .
Avec (1.3.3) et (1.3.4) on a donc:

s_["fgl (1],),] 2 s_[""g ,,.] :

Ce qui prouve 1.3.1 pour toute réunion de m+1 intervalles, et achéve la
démonstration de la premiére affirmation de la proposition.

Grice a la proposition 0.1 et a (1.2.1), il suffit pour montrer (1.3.2) de
prouver que dans R" toute 1-symétrisation est régularisante. Soit S =S(T,u),
avec T=(Ru)*, une 1-symétrisation dans R"; pour tout x € T nous posons L,
=x+ Ru. Pour tout fermé F de R" et pour tout r>0 on a:

STF], = U STFOL,,.

11 suffit donc de montrer que pour tout x € T, on a:
SLFNL,],  S[(FNLy),] .
Or pour tout y € T, on a légalité:
S[FNL],NL, =S[FNLJ+(B,0,nNL,_,),

et comme B,(0,r)N L, _ est un segment symétrique (éventuellement vide) dans
I'espace affine de dimension 1, L,_,, on déduit de 1.3.1 linclusion:
S[FNL,]+(B,0,NNL,_,) c S[(FNLY)+(B,0,nNL,_,)]

= S[(FNL,,NL,].
Pour tout y € T, on a montré l'inclusion:

SIFNL,NL, g SIFNLYINL,,
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cela prouve (1.3.2.) et achéve la démonstration de la Proposition 1.3.

La Proposition 1.3 nous permet de composer les 1-symétrisations
puisqu’elles sont ouvertes et fermées. Nous allons voir dans I'exemple suivant

qu'elle permet aussi d’approcher toute 2-symétrisation par une succession de
1-symétrisations.

1.4. EXeMPLE. Dans R? nous désignons par {u;; j € N} la suite de vecteurs
unitaires qui vérifie les conditions suivantes:

up = (0,1), u; = (1,0) et pour tout j=2,
{ujuj_y+uy) = 0 avec ujugy < 0.

Nous posons de plus v;=u;_, +u, pour tout j=1. Nous notons g la 1-
symétrisation de direction u; dans R?, et posons pour tout j € N: fi=gjpo...
ogo.

Nous allons montrer la

1.5. PROPOSITION. Pour tout fermé F de R, pour tout je N et pour' tout
x € f;(F), on a Tinclusion:
(1.5.1) x+R,us+R u; € fi(F).

La proposition 1.5. est une conséquence directe de I'inégalité de Borell dans
R (Proposition 1.3, 1.3.1), elle en est une interprétation géométrique.

DEMONSTRATION DE LA ProposITION 1.5. Nous démontrons la Proposition
L.5. par récurrence. Le cas j=0 résulte de la définition d’une 1-symétrisation.
Remarquons que pour prouver (1.5.1), il suffit de montrer que pour tout F
fermé dans R? et pour tout j € N on a: :

(1.5.2) fi(F)+Ru, € fi(F),

car on a par définition de f;: f;(F)+ R u;=f;(F). Supposons que (1.5.2) soit
vérifié pour un j fixé, j € N; pour tout a € R et pour tout r>0 on a donc:

(15.3) fj(F) N (@v; 4y +Ruyy ) +r{dug+ (1—Au;; 2 € [0,11} < fi(F) .
Comme I’ensemble

AG,) E r{Aug+ (1= Auj, ; Ae [0,17}

est de la forme:
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A(i’r) = avj+l+["ﬁ’ﬁ]“j+l’ avec a>0, ﬁ>0’

et que u;,, est orthogonal & v;,,, en appliquant la 1-symétrisation g;., au
deux membres de (1.5.3) nous obtenons grace a (1.3.1):

Sfi+1(F) N (avjy +Ruj )+ AG 1) S fi1(F).
En faisant varier a et r on en déduit:
Sisn(F)+R ug+R ujy € fi41(F)

et la Proposition 1.5 est démontrée.

L’affirmation (1.5.1) est essentielle pour la suite. Elle fournit le théoréme
suivant:

1.6. THEOREME. Soient {f;; j € N} la suite de transformations d’ensembles
définie dans PExemple 1.4 et f la 2-symétrisation f=S({0}, u,) dans R?; pour tout
& € J0,4[, il existe un nombre réel R(¢) tel que pour tout fermé F de R2 vérifiant
y,(F) € [e,1—¢] et pour tout R>R(e), on ait:

lim £(F) N B(0,R) = f(F) N B;(0,R) .

]

De plus la convergence est uniforme sur {F € & ; y,(F) € [¢,1—¢]}.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.6. Le nombre ¢ étant fixé comme cidessus,
choisissons R assez grand pour que: y,(B,(0, R))> 1 —¢, de sorte que pour tout
borélien A tel que y,(A) € [¢,1—¢], on ait:

ANB,O,R) + & et (Cr2A)NB,OR + &.

De ce fait et grice a (1.2.4), pour tout fermé F vérifiant les hypothéses du
Théoréme 1.6 et pour tout j € N, il existe (x',x”) dans R* x R? tel que:

x' € f(F)N B,(0O,R) et x" e (Ca2f;(F)) N B,(O,R) .

Comme B,(0,R) est connexe par arcs, on en déduit qu’l existe
x; € B,(0,R)N0f;(F). La Proposition 1.5 (1.5.1) fournit alors les inclusons:

(Xj+R+u°+R+uj) g L(F) C=: CRI (xj+R_u0+R_uj)°
Notons Cj=x;+R  uo+R uy
D] = CRZ (xj+R_.uo+R_uj)o

et H;=x;+Rug+R,u; Si A et B sont des fermés de R* tels que 4N B,(0,R)
% & et BN B,(0,R)+ &, nous posons:
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dr(A,B) = dy(ANB,(0,R), BN B,(0,R)) .
Avec ces notations on a:
dr(filF], fLF])) = dr(fi[F),H)+dg(H}, f[F]) .
Pour le premier terme du membre de droite de cette inégalité on a:
dp(fiLF],H)) < dg(C;,D)) < 2R(6;+n/2),
ou 6; désigne 'argument de u;, 0; € 1—n/2,n/2]; pour le second:
dg(Hj, f[F)) £ 7' (y,(D))— ™" (r2(C)) -
On a d’une part:
. T
jmoi= 3

D’autre part, puisque:

72(C)) = 72(F) = y,(D)
et

72(Dj)—72(C))

I

Y2(x;+Roiug+R_u)+y,(x;+R_ug+R uy)

I\

2 j exp (R x|y, (dx),
Riug+R_u;

il découle de la continuité uniforme de @~} sur lintervalle [¢,1—¢] que:

lim @~ (y, (D)) — &~ (y,(C)) = 0.

j=oo

On en déduit:

lim dg(fiLF], f/[F)) = 0,

j=oo

uniformément pour R fixé. Le nombre R ne dépendant que de ¢, le Théoréme
1.6 est démontré.

Gréce a la Proposition 0.2, le Théoréme 1.6 pour conséquence immédiate le
1.7. COROLLAIRE. Dans R? toute symétrisation est régularisante.

Le prochain paragraphe est consacré a la généralisation en dimension
quelconque de cet énonceé.

Math. Scand. 53 — 19
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2. L’inegalité de Borell dans R": Regularite des symétrisations.
Nous allons démontrer le théoréme suivant:

2.1. THEOREME. Dans R" toute k-symétrisation S=S8(T, u) est régularisante:
VFe# ¥r >0 S[F+B,0,1] 2 S[F]1+ B,(0,r);

S est donc ouverte et fermée.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1. Nous démontrons le Théoréme 2.1 par
récurrence sur la dimension de I'espace considéré. Pour n=2 le théoréme est
déja démontré. Supposons I'assertion du Théoréme 2.1 vérifiée dans R”. Soit S
=S8(T,u) une k-symétrisation, 1 <k <n, dans R"*1; pour tout x € T posons L,
=x+ T*. Pour tout fermé F de R"*! et pour tout r>0, on a:

STFY, = J SIFNL,], .

Il suffit donc de montrer que pour tout xe T, on a:
SLFNL.], < SL(FNL,,].
A cet effet, nous allons prouver que pour tout (x, e TxT,on a:
(2.1.1) SIFNL,J, NL, c SI(FNL)INL,.
Remarquons tout d’abord que nous avons les égalités:
SLFNL, NL, =S[FNLJ]+(B,,,0,nNL,_,),
SUFNLYINL, = SLFNLY)+ (B, (0,)NL,_)].

Comme B, ((0,r)NL,_, est une boule euclidienne dans Iespace affine L, _, de
dimension k<n, on déduit de I'hypothése de récurrence:

SIFNLI+ (Byay(O9NL,_,) € SLFNL)+ (B, ;O.ANL,_ )],

ce qui amene la conclusion du Théoréme 2.1 pour toute les k-symétrisations
avec k+n+1 dans R"*!, reste a le prouver pour les n+ 1-symétrisations.
Comme les k-symétrisations, 1 Sk<n, dans R"*!, sont ouvertes et fermées,
nous utilisons pour cela le Lemme 2.2:

2.2. LEMME. Soient S, =S(T,,u) et S, =S(T,, u) deux symétrisations ouvertes et
fermées dans R™ avec T, 2 (T, +Ru)*; on a:

S;,08; = S(T,NTyu).
2 1 .

DEMONSTRATION DU LEMME 2.2. Soit F un fermé de R™, par définition de S 1
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on a: §,[F]=S8,[F]+ (T, +Ru)". D’autre part, pour tout v € T, et pour tout
A € Dom (S,), on a: §,[4+v]=5,[4] +v. Puisqu’ici (T, +Ru)*<T,, on a:

VFe#, 8§,08[F] = S,[S,[F1+(T,+Ru)‘]+ (T, +Ru)t
= §,08,[F]+ (T, + Ru)* + (T, + Ru)* .

Comme (T 4+ Ru)* + (T, +Ru)* = (T, N T, + Ru)*, on en déduit le Lemme 2.2
par identification.

Si §=S({0}, u) est une (n+ 1)-symétrisation dans R"*!, choisissons un sous-
espace vectoriel T, de R"*! orthogonal a u, de dimension n—k+1 avec 2<k
<n et posons:

S, = S(T,u) et S, =S((T,+Ru),u).

Les symétrisations S, et S, sont ouvertes et fermées et d’aprés le Lemme 2.2 on
a:§,08,=S8. On en déduit que S est fermée, ouverte et régularisante puisque S,
et S, le sont. Le Théoréme 2.1 est démontré.

Le corollaire suivant est utile, il résulte de la démonstration du Théoréme
2.1. :

2.3. CorROLLAIRE. Soient S, =S(T,,u) et S,=S(T,,u) deux symétrisations, de
méme direction dans R", telles que (T, N T2)+l est orthogonal a (T, N Tz)#z; ona
alors:

SloSZ = Szosl = S(TlﬂTz,u) .
En particulier dans R,, n=3, toute k-symétrisation avec k=2, peut secrite

comme la composée de (k—1) deux-symétrisations.

En prenant k=n dans le Théoréme 2.1, on obtient par intégration I'inégalité
de Borell dans R™:

2.4. THEOREME. Pour tout borélien A € B(R") et pour tout r=0, on a:

@ loy,(A+B,(0,1) = & oy, (A)+r.

Dans le prochain paragraphe nous étudions les symétrisés des parties convexes
de R".
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3. Le théoréme de H. A. Schwartz, H. Brunn et H. Minkowski dans Pespace de
Gauss.

L’objet de ce paragraphe est le théoréme suivant:

3.1. THEOREME. Soient C une partie ouverte ou fermeée de R" et S une
symétrisation gaussienne dans R™; si C est convexe alors S[C] Pest aussi.

Cest analogue du théoréme de H. A. Schwarz, H. Brunn et H. Minkowski
pour la symétrisation de Steiner dans I'espace euclidien, tel que I'énonce
Blaschke dans [3] (Dritter Teil), cf. aussi [4]. Nous en déduirons de la méme
mani€re que dans [3] et [4] les inégalités suivantes:

3.2. THEOREME. Soient A et B, deux boréliens non vides de R"; si A et B sont
convexes, alors, pour tout A € [0,1], on a:

(321) @7 'oy,(Ad+(1=AB) 2 A® oy, (4)+ (1 —Ad Loy, (B).

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1. Nous démontrons d’abord le Théoréme
3.1 pour les 1-symétrisations dans R", n quelconque; puis pour les deux-
symétrisations en utilisant le Théoréme 1.6. Le Corollaire 2.2 permet ensuite de
conclure.

Soit C une partie convexe et fermée de R” et S=S ((Ru)*,u) une 1-
symétrisation; puisque S(C) est une réunion de demi-droites paralléles a Ru, il
nous suffit pour avoir 3.1 de montrer que pour tout (x,,x,) € (Ru)* x (Ru)*, et
pour tout A€ [0,1], on a:

SLCI N (Ax; + (1= Ax, +Ru) 2 ALS[CIN (x, + Ru)]+ (1 - A[S[CIN (x;+Ru)],
c’est a dire:
S[CN (Ax; + (1= Ax, +Ru)] 2 AS[CN (x, +Ru)]+ (1—AS[CN (x;+Ru)] .
L’ensemble C étant convex et S étant montone, il suffit de prouver:
(3.1.2) SLA(C N (xy +Ru))+ (1 = A(C N (x, + Ru))]
2 AS[CN (x; +Ru)]+ (1 —=HS[CN (x,+Ru)] .

En général, pour j=1,2, CN (x;+Ru) est un segment (éventuellement vide)
dans (x;+Ru), il s’écrit:

C N (xj+Ru) = x;+[a;,b;]u,

avec a;<b;; de la méme maniére, S[CN (x;+Ru)] est une dem1 droite dans

(x;+Ru) qui s’écrit:
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S[CN (x;+Ru)] = x;+[cj, + oolu,
avec c; tel que:
v1(la;,b;]) = y,([cj, +00D),
C'est & dire: ¢;=07 (P (b)) — P(a)).
L’inclusion (3.1.2) s’écrit:
| S[[Aa, + (1= Aay, Ab; + (1 = Ayb,Ju + Ax, + (1 = A)x,]
2 AS[[ay, byJul + (1 - AS[[az, byJu] + Ax, + (1 — A, ,
et équivaut a I'inégalité suivante:
@ (D(Ab, +(1 —Ab,)—®d(Aa, + (1 —Na,))
AP (D (by)— P(a))+ (1 - D~ (& (by) — B(ay))
qui exprime que la fonction g définie sur {(a,b) € R%, a<b} par g(a,b)
=@~ 1(d(b)— ®(a)) est concave. Ce que nous montrons dans le:
3.3. LEMME. La fonction g(a,b)=® ' (®(b)— ®(a)) est concave.
DEMONSTRATION DU LEMME 3.3. Posons: r=d?g/da?, s=dg/dadb et t
=d?g/db*. On a:

r

(a-exp (3a%) +g-exp (3g*) exp (—a’ +1g?) ,
s = —gexp(~ a1 +g)
t = (—b-exp (3b%)+g-exp (3g%) exp (—b* +1g?) .
On remarque que r et ¢ sont négatifs, il faut montrer:
s*—rt = (abet”et? 1+ (bet®’ — aet”)gett e~ e Vet < 0
Nous montrons:
get® < [b7'rexp (~4bY)—atrexp(~$a)]7! = F(a,b).

L’étude de la fonction F sur les courbes ou g est constante, qui peut se faire par
la méthode des multiplicateurs de Lagrange, nous indique qu’il suffit de vérifier
que pour tout p strictement positif, on a:

g(—p,p)-exp (38%(—p,p)) = 27 (20(p)—1)-exp (}[2 ™' 20 (p) - 1)]?)
< fp-exp (3p?) .
Posons h(p)=® ! (2&(p)—1) et soit x =x(p) la fonction définie par I'’équation:
VpeR,, x(p)exp(x’(p)) = ip-exp (3p7);
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pour tout p positif on a:

0=x(P<p et X =@E+p HxEP+x(p~ 1!

Nous étudions la difference @[h(p)]—@[x(p)]. Lorsque p tend vers l'infini,
cette différence tend vers 0, de plus on a:

;I;(qb[h(p)]—ﬁx(p)]) = 2(1—x(p) x'(p) p~YYexp (—=3p?)/)/2n 2

On a donc: Vp>0, h(p)<x(p), ce qui implique:

h(p)-exp (3h*(p)) < x(p)-exp (3x*(p)) = 3p-exp (3p7) .
La concavité de g en découle. Cela achéve la démonstration du Lemme 3.3 et
montre le Théoréme 3.1 dans R” pour toute 1-symétrisation.

Soit S =S(T,u) une 2-symétrisation dans R" et soit C une partie convexe,
fermée et bornée de R"; il existe alors un nombre ¢ € ]0, 1/2[, tel que:

VxeT, y,(CN(x+T*)e(0,1—¢f.

Quitte a rajouter a C un disque du type B,(0,r)N T+, on peut supposer de plus
que:

VxeT, y,(CN(x+TY)ele,1—¢[ U{0}.

Soit v un vecteur unitaire de (T+ Ru)*; posons u, =1 et u, =u et construisons a
partir de ces deux vecteurs, une suite {u;; j € N} de vecteurs du plan (Ru+ Rv)
comme dans I'exemple 1.4; notons {f;; j € N} la suite de transformations
associée. Il découlte immédiatement du Théoréme 1.6 I'existence d’'un nombre
réel R(e) tel que pour tout R>R(g), on ait:

lim f;,(C) N (B,(0,R)+T*) = S(C) N (B,(O,R)+T*),

j—oo
ou B,(0, R) désigne la boule euclidienne de centre 0 et de rayon R du plan
vectoriel (Ru+ Rv). Comme pour tout j € N, f;(C) est convexe, on en déduit que
S(C) Test aussi et cela prouve le Théoréme 3.1 dans R" pour toute 2-
symétrisation. Par le corollaire 2.3, toute k-symeétrisation, 2<k=<n, s’exprime
comme la composée d’'un nombre fini de 2-symétrisations: le Théoréme 3.1 est
démontré.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.2. Le Théoréme 3.2 est une conséquence
directe du précédent. Considérons deux parties convexes fermées et non vides
A et B dans R"*!, respectivement incluses dans deux sous-espaces affines
paralléles de dimension n dans R"* 1. Notons C I'enveloppe convexe de 4 U B;
on a:
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C= U (Ad+(1-2B).
0sis1
Soit § une n-symétrisation dans R"*!, de direction u paralléle aux hyperplans

contenant A4 et B; la convexité de S(C) a pour conséquence I'inégalité (3.2.1).
Cela prouve le Théoréme 3.2.

On pourra comparer I'inégalité (3.2.1) a celle de [22] et de [7] mais nous ne
savons pas si I'inégalité (3.2.1) subsiste lorsque A ou B n’est pas convexe.
Cependant, on peut utiliser des théorémes abstraits de la théorie des mesures
gaussiennes de Radon (telle qu'elle est développée dans [8], voir aussi [1],
[16]) pour étendre le Théoréme 3.2 en dimension infinie.

3.3. THEOREME. Soit (E,y) un espace de Gauss ([8]): E est un espace de
Hausdorff localement convexe et y une mesure gaussienne de Radon sur E; pour
tout couple (A, B) de boréliens convexes de E et pour tout A€ 10,1[, on a:

@ loy(AA+(1—A)B) 2 AP 'oyp(A)+ (1 — )P 'oy(B) .

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.3. Remarquons d’abord que sous les
hypothéses du théoréme I'ensemble AA+ (1 —A)B est y-mesurable (voir par
exemple H. Sato [23]). Nous supposons ensuite que la mesure y est centrée
dans E (c’est possible grace a un résultat de C. Borell dans [10]), nous
désignons par {e,; k € N} une base orthonormée de I'espace autoreproduisant
de y, et nous posons pour tout n € N, s,=37_, e, ou ¢, est la forme linéaire
sur E associée a ¢, (cf. [8]). Pour tout C, y-mesurable dans E, et n dans N, nous
notons I¢ la fonction définie par:

It = jl (s, +Y)L(idg—s,)ov] (dy);

c’est une espérance conditionnelle et on a dans Ly(y):

n— + 0o
Gréce a la log-concavité des mesures gaussiennes de Radon on a pour tout n:
{Nava-28>1/2} 2 MIY>1/2+ (1 -H{Ip>1/2}

et le Théoréme 3.3 découle du Théoréme 3.2.

4. Réarrangements equimesurables liées aux symétrisations gaussiennes,
applications. '

Soient (E,y) un espace de Gauss (c.f. [8]) et fune fonction mesurable sur E, a
valeurs réelles; notons f* la fonction définie sur R par:
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VaeR, f*@) = inf{beR;d(a)=y({f<bh)};
de sorte que f* soit la réarrangée équimesurable croissante de Sfsur (R,y,). Les
opérations de réarrangements équimesurables sont étroitement liées aux
symétrisations (c.f. [18], [22]). Avec ces notations nous avons le:

4.1. THEOREME. Soient f une fonction mesurable sur E et a, un nombre réel;

(4.1.1) si {f>ao} est convexe et si la restriction de f a {f>aq} est concave, alors
S* est concave sur {f>a,};

(4.1.2) si f est convexe, alors f* lest aussi.
DEMONSTRATION DU THEOREME 4.1. Montrons 4.1.2. Si f est convexe les
ensembles { f<x} sont des convexes et on a:
Va,beR,VAe[0,1], {f<Aa+(1-Ab} 2 A{f<a}+(1-AH{f<b}.
Grice au Théoréme 3.3, on en déduit:
O~ loy{fSAa+(1-Ab} 2 AD~top{f<a}+ (1- b~ op{f<b} .

On a montré que la fonction qui a tout x € R associe @~ 'oy{ f<x) est concave
lorsque f est convexe. Cela implique que f* est convexe et prouve 4.1.2.
L’assertion 4.1.1 est une conséquence de 4.1.2: il suffit de changer fen —fdans
la démonstration précédente. Le Théoréme 4.1 est démontré.

Les énoncés suivant sont des applications du Théoréme 4.2 qui généralisent
partiellement aux espaces de Gauss des inégalités de [5] et [6]. Rappelons tout
d’abord Pinégalité de Thunsdorff (c.f. [5]).

Si f est une fonction convexe et positive sur [0,1] telle que f(0)=0, alors la
fonction m, définie sur RS par:

1 1/p
Vp>0, m(p) = [(HDJ f”(x)dx] ,
(1]
est croissante.

Soit f: E — R, une fonction mesurable telle que P{f>0}=d(v), avecv € R;
nous notons u la fonction définie sur RS par:

1/p
Yp >0, up) = (Ff‘_f—N’T)

ou N est une variable aléatoire réelle de loi .#7(0, 1) et o on a posé pour tout
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a € R, a, =max (a,0). De sorte que 'on ait le:

4.2. LEMME. Si u(p)<oo alors on a:

E(f) = p r X ~IP{fzx}dx = p f " 10— x/u(p) dx
0

0

DEMONSTRATION DU LEMME 4.2, On a:

p J X7 @ (v—x/u(p)dx = [u(p)]p r xP~1p(v—x)dx

0 0

= [u(p)?p J’w x”“P{v—Ngx} dx .
0

C’est a dire:
p L x?7'@(v—x/u(p)dx = [u(p)I’E(v—NY, = E(f?),

ce qui prouve le Lemme 4.2,
Dans ces conditions on a le théoréme suivant:
4.3. THEOREME. Si f est convexe alors i est croissante.

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.3. Par construction on a:
E(f[N1?)\'®
v R¢ = .
peR%, ulp) (E(V-—N)‘.’,,

Grace au Théoréme 4.1, il suffit donc de démontrer le Théoréme 4.3 pour la
fonction g=f* définie sur R qui est positive croissante et convexe et qui vérifie
71{g>0} =& (v). On peut supposer u(p)<oo, de sorte que:

E@) = p J T Plg(N) 2} dx
On a alors:

p f :o x*~1P{g(N)2x}dx = p ﬁ XP 1 (v — x/u(p) dx .
Posons pour tout ae R, :

Y@ =rp r x? 7' [P{g(N)Z x} — ®(v—x/u(p)]dx .

a
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Et remarquons que ¥ (0)=0 et ¥ (+ 00)=0. La dérivée ¥’ de ¥ a, sur ]0, +oo[,

le méme signe que I'expression suivante:
—P{g(N)zx}+@(v—x/u(p) ,

c’est a dire le signe de:
—® Yo P{g(N)Zx} + (v—x/n(p)) -

Or —@ 'oP{g(N)=x}=g '(x) est une fonction concave: ¥ a donc un et
un seul zéro sur Plintervalle J0, + oo[. On en déduit que ¥ est positive sur

10, + oo[. Cela s’écrit:
Va>0, pI xPT1P{g(N)2x}dx}dx 2 pj xP7rdp(v—x/u(p)dx .

Multiplions les deux membres de cette inégalité par a*” %, ol g > p; en intégrant

par parties on obtient:
o [T tplemzax z g [ w00,
0

0
Clest a dire: E(g[N]9)=u(p)E(v— N)%, ce ce qui prouve le Théoréme 4.3.

Notre deuxiéme application est une généralisation de I'inégalité de Berwald

(c.f. [6]) que nous commengons par rappeler:
Soit K un compact convexe de R" et soit f une fonction positive et concave
définie sur K; dans ces conditions, la fonction M qui a tout p>0 associe:

i/p
M(p) = ((”:”) j' s / L dx)

est décroissante.
Notre analogue gaussien s’énonce comme le Théoréme 4.3, nous conservons

les mémes notations:
4.4. THEOREME. Si la fonction f est concave sur Pensemble { f>0} alors u est

décroissante.
DEMONSTRATION DU THEOREME 4.4. Comme pour le Théoréme 4.3, il suffit

grice au théoréme 4.1 (4.1.1), de démontrer le Théoréme 4.4 pour une fonction
g: R — R, croissante, telle que y,{g> 0} =&(v), et qui est concave sur {g>0}.

En supposant u(p)<oo, on a:
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E@g[N]) = pf x?"1P{g(N)=x}dx .
o
Cette fois — P~ 'oP{g(N)=x} =g '(x) est convexe sur 0, + oo[, il en résulte

I'inégalité:

Va>0, p r X 1P{g(N)Zx}dx < p Jm =10 (v — x/u(p) dx .

En intégrant par parties, aprés avoir multiplié les deux membres de cette

inégalité par a?"?, avec g>p, on obtient le Théoréme 4.4, dont la
démonstration est achevée.

Pour illustrer le Théoréme 3.2 donnons en une application a un probléme de
diffusion. Soit A4 une partie convexe, ouverte et non vide de R% d € N*, et soit
u: RYx R, — R la fonction solution de I'équation de la chaleur:

LAu(x,t) = ou/ot, sit>0etxeAd,
IO u(x,t) = 0, sit=z0etxé¢ A
u(x,0) = I4(x).

4.5. THEOREME. Pour tout t € R, la fonction &~ *ou(x,t) est concave dans A.

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.5. Soit {X(s); s=0} le mouvement brow-

nien dans R? ([19]); pour tout M cR? désignons par (,; le premier temps
d’atteinte de M:

(= inf{t>0; X (1) e M} .

Suivant [13], ensemble A étant fixé comme ci-dessus, la solution de (I) est
donnée pour tout (x,t) € R*x R, par:

u(x’t) = Px{CA‘>t} .

Fixons t >0, pour tout sous-ensemble fini § de [0, ¢], le Théoréme 3.2 implique
I'inégalité:

Vx,yeR, Vie[0,1],
“1P{¥seS, X(5) € MA—x)+ (1-A(A—y)
> AP 'oP{VseS, X(s)e A—x}
+(1-AP oP{Vse S, X(s)e Ay} .

Par passage a la limite, on a la méme inegalite lorsque S est une partie
déenombrable dense dans [0,]; mais alors S est séparante pour {X (s); 0<s
<t}, on a donc:
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@~ 'oP{Vs € [0,¢], X(s)+);x+ (1-A)y € 4}
2 AP 'oP{Vse[0,t], X(s)+x € 4}
+(1—AP 1oP{Vse[0,t], X(s)+y € A} .

C’est I'inégalité du Théoréme 4.5.

Le Théoréme 4.5 est, dans cette situation, un renforcement d’un résultat de
H. J. Brascamp et E. H. Lieb [12] qui, appliqué a (I) montre que pour tout t >0
fixé, la fonction u(x,t) est log-concave. Cela se déduit de 4.5 car ¢ est elle
méme log-concave. De plus @~ ! étant convexe sur [1/2,1[, on voit ici que la
fonction

x = u(x, 1) Ly nzgy

est concave sur son support qui est un convexe non vide pour t assez petit.
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