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SUR LA REFLEXIVITE DES PRODUITS
TENSORIELS ET LES SOUS-ESPACES
DES PRODUITS TENSORIELS PROJECTIFS

EVE OJA*
Reésume.
ioient X et Y deux espaces de Banach. Nous caractérisons la réflexivité de
X®Y et de X®Y dans le cas ou X posséde une décomposition
inconditionnelle de dimension finie; nous étudions des propriétés de reproducti-

bilité des espaces /, dans [,® Y et caractérisons les sous-espaces de [,& 1, iso-
morphes a [

Introduction.

Soient X et Y deux espaces de Banach dont les duaux respectifs sont notés
X' et Y. La norme ¢ sur le produit tensoriel X ® Y est définie par

lul. = sup{I(f@QW: fe X, |flI<l, geY, lgl=s1}

et la norme 7 est définie par

Jull, = inf{zl EUCAERTES) x.-@yi}.
Notons X ®, Y (respectivement X ®,, Y) le produit tensoriel X ® Y muni de la
norme ¢ (respectivement m) et X ®Y (respectivement X ® Y) le complété de
X®,Y (respectivement X ®, Y).

Rappelons qu’une décomposition de Schauder d’un espace de Banach X est
une suite (p,) de projections non nulles, continues de X qui satisfont aux
conditions: p,op;=0si k1 et pour tout x € X la série 3 ;% p,x converge vers
x. Si la convergence est inconditionnelle pour tout x € X alors on dit que la
décomposition de Schauder (p,) est inconditionnelle et si dim Im p, < oo pour
tout k=1,2,... alors on dit que (p,) est une décomposition de dimension finie.

Le symbole I, notera ici I'espace ¢, des suites de scalaires qui convergent

* Ce travail a été effectué durant un stage de 'auteur a I'Université Aix-Marseille II dirigé par les
Professeurs P. Billard et C. Samuel auxquels nous adressons nos plus vifs remerciements.
Regu le 29. juin 1981.
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vers 0 muni de la norme sup. Si 1 Sp=< oo alors p’ note le réel défini par 1/p
+1/p'=1 avec la convention p'=00 si p=1et p'=1 si p=oo.

Pour les définitions et propriétés classiques cf. [1] et [7].

Il existe une caractérisation « duale» de la réflexivité des produits tensoriels
X®Yet XQY pour des espaces de Banach réflexifs X et Y dont I'un posséde
la propriété d’approximation (qui découle du critére de réflexivité de I'espace
des opérateurs compacts (cf. p. ex. [5]) et qui a été établie par J. R. Holub [3]
pour X et Y ayant des bases): le produit tensoriel X ®Y (respectivement
X& Y) est réflexif si et seulement si tout opérateur linéaire continu de X’ dans
Y est compact (respectivement tout opérateur linéaire continu de X dans Y’ est
compact).

En restreignant la classe des espaces reflexifs X et Y considerés nous avons,
d’aprés N. J. Kalton [5], un autre critére de réflexivité de X ® Y: si X posséde
la propriété d’approximation bornée inconditionnelle (c.-a-d. s’il existe une suite
(A,) d’opérateurs de rang fini de X dans X telle que pour tout x € X la série
25, Ax converge inconditionnellement vers x) alors le produit tensoriel
X & Y est réflexif si et seulement s'il ne contient aucun sous-espace isomorphe a
¢y Bien que, dans ces conditions, nous ne connaissions pas de critére « dual »
pour X ® Y, nous donnerons ici une caractérisation « duale » de la réflexivité
des produits tensoriels X @) Yet X® Y pour des espaces réflexifs X et Y dont
P'un posséde une décomposition inconditionnelle de dimension finie. Nous
montrerons (cf. Théoréme 2) que dans ces conditions le produit tensoriel X ®Y
(respectivement X & Y) est réflexif si et seulement s’il ne contient aucun sous-
espace complémenté isomorphe a ¢, (respectivement /,).

C. Samuel [11] a établi que si pour un espace de Banach Yet 1 Sg<p=< 0
I'espace l,,@) Y a un sous-espace isomorphe a [, alors Y a un sous-espace
isomorphe a [, et si pour 1=p<g=oo l'espace lp® Y a un sous-espace
isomorphe a [, alors le bidual Y” a un sous-espace isomorphe a /. Nous
montrerons (cf Théoréme 3) que pour [, ® Y la situation est analogue au cas
de |, ® Y: c’est Y qui a un sous-espace 1somorphe al,

Pour l ®l,, 1<p, r=00, nous obtiendrons les resultats « duaux » des
résultats de C. Samuel (cf. [11] et [12]) sur I, ®l Nous montrerons (cf.
Théoréme 4) que si [, est isomorphe 4 un sous-espace de l,,@l, alors g=p ou
g=roug=sous=1sipsretl/s=1/p+1/r (avec 1/00=0)si p>r'et, dautre
part (cf. Théoréme 5), tout sous-espace fermé de dimension infinie de I, ®1,
contient un sous-espace complémenté dans [, ®1, et 1somorphe a l, pour les
mémes valeurs de g. (Rappelons que dans le case de [, ®l on avait s=00 si
pzr et l/s=1/p+1/r—1si p<r (cf. [11] et [12]).)

La démonstration de ces résultats repose sur le fait que les produits
tensoriels considérés ont une « bonne » décomposition de Schauder.
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1. Décompositions de Schauder et reflexivite.

Soient X et Y deux espaces de Banach et X ®, Y le complété du produit
tensoriel X ®, Y ou o =¢ ou oo =m. Soit (rn,) une décomposition de Schauder de
X et Iylidentité sur Y. Pour k=1,2,... notons p, le prolongement continu de

T ®ly: X®,Y->X®,Y

A X®,Y. 1l est immédiat de vérifier (cf. p. ex. [2]) que (p,) est une
décomposition de Schauder de X ®, Y et si (n,) est inconditionnelle alors (p,)
est aussi inconditionnelle. (Notons que le résultat reste valable si o est une
« uniform crossnorm ».)

Remarquons que Im nk(i) Y est isométrique au sous-espace Imp, de X @ Y
(puisque la norme ¢ sur Im n, ® Y coincide avec la norme induite par la norme
ede X®Y) et que Imn, ® Y est isomorphe au sous-espace Imp, de X® Y
(pour la preuve il suffit de noter que Im 7, ® , Y est isomorphe a un sous-espace
de X®,Y puisque Imm, est complémenté dans X). Donc si (m,) est une
décomposition de dimension finie, c.-a-d. si dy=dimImn,<oo pour tout
k=1,2,..., alors Im p, (comme sous-espace de X @ Y ou X ® Y), isomorphe
au produit normé %(Y), est isomorphe au produit Y%

Rappelons qu’une décomposition de Schauder (p,) d’'un espace de Banach X
est dite « shrinking » si (p;) est une décomposition de Schauder pour X' et (p;)
est dite « boundedly complete » si pour toute suite bornée (Xr_; x,),-1 .,
x, € Im p,, la série > 72, x, est convergente.

La proposition suivante trouve son analogue dans [3] ou X et Y étaient
deux espaces avec des bases et ou 'on considérait le produit tensoriel des bases.

ProposiTION 1. Soient X et Y deux espaces de Banach, X possédant une
décomposition de dimension finie (m,). Si (m,) est « shrinking » alors la
décomposition de Schauder (p,) de X (:DY est « shrinking ». Si (m,) est
« boundedly complete » alors la décomposition de Schauder (p,) de X ® Y est
« boundedly complete ».

Supposons (m,) « shrinking ». Comme (7;) est une décomposition de
Schauder de X', les prolongements continus g, de 7m,® Iy forment une
décomposition de Schauder de X'® Y. D’autre part, X'® Y’ s’identifie
canoniquement a (X C;) Y) (puisque X' est séparable et posséde la propriété
d’approximation) (cf. [1]) et g, =pj par cette identification; donc (p}) est une
décomposition de Schauder de (X é Y), c-a-d. (p,) est « shrinking ».

Si (m,) est « boundedly complete » alors X est canoniquement isomorphe 2
H (ou H={fe X": lim,, |X5-; mf—f =0}, muni de la topologie de
norme) et (m}|y) est une décomposition de Schauder de H qui est « shrinking »
(cf. [10]). D’aprés ce que nous venons de démontrer, la décomposition de
Schauder (q,) de H ® Y’ formée des prolongements continus de 7|y ® Iy est
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« shrinking » et par conséquent la décomposition de Schauder (q}) de (H® Y'Y
est « boundedly complete » (cf. [4]) Mais H' étant séparable et possedant la
propriété d’approximation, (H ® Y'Y sidentifie canoniquement a H'® Y” qui
contient H'® Y comme sous-espace (cf. [1]). En utilisant la dualité naturelle
(X®Y, X’'®Y’) il est facile de vérifier que par Iidentification canonique g}
prolonge m,®1Iy et par conséquent les prolongements continus de n, ®1Iy
forment une décomposition de Schauder « boundedly complete » pour H' ® Y,
donc aussi pour X ®Y.

Remarquons que la décomposition (inconditionnelle) de Schauder (p,)
construite a partir de la décomposition de Schauder (m,) de I, associée
naturellement & sa base canonique (notons que (=) est de dimension finie,
inconditionnelle, « shrinking » et « boundedly complete ») n’est pas
« boundedly complete » pour lz®l2 et n’est pas « shrinking » pour I, ®[,. En
effet, comme 12®lz contient un sous-espace isomorphe a c, et [, ® [, contient
un sous-espace isomorphe a I, (cf. p. ex. [11]), il reste & appliquer la
proposition suivante qui découle immédiatement du Corollaire 2 du
Théoréme 2.4 de [8] et du Corollaire du Théoréme 1 de [9] (pour le (a)), du
Théoréme 2, (b), de [9] (pour le (b)) et du Corollaire 2 du Théoréme 2.7 de [8]
(pour le (c)).

ProrosiTION 2. Soit (p,) une décomposition de Schauder inconditionnelle d’'un
espace de Banach X.

(a) Si Im p, est faiblement séquentiellement complet pour tout k=1,2,. .. alors
les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) (py) est « boundedly complete »,
(i) X est faiblement séquentiellement complet,
(iii) X ne contient aucun sous-espace complémenté isomorphe a c,,.

(b) Si X ne contient aucun sous-espace complémenté isomorphe a |, alors (p;)
est « shrinking ».

(c) Si le dual (Im p,) est séparable pour tout k=1,2,. . . et (p,) est « shrinking »
alors X ne contient aucun sous-espace isomorphe a l,.

Notons que des propositions 1 et 2, (a), découle immédiatement un résultat
de S. Heinrich [2]: si deux espaces de Banach X et Y sont faiblement
séquentiellement complets et X a une décomposition inconditionnelle de
dimension finie alors X ® Y est faiblement séquentiellement complet. En effet,
dans ce cas la décomposition (m;) de X est « boundedly complete » et par
conséquent la décomposition inconditionnelle (p) de X ®Y est aussi
« boundedly complete » ce qui est équivalent a la faible séquentielle complétion
de X® Y puisque l'image Imp, isomorphe & Y% (ou d;=dimImm,<o0)
est faiblement séquentiellement compléte pour tout k=1,2,.. ..
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En ce qui concerne la faible séquentielle complétion de X ®Y, de la
proposition 2, (a), découle, par analogie, le

THEOREME 1. Soient X et Y deux espaces de Banach faiblement
séquentiellement complets dont l'un posséde une décomposition inconditionnelle
de dimension finie. Alors le produit tensoriel X®Y est faiblement
séquentiellement complet si et seulement s’il ne contient aucun sous-espace
complémenté isomorphe a c,,.

Pour des espaces plus généraux mentionnons le résultat de D. R. Lewis [6]:
le produit tensoriel X ® Y de deux espaces X et Y faiblement séquentiellement
complets dont I'un posséde la propriété d’approximation métrique est
faiblement séquentiellement complet si et seulement si tout opérateur linéaire
continu de X’ muni de la topologie o(X’,X) dans Y muni de la topologie
(Y, Y') est compact.

Pour établir les critéres de réflexivité des produits tensoriels nous utilisons le
résultat de B. L. Sanders [13]: un espace de Banach avec une décomposition de
Schauder (p,), telle que I'image Im p, est réflexive pour tout k=1,2,.. ., est
réflexif si et seulement si (p,) est « shrinking » et « boundedly complete ».

THEOREME 2. Soient X et Y deux espaces de Banach réflexifs dont I'un posséde
une décomposition inconditionnelle de dimension finie. Alors:

ES - . s
(a) Le produit tensoriel X ® Y est réeflexif si et seulement s’il ne contient aucun
sous-espace complémenté isomorphe a c,.

(b) Le produit tensoriel X ® Y est réflexif si et seulement s'il ne contient aucun
sous-espace complémenté isomorphe a ;.

Il faut prouver la partie « si ». Nous supposons que X posséde une
décomposition inconditionnelle de dimension finie (m,) et soit (p,) la
décomposition de Schauder inconditionnelle correspondante pour X ®Y ou
X®Y. Comme Y est réflexif, les images Imp, (étant isomorphes a Y%
d,=dimImr,) sont réflexives. Comme X est réflexif, (m,) est « shrinking » et
« boundedly complete», donc (p,) est « shrinking » pour X @ Yet « bounde;ily
complete » pour X®Y (cf. Proposition 1). Par conséquent X®Y
(respectivement X ® Y) est réflexif si (p,) est « boundedly complete »
(respectivement « shrinking ») et le résultat découle de la Proposition 2, (a)
(respectivement (b)).

REMARQUE. Notons une autre démonstration du Théoréme 2. En utilisant le
résultat de [6] qui affirme que le produit tensoriel X ® Y des espaces réflexifs X
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et Y est réflexif si et seulement s’il est faiblement séquentiellement complet, le
Théoréme 1 entraine le (a) du Théoréme 2. En utilisant lidentification
canonique de X® Y a (X'® Y'Y, le (a) du Théoréme 2 entraine le (b).

2. Reproductibilité de /, dans lp® Y.
Nous commengons par deux lemmes simples sur les décompositions de

Schauder. Pour une décomposition de Schauder (p,) notons P,=3%_, p;
n=12,....

LEMME 1. Soient (p,) une décomposition de Schauder d’un espace de Banach X et
129 . Si X,=Imp,, k=1,2,..., ne contient aucun sous-espace isomorphe da
I alors ImP,, n=1,2,..., ne contient aucun sous-espace isomorphe a I,

11 est évident que Im P, est isomorphe a X, x X, x ... x X, qui ne contient
aucun sous-espace isomorphe a I, puisque X, ne contient aucun sous-espace
isomorphe a [, (cf. p. ex. [11]).

LEMME 2. Soient (p,) une décomposition de Schauder d’un espace de Banach X
et 1 g =00. Si X contient un sous-espace isomorphe a l, et Imp,, k=1,2,.. ., ne
contient aucun sous-espace isomorphe a 1, alors il existe une- suite (u;) de X
équivalente a la base canonique de |, et une suite strictement croissante d’entiers
no<ng<... telles que

(1) u = (P,—P, Ju, i=12,....

Considérons une suite (x;) de X équivalente a la base canonique de I, et
notons L(x;);», le sous-espace vectoriel engendré par X,, X, y,. ... Puisque
ImP,, n=1,2,.. ., ne contient aucun sous-espace isomorphe a l, (cf. Lemme 1),
nous avons

2 vYe>0, Vm, Vn, 3dyelx)izm Iyl =1 [Pyl <e.

D’aprés (2) et le fait que lim,.,  P,x=x pour tout x € X, nous pouvons
construire par récurrence une suite-base bloc normalisée (y;) de (x;) et une suite
strictement croissante d’entiers no=1<n, <n, ... telles que

3) 1P yill + 1Py =il < &/2%,  i=12,....

Comme (y;) est une suite-base bloc normalisée d’une suite équivalente a la base
canonique de [, elle est aussi équivalente a la base canonique de /,. Notons

w = (P, —P, )y, i=12,...;
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alors la condition (1) est visiblement satisfaite. Pour ¢ suffisamment petit, (3)
entraine I’équivalence de (u;) 4 la suite-base normalisée (y;), donc 'équivalence
de (u;) a la base canonique de [,

REMARQUE. Nous avons prouvé que si une suite (x;) de X est équivalente a
la base canonique de [, alors ;= (P, —P, )y; pour une suite-base bloc
normalisée (y;) de (x,).

Pour a=(a) € l, |Sp=oo, notons |a|, la norme de a dans I, Soient
o<={1,2,...} unensemble fini d’entiers et (a;);., une famille de scalaires. Notons
I (@)icqll, 1a norme dans [, de la suite (b;) définie par b;=a; si i € g et b;=0si
i¢o.

Soient Y un espace de Banach, 1Sp<oo et (e,) la base canonique de [,
Notons (m;) la décomposition naturelle de [, définie par

nk< Y amem> = ae, k=12, ...

Alors la décomposition de Schauder (p,) de [, ® Youl, ® Yqux lui correspond
est inconditionnelle et Imp, (comme sous-espace de L ®Y ou I ®Y) est
isomorphe a Y pour tout k=1,2,.

Soit

1 oo
=3 <Z aimem>®yielp®Y.
i=1 \m=1

En introduisant les applications lin€aires i,: [,® Y — Y définies par
1
iz = z Ay

i=1

et remarquant que

1
Dz = Z e, ®Y;
i=1

il est immeédiat de verifier (cf. p. ex. [11]) que (8(iPi2)k=1.2
geY et

e [, pour tout

seee

) Izl = Sup{

z glipzle|| : geY, Ilgllél}.
k=1

p

Pour un ensemble fini d’entiers 0= {1,2,...} et des €éléments quelconques
z,€1,®Y, k € g, de (4) découle facilement

Z szk = SUP{

keo

(5) Z g (ixprzilex

keo

cgey, |lgl|§1},

p
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et d’aprés (4) et (5) nous avons

Z sz

kea

6) <z, zel,®Y.

THEOREME 3. Soient Y un espace de Banach et 1<p<qZ 0. Si lp® Y aun
sous-espace isomorphe a |, alors Y a un sous-espace isomorphe a .

Notons respectivement (pk) et (qy) les décompositions de Schauder de [, ®Y
et de [, ®Y’ Pour n=1,2,... notons P,=3%_ ps et Q,=> %=1

Supposons que Y ne contienne aucun sous-espace isomorphe a I, Alors,
d’apres le Lemme 2, il existe une suite strictement croissante d’entiers ny <n,
<..., une suite (u;) de lp® Y vérifiant (1) et deux réels 0 <A< u tels que pour
tout entier k et toute famille a,,a,,...,q, de scalaires

k

Y au;

i=

(7 Ml(ai)1§i§k”q = < pll(@) <iskllq -

n

Rappelons que |, ® Y sidentifie canoniquement & un sous-espace de
Uy ® Y'Y (cf. [1] ou [11]). On vérifie facilement que

(8) u(gex) = (pa)x, xel,®Y,uecl,®Y, k=1,2,....

Fixons 0<y <4, puisque, d’aprés (7), |u;ll,= A pour tout i=1,2,... et
luly = sup {u(0) : xel,®,Y, Ixl,s1},

nous pouvons choisir une suite (x;) de [, ®, Y’ vérifiant

©) Ixdll, =1, i=12,...,

(10) u(x) =2y, i=12,...,

et quitte a remplacer x; par (Q, — @, _)x; nous pouvons supposer que

11) X = Q=0 )% i=12,...,

car alors (9) se vérifie par (6) et (10) par (8) et (1). De (1), (11) et (8) découle
facilement

(12) i*j = ukx)=0 ij=12....

Soient maintenant n un entier et t,,t,,...,t, une famille de scalaires. En
utilisant (12), (7) et (10) nous obtenons que

(13) il = sup{u Y tjxj) :
3 =1

=Z l’ ”“"n:l}
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2 o

1 ¥
;“(tjuj(xj))1§j§n"q = l_‘"(tj)l §j§n”q"

2 ajtju(x;)

Jj=1

1
oM@y, <iznllg §—}
u

Il

D’autre part, en utilisant (11) et (5) nous obtenons que

n
Y otxll = sup{
j=1 €

n . . 1/p’
(Z e, (IIX;IIJ") si p'<oo,
j=1

max (|¢;][1x;l,) si p'=00,
15jn

Z Z @ (ixgat %)) e

j=1 k=n,_ +1

eeY’ Il(pllél}

P’

IIA

donc, d’apres (9),

AN

n
2 tx;
ji=1

1)1 <jzall

&

ce qui donne avec (13)

Y <jcnlly = ml @) <jzally s

d’ou une contradiction puisque ¢'<p'.

3. Sous-espaces de [, ®1,.

LEMME 3. Soient 1< p, r<00. Alors lp®l, est canoniquement isométriquement
isomorphe a un sous-espace de (I, ®1,)'.

D’aprés [11] lp@l, est canoniquement isométriquement isomorphe a un
sous-espace de (I, ® (1)), d’ou le résultat pour r+1. Pour r=1 remarquons
que /,®1, s’identifie canoniquement a un sous-espace de (/) ®!I, qui est
canoniquement isométriquement isomorphe a (l,,,®c0)’ (cf. [1]).

Soit (p,) la décomposition de Schauder pour l,,®l, qui correspond a la
décomposition de Schauder naturelle de [,; alors Imp,, k=1,2,..., est
isomorphe a /. Par I'isométrie naturelle entre l,,@lr et I,®1, nous avons une
décomposition de Schauder (r,) de IP® I, qui correspond a la décomposition de
Schauder naturelle de /,; alors Imr,, k=1,2,.. ., est isomorphe a [, Notons
respectivement (e,) et (g,) les bases canoniques de [, et [,; alors pour

- £ (3, ew)o( 5, 1) b0

m=1

nous avons
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Pz = 3, aye (Z b,ms,,,), k=1,2,...,
rlz = Z (Z Aimm >®bilsls l:1,2, ,

d’ou
(14) pior, = rep,  ki1=1,2,.. ..
Avec les notations P,=>%_,p, et R,=>}_,r, n=1,2,..., nous avons le
principal

LEMME 4. Soient (n;) et (m;) deux suites strictement croissantes d’entiers et (u,)
une suite normalisée de l‘,®l,, 1<p, r<oo, telles que
(15) u; = (P,—P, Ju; = (R,,—R, Ju, i=12,. ...

Alors le sous-espace fermé [u;];>, de lp® I, engendré par u,,u,,... est
complémenté dans l,,® l, et isomorphe al ouq=1sip<ret1/q=1/p+1/r (avec
1/00=0) si p>r'.

Remarquons que (u;) est une suite-base inconditionnelle de lp®l, car

w = (Po—P,_Ju; £ 0

et la décomposition (p,) de [, ®1, est inconditionnelle.

Soient (q,) et (s, les decomposmons de Schauder de [, ®l définies
respectivement de la méme fagon que (py) et (r,) pour [, ®1,. Par analogle a(14)
nous avons

(16) qy°oS; = S;0(y, k l=1 2 PR

En identifiant canoniquement [, ®1 a un sous-espace de (1, ®l ) (cf. Lemme
3) nous avons pour u € [ ®l,, xel, ®l et k=1,2,.

(17 (Pe)x = ulgyx),  (nu)x = u(sx) .

Notons Q,=>%_1q, et S,=Xi_is, n=12,.... Comme dans la
démonstration du Théoréme 3, nous pouvons trouver une suite (x;) de [, ® 1,
vérifiant (9) et (10) (avec 0<y <1). Quitte & remplacer x; par

(0= ) (S = Sy )Xi = (S, = S, )@, — @i, )X
(cf. (16)) nous pouvons supposer que
(18) Xi = Q= Qu )% = Sp,—Sp,_ )xi  i=12,...,
car alors (9) se vérifie par (6) et (10) par (17) et (15). De (15), (18) et (17)
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découle facilement (12). D’aprés (9) et (10) nous pouvons supposer la suite (x;)
normalisée et vérifiant (10).

Il est établi dans [11] (cf. 1a démonstration du Théoréme du 5) qu’une suite
normalisée (x;) de [, ®l vérifiant (18) est isométriquement équivalente a la
base canonique de I, (il est elémentaire de vérifier que Q, et S, s’identifient par
isométrie de [, ®l dans sl,.(I,-) de [11] respectivement a 0,eta P, de[11]).

En reprenant la démonstration du Lemme de [12] et utilisant (15), (17), (18),
(10), Jlu;l =1, i=1,2,..., et (12) nous pouvons montrer que I'application P:
L, ®I, — 1, &1, définie par

= Z <pj(x)xja ou Q; =

est une projection continue de [, ®l sur [x,],>1
Donc P’ est une projection contmue de (I, ®1.) avec Im P’ 1somorphe a
(Iy).

Pour i=1,2,... et x € lp,(f@l,r en utilisant (12) nous avons

(Pu)x = Z (Pj(x)“i(xj) = u(x),

d’ou
(19) [uliz: < ImP .
Notons que les sous-espaces fermés engendrés par ug,u,,... dans l,,®l, et

(I, ®1,.) coincident puisque 1,®1, est fermé dans (1, ®1,).
Nous allons considérer deux éventualités:

1) p=r=oco et
2) p£00 ou r=o00.

1) Dans ce cas =00, g'=1 et

IPxl, = ¥ lo;0l  xel, &L =1, &®l .
j=1

Comme (u;) est une suite-base normalisée, il existe un réel o>0 tel que pour
tout entier n et toute famille a,,a,,. . .,a, de scalaires

n
Y. au
i=1

D’autre part, pour tout x € [, @l1 nous avons en utilisant (19) et (12)

o max |g] £
1<isn
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(. aiui) (%)

n

Z a;0;(x)u;(x;)| <

i=1

IngE]

< max |aj Z l: ()|

<isn i=1

]
-

IIA

max |a} [|Px|l, = [|P] max |a] x| ,

1<isn 15isn

d’ou

= [|P|| max |aj .

1gign

n
Y. au
i=1

Par conséquent le sous-espace [u,],>1 de ¢, ®c, est isomorphe a c,. Il est
complémenté dans c,&® c, puisque ¢, ® c, est séparable.

2) Dans ce cas g+ 00, ¢'# 1, (I,) =1, et Im P’ est donc isomorphe a [,. 11 suffit
de démontrer que [u;];,, =Im P’ car alors la restriction de P’ sur l,,® I, est une
projection continue de l,,@ I, sur [u;];5,. Pour cela il nous reste 2 montrer que
Im P'<[u;];»,. Remarquons que la suite-base (u;) de lp®l, est « boundedly
complete » puisqu’elle est inconditionnelle et [u;];,,, étant isomorphe a un
sous-espace de [, ne contlent aucun sous-espace isc—)morphe a ¢

Fixons u= P’u e (l, ®l ). Pour tout x € [, ®l nous avons

u(x) = lim( ”((x)) )(x) = 1im v,(x)
ce qui montre que la suite (v,) est bornée dans (lpyél,,)’ et donc aussi dans
ip®l,. La suite-base (u;) étant « boundedly complete », la suite (v,) converge
dans I,,®l, et par conséquent sa limite u e [u;];5; ce qui achéve Ia
démonstration.

THEOREME 4. Soient 1< p,q,r<00. Si le produit tensoriel l,,®l, contient un
sous-espace isomorphe a |, alors q=p ou q=r ou q=s ou s=1si p<r' et 1/s
=1/p+1/r (avec 1/oo=0) si p>r'.

Conservons les notation du Lemme 4. Supposons que [, soit isomorphe a un
sous-espace de 1p® I, et que g=+p et g+r. Comme g#r, d’apres le Lemme 2, il
existe une suite-base (z;) de lp®l, €quivalente 4 la base canonique de , et une
suite strictement croissante d’entiers no<n; <... telles que

zy = (Po—P, )z, i=12,....

Comme g #p, d’aprés le Lemme 2 et la Remarque au Lemme 2, il existe une
suite-base bloc normalisée (y,) de (z;) et une suite strictement croissante
d’entiers My <M, < ... telles que la suite

= (Ry,—Ry,_ i
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est équivalente a la base canonique de [,. Soit la suite (y;) de la forme

pi

Vi = Z /'szj;
i=pi-1t+1
notons N;=n,. Alors
»
(PN,-_PN,.A‘),V;' = Z A’j(PN,—PN_-_,)(Pnj-'Pnj_l)Zj =i
Jj=pi-1t+1

et donc, en utilisant (14),
(Pn,—Pn,_Jui = (Ry,— Ry, )(PN,—Py _Jyi = u; .

En définitive, nous avons trouvé une suite (u;) de l,,® I, équivalente a la base
canonique de [, et vérifiant (15). Nous concluons en utilisant le Lemme 4.

Par la méthode de la démonstration du Théoréme de [12] du Lemme 4
découle le

THEOREME 5. Soit X un sous-espace fermé de dimension infinie de lp® l,. Alors
X contient un sous-espace complémenté dans lp®l, isomorphe a |, avec q=p ou
g=roug=sous=1si p<retl/s=1/p+1/r (avec 1/o0=0) si p>r.
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