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REPRODUCTIBILITE DE [, DANS
LES PRODUITS TENSORIELS

C. SAMUEL

Introduction.

La norme ¢ sur le produit tensoriel EQ F de deux espaces de Banach E et F
est définie par:

lull, = sup{I(f@g)W); feE, |flsletgeF, |gls1}

la norme 7 est définie par:

lull, = inf{Z Ixill lyills w =3 x.-®y.~}-
i=1 i=1

Nous notons E c:)F le complété de EQF pour la norme ¢ et E ®F le complété
de EQF pour la norme =.

Soit F un espace de Banach; nous avons établi dans [6] que, pour 1 < p < 00,
lpéF ou coéF contient un sous-espace isomorphe a I; si et seulement si F
contient un sous-espace isomorphe a /;. Le but de cette note est de montrer
que si un espace de Banach E est tel que E' posséde la propriété de Radon-
Nikodym, cf. [1], et si un espace de Banach F n’a aucun sous-espace isomorphe
a [, alors E@F nm’a aucun sous-espace isomorphe a /;. Pour la norme = la
situation est différente car il est bien connu que [,®I, posséde un sous-espace
isomorphe a [,.

Reproductibilite de /,.
Soient E,F deux espaces de Banach, J(E,F) note I'espace des formes
bilinéaires intégrales sur E x F; rappelons que J(E,F) est isométriquement

isomorphe a (E ®F Y, cf. [3]. Nous donnons tout d’abord une preuve du lemme
suivant de D. R. Lewis cf. [4].

LEMME. Soient E et F deux espaces de Banach; une suite (u,), de EéF est

a(E@F, J(E, F))-Cauchy si et seulement si pour tout x' € E' et pour tout y € F'
la suite de scalaires ((x'®y')(u,)), est convergente.

Regu le 2. janvier, 1981.



REPRODUCTIBILITE DE I, DANS LES PRODUITS TENSORIELS 249

La condition est evidemment nécessaire car pour chaque x’ € E', et pour
chaque y' € F', X ®) € J(E, F).

Inversement, supposons que pour chaque x’' € E' et pour chaque ' € F' la
suite de scalaires ((x'®y')(u,)), soit convergente; d’aprés le théoréme
d’équicontinuité il est clair que sup, [lu, |, < +co. Notons Bg (respectivement
Bp) la boule unité fermée de E' (respectivement F') munie de la topologie
o(E', E) (respectivement o (F', F)). Soit ¢ € J(E, F), il existe une mesure positive
réguliére finie u sur By x B (cf. [3]) telle que pour tout (x,y) € E x F on ait:

o(x,y) = J X' (x)y' () du(x',y) .
Bg' x BF

Nous avons donc, pour chaque entier n,

ou,) = J (x' @y )u,) du(x', ') -
Bg x Bf

Le résultat est alors une conséquence immédiate du théoréme de convergence
dominée.

THEOREME, Soit E un espace de Banach dont le dual a la propriété de Radon—
Nikodym et soit F un espace de Banach qui ne contient aucun sous-espace
N A - . N
isomorphe a 1, alors EQF ne contient aucun sous-espace isomorphe a l,.

D’aprés le profond résultat de H. P. Rosenthal, cf. [2] et [5], il suffit de
prouver que de toute suite bornée de E ®F on peut extraire une suite qui est
¢(E®F, J (E,F))-Cauchy.

Soit (u,), une suite bornée de EQ®F , fixons une suite (v,), de EQF telle que

fim Ju,—v,l,=0;

visiblement la suite (v,), est bornée. Il existe un sous-espace séparable G de E
tel que pour tout entier n, v, € GRF. Nous savons que la norme ¢ sur GRF
coincide avec la norme induite par la norme ¢ de EQF. Puisque E" a la
propriété de Radon-Nikodym, G’ est séparable (cf. [7]). Notons (g,), une suite
dense dans G’ pour la topologie de la norme. F n’ayant aucun sous-espace
isomorphe a [, en employant le procédé diagonal, nous pouvons trouver une
suite extraite (v, ), de (v,), telle que pour chaque entier m et pour chaque h € F’
la suite ((g,®Hh)(v,)), soit convergente.

Soient g € G', h € F' et un réel >0, fixons un entier N tel que [|g—gn| £9;
soient k et | deux entiers quelconques, nous avons:
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[(8®h) (v, —va)| = 1((8—&N) @) (v, — )| +1(gn @) (v, — )|
20|kl sup [lv,,l + | (gn @ B) (v, — v,

IIA

ce qui montre que ((g®h)(v,)), est convergente.
D’apréi le lemme la suite (v,,), est 6(G®F, J (G, F))-Cauchy donc la suite (u,,),
est 6(EQF, J(E, F))-Cauchy.
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