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INTEGRATION SEPARAT STETIGER FUNKTIONEN

ARNOLD JANSSEN

Abstract.

This present paper extends a famous result of Glicksberg who deals with the
integration of separately continuous functions on locally compact spaces. Our
main theorem deals with separately continuous functions on completely
regular spaces. This result proves the existence of the convolution of tight
measures on completely regular semitopological semigroups. Finally a
counterexample shows that in general the convolution product of two tight
measures with compact support is not tight.

Die meisten Untersuchungen iiber die Integration separat stetiger
Funktionen werden auf lokalkompakten R&umen gefithrt. Mit Hilfe
tiefliegender Resultate von Grothendieck zeigt Glicksberg [2, 1.2] die
Stetigkeit der Funktion y — [ h(x,y)u(dx) fiir beschriinkte Radon-MaBe y und
separat stetige, beschridnkte, komplexe Funktionen h auf dem Produkt
lokalkompakter Rdume X x Y. Diese Arbeit gab den AnlaB fiir weitere
Publikationen zu diesem Thema, z. B. [5], [13]. Auf lokalkompakten,
halbtopologischen Halbgruppen, in denen per Definition die Verkniipfung nur
separat stetig ist, 1aBt sich damit das Faltungsprodukt von Radon-MaBen
erkldren [13].

Anstelle lokalkompakter Raume werden in dieser Arbeit vollstindig regulire
Rdume und straffe MaBe untersucht. Obwohl das obige Resultat von
Glicksberg nicht mehr giiltig bleibt (Beispiel 8), gelingt es, ein (verallge-
meinertes) Faltungsmal ¢ zweier straffer Male zu definieren. Anstatt mit einer
stetigen Abbildung ¥ zu beginnen (Vgl. [11]), wihlen wir eine separat stetige
Abbildung ¥: X x Y — Z und straffe Borel-MaBe u und v auf X und Y. Fiir
vollstindig regulire Rdume und A4 € B(Z) 1dBt sich das verallgemeinerte
FaltungsmaB

o(4) = Ulla(!//(x,y))u(dx)"(dy)
definieren, das im allgemeinen nur noch t-glatt und nicht mehr straff ist.

Eingegangen am 14. November, 1979,
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Insbesondere lassen sich damit straffe MaBe auf vollstindig reguldren,
halbtopologischen Halbgruppen falten. Alle MaBe seien im folgenden als
beschrinkte, signierte MaBe auf der Borelschen o-Algebra eines topologischen
Raumes vorausgesetzt. Die vorliegenden Ergebnisse stellen eine Erweiterung
einiger Resultate auf der Dissertation des Autors dar [4].

Sei (X, ) stets ein topologischer Raum, der zunéchst nicht notwendig als
Hausdorffsch vorausgesetzt wird. B(X,.7") bezeichne die Borelsche o-Algebra
auf X und M(X,7) die Menge der beschrinkten, signierten Borel-MaBe auf
X, kurz B(X) und M(X). Jedes signierte Mall u € M(X) 148t sich eindeutig in
die Summe zweier positiver MaBe u* und p~ zerlegen, genannt Positiv- und
Negativteil von yu, so daB p=p* —u~ gilt. Das MaB |u|=p* +p~ heiBt die
Totalvariation von u. Ein MaB} y € M (X) heil3t regulir, wenn fiir alle B € B(X)

|ul(B) = sup {|ul(4) : A< B, A abgeschlossen}

gilt, 7-glatt, wenn fiir jedes nach oben filtrierende Netz offener Mengen (U ),<;

Iul(UI Ua> = sup{lul(U,) : x€l}

gilt. Auf Hausdorffschen Rdumen heifit u straff, wenn fiir alle B € B(X) die
Beziehung

lul(B) = sup {|u|(K) : K<B, K kompakt}

gilt. Ein signiertes MaB ist offenbar genau dann regular (bzw. t-glatt oder
straff), wenn Positiv- und Negativteil diese Eigenschaft besitzen. M (X,r),
M(X,1) und M(X,t) bezeichne die Menge der regulidren, der t-glatten und der
straffen, signierten Borel-Mafle, M, (X, -) (bzw. M, (X, -)) die Teilmenge der
WahrscheinlichkeitsmaBe (bzw. den positiven Kegel von M (X, -)). Bekanntlich
gilt M(X,)eM(X,7)NM(X,r) fir Hausdorffsche Rdume. Ferner ist auf
reguliren Rdumen X jedes z-glatte MaB regulir, [10, P. 15]. Auf polnischen
Riumen ist jedes MaB u e M(X) straff. Uberdies ist auf lokalkompakten
Ridumen jedes 7-glatte Maf straff.

Die schwache Topologie auf M, (X) ist der grobste Topologie, so daB fiir
alle unterhalbstetigen, beschrinkten, reellwertigen Funktionen f die
Abbildungen p > u(f)=[ fdu unterhalbstetig werden. Die Menge der
stetigen, reellwertigen, beschrinkten Funktionen auf (X,7) werde mit
Cy(X, ) oder kurz mit C,(X) bezeichnet. Ferner sei a(M(X,1),C,(X)) die
grobste Topologie auf M(X,t), so daB alle Abbildungen p— u(f) fiir
S e Cy(X) stetig sind. Die Spurtopologie dieser Topologie auf dem positiven
Kegel werde mit o(M,(X,1),C,(X)) bezeichnet. Fiir vollstindig regulire
Riume ist die letztgenannte Topologie identisch mit der Spurtopologie der
schwachen Topologie auf M, (X,7), [10, 8.1]. Eine Teilmenge .# <M, (X,1)



70 ARNOLD JANSSEN

heift gleichstraff, wenn fiir jedes ¢ >0 eine kompakte Menge K existiert, so dafl
fiir alle 4 € .# p(X —K)<e gilt und die Beziehung sup,, 4 u(X) < oo erfiillt ist.

Fiir vollstindig reguldre Riume ist bekanntlich jede gleichstraffe Menge
schwach relativkompakt in M, (X,t). Ist umgekehrt auf einem vollstindig
reguliren Raum X jede schwach kompakte Teilmenge von M, (X,1)
gleichstraff, so heit X Prohorovraum. Polnische Riume und lokalkompakte
Rédume sind Beispiele fiir Prohorovrdume, jedoch besitzt nich jeder vollstindig
reguldre Raum diese Eigenschaft. Prohorovraume werden z. B. in der Arbeit
von Mosiman und Wheeler [6] studiert.

Sei A= X eine Teilmenge eines topologischen Raumes, dann bezeichnet A~
den AbschluB von A, A° das Komplement von A4 in X und I, die
Indikatorfunktion der Menge, A. Zu jedem t-glatten MaB ue M, (X,7)
existiert der Triger, bezeichnet mit supp u. Der Tréger von u ist die kleinste
abgeschlossene Menge, die die gesamte Masse trigt. Ein Element x € X liegt
bekanntlich genau dann im Tréiger von p, wenn jede offene Umgebung von x
positives Mal} besitzt.

Fiir das Mischungsintegral t-glatter WahrscheinlichkeitsmaBe gilt das
folgende

Lemma 1. Seien X,Y topologische Riume, ve M, (Y,7) und F von Y in
M (X, 1) eine schwach stetige Abbildung. Dann ist das Maf} g(A) = j F(y)(A)v(dy)
(definiert fiir A € B(X)) t-glatt und es gilt:

suppg =| U suppF (y)>

esupp v

Bewers. Fiir offene Mengen U ist y — F(y)(U) unterhalbstetig, [10, 8.1]. Mit
Hilfe eines Dynkinargumentes folgt fir A4 € B(X) die MeBbarkeit von
y — F(y)(A), wodurch @ wohldefiniert ist. Sei jetzt (U,),.; ein nach oben gegen
U filtrierendes System offener Mengen. Dann ist y — F(y)(U,) ein nach oben
gegen y — F(y)(U) filtrierendes System unterhalbstetiger Funktionen, die
durch 1 beschrédnkt sind.

Nach [10, P. 15] gilt:

I

sup {e(U,)} = sup { f F (V)(Ua)v(dy)}

I

fsup {FO)(WUYv(dy) = ¢(U).

@ ist deshlab t-glatt.
Um die Inklusion » >« zu beweisen, geniigt es fiir y € supp v die Beziehung
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supp ¢ > supp F(y) zu zeigen. Annahme: Es gibt ein y, e supp v mit F (y,)(supp ¢°)
=¢>0. Dann ist

V= {y: F()(suppg)>e/2}

eine offene Umgebung von y,. Da y, € suppv ist, gilt v(V)>0. Das liefert den
Widerspruch

e(suppg) = LF (»)(suppe)v(dy) = zv(V) > 0.

N ™

»c« ist trival.

Fiir nicht negative Borel-meBbare Funktionen f oder fe Z,(¢) gilt die
Desintegrationsformel

e(f) = JF(y)(f)V(dy)-

Der Beweis benutzt den Aufbau der meBbaren Funktionen wie im Beweisgang
des klassischen Satzes von Fubini.

Die topologischen Rdume X und Y seien Hausdorffsch, v ein straffes MaB
und es gelte die Beziehung F(Y)c= M,(X,t). Das Beispiel 9 zeigt, daB das
MischungsmaBl ¢ im allgemeinen nur z-glatt und nicht straff ist. Ist jedoch
unter den obigen Voraussetzungen fiir jede kompakte Teilmenge K des Tréagers
von v die Menge der MaBle {F(y) : y € K} gleichstraff, so ist das MaB g straff.
Insbesondere ist fiir Prohorovraume X das MischungsmaB g straff. Der Beweis
ist offensichtlich. (Man bedenke M(A,t)=M(4,1), falls 4= X kompakt ist.)

Seien X,Y,Z topologische Rdume. Eine Funktion y: X x Y— Z heift
separat stetig, wenn fiir alle y € Y x +— Y/(x,y) und fiir alle x € X y — y(x,y)
stetige Funktionen sind. Fiir lokalkompakte Rdume X und Y, separat stetige,
beschridnkte, komplexe Funktionen h und ein beschrinktes Radon-MaB u zeigt
Glicksberg [2, 1.2] die Stetigkeit der Funktion y + [h(x,y)u(dx). Dieses
Resultat ermoglicht es, die Faltung beschrinkter Radon-Malle auf lokalkom-
pakten halbtopologischen Halbgruppen zu definieren, vergleiche z. B. Wong
[13]. Eine Halbgruppe S heiBt halbtopologisch, wenn S eine Topologie trigt
und die Verkniipfung in S als Abbildung von S x S nach S separat stetig ist.

Fiir vollstindig regulire Rdume bleibt die Aussage von Glickberg nicht
richtig, wie Beispiel 8 lehrt. Trotzdem 148t sich fiir straffe Borel-MaBe auf
vollstandig regulidren, halbtopologischen Halbgruppen die Faltung erkldren.
Zu diesem Zweck dndern wir die urspriingliche Topologie ab und gehen zu
zwei feineren Topologien iiber. Diese Topologien sind zum einen noch so grob,
daB sich jedes straffe MaB auf die groBere Borel g-Algebra fortsetzen 148t, zum
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anderen aber die Stetigkeit von y i [h(x,y)u(dx) fiir separat stetige,
beschrinkte, reellwertige Funktionen h gesichert ist.

Sei (X, J y) ein vollstindig reguldrer, topologischer Raum. & 5 bezeichne die
Finaltopologie auf X, so daB alle Einbettungen K =— X fiir kompakte
Mengen K< X stetig sind. Gebréuchlich ist auch der Name K-Topologie. K-
Topologien sind im allgemeinen nicht wieder vollstindig regulidr [1, S. 127].
Nun gibt es aber eine vollstindig reguldre Topologie Iy, die grober als ¥y ist,
aber dieselben stetigen, reellwertigen, beschridnkten Funktionen C,(X,%y)
besitzt. Wiahle als I'y die grobste Topologie, so daB alle Funktionen
fe Cy(X,Fy) stetig sind. (Die Konstruktion dieser Topologie taucht z. B. bei
Varadarajan [12, S. 206] auf).. [I'y ist vollstindig reguldr, da die
Funktionenmenge C,(X, 7 x) schon die Punkte trennt. Weiter gilt: Besitzt die
Topologie J y fiir jeden Punkt eine abzdhlbare Umgebungsbasis oder ist die
Topologie lokalkompakt, so gilt J y=%x, [3, S. 46]. Ist &y vollstindig
reguldr, so folgt I'y=%y.

LemMMA 2. (a) T ycl'ycPLy.

(b) (X, I'yx) ist vollstindig reguldr.

© Co(X,T x)=Cp(X, T'x)=Cy(X, Fx).

(d) Die konpakten Mengen stimmen in allen Topologien iiberein. Auf
kompakten Mengen sind alle Spurtologien identisch.

Eine beschrinkte Funktion fvon X in die reellen Zahlen ist genau dann I"y-
stetig, wenn die Restriktion auf jede kompakte Menge J y-stetig ist.

LeMMA 3. Seien (X,T x), (Z,T ;) vollstindig regulire Rdume. Ist die
Abbildung ¢: X — Z

a) (7 x, T z)-stetig, so ist ¢ (L x, S z)-stetig,

b) (L, & z)-stetig, so ist @ (I x, I z)-stetig.

Beweis. a) Es geniigt zu zeigen: ¢|x: K — Z ist fiir kompakte Mengen K
c X stetig, wenn K die I y Spurtopologie und Z die ¥ ,-Topologie trigt. Da
@(K) kompakt ist, folgt die Behauptung.

b) Fiir fe C,(Z,I',) ist fop € Cp(X, L)

Sei zusitzlich ein vollstindig reguldrer Raum (Y, .7 y) gegeben.

KOROLLAR 4. Sei  eine Abbildung von X xY in Z.

a) Isty bzgl. der T (-Topologien separat stetig, so ist Y & ., separat stetig.

b) Ist y bzgl. der & -Topologien separat stetig, so ist y I'(, separat stetig.

Insbesondere sind (X,%y) und (X,I'y) halbtopologische Halbgruppen,
wenn (X, 7 x) diese Eigenschaft besitzt.
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Nun lassen sich straffe Borel-MaBe eindeutig von B(X,7 y) auf B(X,I'y)
fortsetzen. Damit ergibt sich durch die ¢(M(X,I'y),t), C,(X, I'y))-Topologie
ein neuer, geeigneter Konvergenzbegriff fiir straffe MaBe. Im einzelnen gilt:

Satz 5. Seien (X, T x), (Y, T y) und (Z,7 ;) vollstindig reguliire Réiume.
(a) Fiir jede separat stetige, beschrinkte Funktion h: (X,I'y)x (Y, T'y) = R

und fiir jedes Paar straffer, signierter Mafle v e M(Y,t) und p € M(X,1) sind die
Funktionen

X j h(x,yyw(dy) I x-stetig und

y jh(x,y)u(dx) I y-stetig .

Ferner gilt:
Hh(x,y)u(d)c)v(dy) = H h(x,y) v(dy) p(dx) .

(b) Seien Y von (X, T x)x(Y,T y) in (Z,T ;) eine separat stetige Abbildung
und p e M(X,t), ve M(Y,1).

Durch puAv(A)= ([ I 4 (x,y)u(dx)v(dy) ist fiir A € B(Z, T ;) ein signiertes, t-
glattes Maf u/Av e M((Z,T ;),t) definiert.

(c) Sei fe L (luWAl]). Dann gilt:

pAv(f) = Hf (¥ (x,y)) u(dx) v(dy)

= ﬂ S (x,y) v(dy) p(dx)

(d) Die Abbildung (u,v) — pu/\v ist von
(M(Xs l)a G(M(X, t)a Cb(X7 FX)» X (M(Y’ t)’ G(M(Ya t)’ Cb( Y’ FY)))

in (M((Z, I'7),1),0(M((Z,Tz),7), Co(Z, FZ))) separat stetig.

Bewels. Vorweg sei erwidhnt, dal die o-Algebra B(X,Fy) fiir jedes
ueM((X,T yx),t)in der Vervollstindigung von B(X, T x) bzgl. |u| enthalten ist.
Deshalb besitzt u eine eindeutig bestimmte straffe Fortsetzung als Borel-MaB
auf (X,%y) und (X,Iy), und es ist daher unndtig, zwischen pu und der
Fortsetzung zu unterscheiden. Zum Beweis beachte man Lemma 2, [10, 2.2]
und die Tatsache, dal B(X,Fyx) von dem Mengensystem
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{AcX : ANK ist kompakt fiir alle kompakten Mengen KcX}

erzeugt wird.
(a) Es geniigt zu zeigen, daB die Restriktion auf jede kompakte Menge K

< X stetig ist. Sei |h|Sk. Fiir >0 gibt es eine kompakte Menge A <Y mit
vY(Y— A)<e/k. Fiir alle x gilt daher

Jh(x,y)v+(dy)—jA h(x,}')v+(dy)‘ <e.

Nach [2, 1.2] ist aber x + [ h(x,y)v*(dy) von K in R stetig. Aus der
gleichméBigen Konvergenz fiir ¢ +— 0 folgt die Stetigkeit der Funktion
x + [h(x,y)v* (dy) von K in R. Dieselbe Aussage ist fiir v~ richtig. Daher folgt
die I yx-Stetigkeit der Funktion x — jh(x, y)v(dy). Die zweite Aussage wird
analog bewiesen. Aufgrund der gerade bewiesenen Aussagen lassen sich die
Integrale

”h(x,y)#(dx)v(dy) und Hh(x,y)V(dy)ﬂ(dX)

berechnen. Es besteht Gleichheit.
Zu ¢>0 gibt es kompakte Mengen K,,K,, so daB |u|(X —K,)<¢/k und
V(Y- K,)<¢/k gilt. Nach [2, 3.1] gilt

f J h(x,y)u(dx)v(dy) = f f h(x, y)v(dy)u(dx) .
K,J K, K,J K,

Der Rest folgt durch Abschidtzen mittels der Dreiecksungleichung unter
Verwendung der Ungleichung

|

(b)(c) Seien u und v zunichst WahrscheinlichkeitsmaBe. Fiir fe Cy(Z,Ty)
und festes y € Y wird durch [ f (¥ (x,y))u(dx) ein straffes MaB F(y) € M,(Z,1)
definiert. Nach (a) ist die Funktion y — F(y) (I'y, 6(M,(Z,1), C,(Z, T 2)))-stetig.
Daher ist u/Av wohldefiniert und ein t-glattes Mischungsintegral auf (Z, 7).
Ferner stimmt p/\v mit dem t-glatten MischungsmaB iiberein, das entsteht,
wenn zunichst iiber y integriert wird. Zum Beweis beachte man Teil (a) und die
Tatsache, daB 7-glatte, beschrinkte MaBe eindeutig durch die Werte auf dem
Funktionenraum C,(Z,I') festgelegt sind. Dieselbe Argumentation bleibt
giiltig, wenn p und v positiv sind. Fiir beliebige signierte Malle u e M(X,1)
und v € M(Y,t) 1Bt sich das MaB uAv durch

uAv = pt AV T AV —pm Avt —pt Av”

~[f(x}u(dX) SX)|luldx)  fir fe Cy(X).
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definieren. Offenbar ist uAv t-glatt und die Desintegrationsformel ist fiir
Indikatorfunktionen richtig (vergleiche Lemma 1 und Teil (a)). Nun zerlege
man die Funktion f in Positiv- und Negativteil f=f* —f~. Zum Beweis von
Teil (c) verwende man unter Beachtung von |u|A|v|(|f])<oo den Aufbau der
meBbaren Funktionen.

(d) Sei v fest, (u,),.; €in gegen u konvergentes Netz straffer MaBle und
fe C,(Z,T;). Nun ist

- f 1 )v(dy)

I'y-stetig und beschriankt. Hieraus folgt: u,/Av konvergiert gegen uAv. Die
Stetigkeit in der zweiten Komponente wird analog unter der Verwendung von
(c) bewiesen.

Das ProduktmaB straffer Borel-MaBe |u|®|v| 14Bt sich bekanntlich eindeutig
zu einem straffen Borel-MaB |u/®|v| auf B(X x Y) fortsetzen. Mit den
Bezeichnungen aus Satz 5 (a) gilt:

KOROLLAR 6. Die separat stetige Funktion h ist |u|®|v|-fast iiberall mefbar.

Bewers. Seien K; <X, K, <Y kompakte Mengen. Dann folgt aus einem
Resultat von Johnson [5, 1.4], daB die Funktion h-Ig g, |1l ®|v|-fast sicher
meBbar ist. Seien K} = X und K% < Y aufsteigende Folgen kompakter Mengen
mit

lim |p/(K}) = |pl(X) und  lim V[(K3) = p|(Y).

n—oo n-=o00o

Dann gilt: h=lim, hI g, ks |1l &®|v|-fast sicher.

KoroLLAR 7. Sei (S,75) eine volistindig reguldre, halbtopologische
Halbgruppe. Ferner seien u,v € M(S,t) gegeben. Dann gilt:
(a) Durch die Gleichung

prv(d) = HIA(xy)u(dx)v(dy)

lafe sich fir A € B(S,I's) das Faltungsprodukt der signierten Mafle p und v
erklaren. Das Faltungsprodukt uxv ist ein t-glattes, signiertes Borel-Maf3 auf
B(S, Is).

(b) Sind p,v positiv, so gilt

supp (u*v) = (supppusuppv)” .
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Uberdies gelten die Stetigkeitsaussagen und die Desintegrationsformel aus Satz 5,
wenn wir Y (x,y)=Xxy setzen.

Bewkis. (b) Ohne Einschrinkung seien g und v Wahrscheinlichkeitsma@e.
Mit ¢, bezeichnen wir das PunktmaB in x € S. Die Abbildung x — F(x)=px*¢,
ist nach Satz 5 I'¢-stetig. Ferner gilt

pxv = JF (x)v(dx) und  supp (uxe,) = (suppux)”,
wie sich leicht zeigen 1d8t. Das Lemma 1 liefert die gewiinschte Aussage.

Besitzt die separate stetige Funktion ¢ in der Situation von Satz 5 die
Eigenschaft, daB fiir alle kompakten Mengen K,; und K,, K, csupp|ul, K,
csupp |v|, ¥ (K, x K,) als Teilmenge von Z relativ kompakt ist, so ist u/Av ein
straffes MaB. Im allgemeinen ist das MaB pAv jedoch nur t-glatt und nicht
straff (Vgl. Beispiel 9).

BeispieL 8. Fiir vollstindig regulire Rdume X und Y, separat stetige,
beschriankte Funktionen h und straffe MaB u folgt im allgemeinen nicht die
Stetigkeit von y — [h(x,y)u(dx). Wihle

X =1[0,1], Y= {f:[0,1] — [0,1] stetige Funktion}

versehen mit der punktweisen Konvergenz, h(x, f)=f(x) und u als Lebesgue-
MaB. Nun ist f [ 1, f(x)dx nicht stetig in der punktweisen Konvergenz.
Denn f=1 liegt im AbschluB von M={fe Y: | fdx<1}. Daher gibt es ein
gegen f=1 konvergentes Netz (f,),.; in M, fiir das aber [ f,dx <7 gilt.

BeispieL 9. Es gibt eine vollstindig reguldre, halbtopologische Halbgruppe S
und straffe Borel-MaBe p und Vv mit kompakten Tridgern, deren
Faltungsprodukt nicht straff ist.

Um die Konstruktion durchfiihren zu konnen, bendtigen wir einige
Ergebnisse von Ressel [8], [9] und Prinz [7]. Das folgende Resultat wurde von
Prinz [7, S. 44] bewiesen (Siehe Anhang):

Seien (X));.; eine Familie topologischer Rdume und p; t-glatte, reguldre
WabhrscheinlichkeitsmaBe auf X, Dann existiert genau ein t-glattes und
reguldres Borel-Mall auf dem Produktraum [T, X, welches das Produkt-
MaB ®;.; u; von ®;; B(X,) auf B(TT,.,; X,) fortsetzt.

Wir bezeichnen die Fortsetzung mit ®,_; y;. Fiir abzihlbare Produkte wurde
dieser Satz von Ressel [8, T. 2] bewiesen. In [9] bemerkt Ressel, daB die
Fortsetzung ®,.; 4; genau dann ein straffes MaB liefert, wenn alle u; straff sind
und die MaBe y; bis auf hochstens abzdhlbar viele i € I kompakten Triger
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besitzen. Der Beweis 148t sich leicht mittels Theorem 2 aus der Arbeit von
Ressel [8] fithren (Vgl. z. B. auch [4, 1 § 1]).
Nun kommen wir zu dem angekiindigten Beispiel. Die Menge

Y = {f:[0,1] — (0,1] stetige Funktion}

ist versehen mit der punktweisen Konvergenz und der Verkniipfung (f,g) + g
o f eine vollstiandig regulire, halbtopologische Halbgruppe. Das intervall (0,1]
1aBt sich mittels ¢: (0,1] — Y, @(x)=f, (mit f.(y)=x) homéomorph in Y
einbetten. Die Menge ¢((0, 1]) ist eine abgeschlossene, aber nicht kompakte
Teilmenge von Y. Mit f, bezeichnen wir fiir n2 2 den folgenden Polygonzug aus
Y: f,(x)=1 fir 0Sx=<1-2/n. Fiir die Werte 1-2/n<x=<1—1/n nehme
(x, f,(x)) die Werte der Verbindungsgeraden an, die durch die Punkte (1
—2/n,1) und (1—1/n,1/n) der Ebene fithrt. Fiir 1—-1/n<x=1 sei (x, f,(x))
durch die Werte der Verbindungsgeraden von (1 —1/n,1/n) und (1, 1) festgelegt.
Die Funktionenfolge (f,),», konvergiert punktweise gegen f; = 1. Daher ist die
Menge {f, : n € N} c Y kompakt.

Nun wihlen wir das Mall v=372,27", auf Y, das einen kompakten
Tréager besitzt.

Durch das BildmaB u=(24];4,,))* der Einschrinkung des Lebesgue-MaBes
auf das Intervall [, 1] unter der Abbildung ¢ wird ein weiteres straffes MaB p
mit kompaktem Tréger auf Y definiert. Wir betrachten die Faltung puxv. Der
Triger von pxeergibt sich als

(51N, = {fofe s xe 511} = {o(fi(¥) : xe[51]}

nach Definition von ¢ und der Verkniipfung in der Halbgruppe S. Daher
besitzt u*v den Trager ¢((0,1]), der nicht kompakt ist. Das MaBl pxv ist
jedoch ein straffes Borel-MaB.

Das R-fache cartesische Produkt von Y mit sich selbst YR bildet versehen mit
der Produkttopologie und der kanonischen cartesischen Verkniipfung eine
vollstindig reguldre, halbtopologische Halbgruppe. Wir setzen S=YR u
=®,ppuund v =, v. Die MaBe y' und v sind straffe Borel-MaBe auf S, die
einen kompakten Tréger besitzen. Da aus dem Zusammenhang stets die
Bedeutung hervorgeht, benutzen wir sowohl fiir die Faltung auf Y als auch fiir
die Faltung von MaBen auf S das Symbol *. Nach dem oben zitierten Satz von
Ressel ist das MaB &, g u*v ein t-glattes Borel-MaB auf S, das aber nicht
straff ist.

Um das Beispiel abzuschlieBen geniigt es, die Beziehung u' xv' =&, g p*v
zu beweisen. Fiir endlichdimensionale Zylindermengen 148t sich die Gleichung
sofort iiberpriifen. Daher stimmen die MaBe auf der Produkt o-Algebra
iiberein. Da es sich auf beiden Seiten um 7-glatte und reguldare Borel-Ma@e
handelt, folgt die Behauptung aus der Eindeutigkeit der Fortsetzung, [7, S. 44].
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Das Beispiel 9 zeigt insbesondere, dal das Mischungsintegral straffer MaBe
beziiglich eines straffen MaBes nicht straff ist. Auf Seite 145 der Arbeit [14]
gibt L. Schwartz ebenfalls ein Gegenbeispiel an, das den letztgenannten
Sachverhalt abdeckt. AbschlieBend sei erwdhnt, daB sich Satz 5 (a) fiir
beschrinkte, komplexwertige Funktionen beweisen 140t

AnnANG. Unabhiéngig von P. Ressel and P. Prinz bewiesen die Autoren L.
Amemiya, S. Okada und Y. Okazaki in der Arbeit » Pre-Radon measures on
topological spaces«, erschienen im Kodai Math. J. 1 (1978), 101-132, die zu
Beginn des Beispiels 9 angefiihrten Resultate iiber die Existenz der t-glatten
Fortsetzung des ProduktmaBes (9.9) und die Charakterisierung der straffen
MaBe durch die Trager (9.11). Im Gegensatz zu P. Ressel und P. Prinz
behandeln die Autoren jedoch nur MaBe auf reguldren Grundraumen. Fiir das
Beispeil 9 ist dies jedoch ausreichend.

LITERATUR

1. D. H. Fremlin, D. J. Garling and R. G. Haydon, Bounded measures on topological spaces, Proc.
London Math. Soc. (3) 25 (1972), 115-136.

2. 1. Glicksberg, Weak compactness and separate continuity, Pacific J. Math. 11 (1961), 205-214.

3. J. Hoffmann-Jorgensen, Theory of analytic sets, Aarhus Univ., Math. Inst. Various Publ. Series
10, Aarhus, 1970.

4. A. Janssen, Zulissige Translationen von Faltungshalbgruppen, Dissertation, Dortmund, 1979.

5. B. E. Johnson, Separate continuity and measurability, Proc. Amer. Math. Soc. 20 (1969), 420~
422.

6. S. E. Mosiman and R. Wheeler, The strict topology in a completely regular setting: relations to
topological measure theory, Canad. J. Math. 24 (1972), 873-890.

7. P. Prinz, Schwache Topologie auf dem Raum der Bewertungen, Dissertation, Universitit
Miinchen, 1977.

8. P. Ressel, Some continuity and measurability results on spaces of measures, Math. Scand. 40
(1977), 69-78.

9. P. Ressel, The continuity of (u,v) — u®v, Vortragstext fiir die Tagung fir Wahrscheinlich-
keitstheorie, Oberwolfach, 1977, Manuskript (unveroffentlicht).

10. F. Topsee, Topology and Measure, Lecture Notes in Mathematics 133, Springer-Verlag,
Berlin - Heidelberg - New York, 1970.

11. A. Tortrat, Calcul des probabilités et introduction aux processus aléatoires, Paris, Masson et
Cie, 1971.

12. V. S. Varadarajan, Measures on topological spaces, Amer. Math. Soc., Transl. 48 (1965), 161-
228.

13. C. J. Wong, Convolution and separate continuity, Pacific J. Math. 75 (1978), 602-611.

14. L. Schwartz, Surmartingales réguliéres a valeur mesures, et désintégration réguliéres d'une
mesure, J. Analyse Math 26 (1973), 1-168.

UNIVERSITAT DORTMUND
ABTEILUNG MATHEMATIK
POSTFACH 500 500

46 DORTMUND 50
BUNDESREPUBLIK DEUTSCHLAND



