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SUR LES SOUS-ESPACES DE [,®|,

C. SAMUEL
Reésume.

Pn démontre que si X est un sous-espace fermé de dimension infinie de
l,®1, alors X contient un sous-espace complémenté isomorphe a I, avec r=p
our=qour=1/(1/p+1/q—1) si p'>q ou un sous-espace isomorphe a ¢, si
r=q

Introduction.

Une application linéaire T d’un espace de Banach E dans un espace de
Banach F est un plongement s’il existe deux réels 0 <a<b tels que pour tout
xeE

alx| = ITX)| = bllx| .
Un plongement surjectif est un isomorphisme.

Soient E et F deux espaces de Banach, la norme ¢ sur EQF est définie par:

lull, = sup{|(@@¥)W)| ; P E, [P|<let ¥ e F, |¥| =1},

nous notons E@F le complété de EQ F muni de la norme ¢. Le symbole [
notera ici 'espace des suites de scalaires qui converge vers 0 muni de la norme
sup. (habituellement noté c,). Nous avons caractérisé dans [4] les valeurs du
réel r pour lesquelles I, est isomorphe a un sous-espace de I,,é)lq; le but de ce
travail est de démontrer que tout sous-espace fermé de dimension infinie de
I,@lq contient un sous-espace complémenté dans l,,é)lq et isomorphe a I, pour
les mémes valeurs de r. Etant donné une famille (x;);c; d’¢léments d’un espace
de Banach E nous notons [x;];.; le sous-espace fermé de E engendreé par (x;);;.

Sous-espaces de | pélq.
Rappelons la présentation de l,@lq utilisée dans [4]. Notons pour

lsp<oo sld)={x=(x); Vnx,el, et

Vo) T o)< +oo)
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00 slo(l) = {x=1(x,),; Vn,x,el, et
Vg e (1) lim p(x,)=0},

Nous définissons alors une structure d’espace de Banach sur sl, (/,) en posant
pour x=(x,), € sl, ()

~
I

00 1/p
Ixll = sup {(Z I<p(x..)|”> ;@€ (l) et Iltpllél} si 1sp<oo
n=1

et

x|l = sup{le(x)l;n=1,2,... et o € (l,) et [lp|=1} sip=00

Nous notons, pour chaque entier n, U,: [, — I, opérateur qui a {=({); € [,
associe U,(&)=({,); avec {;=¢; si 1§1§n et {;=0 si i>n; nous notons, pour
chaque entier n, P,: sl, (I,) — sl, () Popérateur qui & x = (x;); € sl, (I,) associe
P,(x)=(y;); avec x;=y; si 1<i<n et y;=0 si i>n; nous notons aussi pour
chaque entier m, Q,,: sl, (I,) — sl, (I)) 'opérateur qui a x= (x;); € sl, (I,) associe
0,(x)=(Up(x)). I est demontre dans [4] que ! ®1 est 1sometr1que a
{x esl, () ; x=lim,_,, P,(x)}. Il est clair r que, pour chaque paire d’entiers n et
m, P oQ,,, QmoP, et que Q,(, ®l)cl ®l

LEMME. Soient (ny), et (my), deux suites strictement croissantes d’entiers; on
ES
suppose que no=my,=0 et soit (V}), une suite normalisée de |,®1, telle que pour
tout entier k,

Vi = (P,,—P,,_)(V) = (Qu,—Qm,_)(Vi);
alors il existe une projection de norme 1 de Ipé)lq sur [V, 18-
Soient r=1/(1/p+1/qg—1) si p’>q ou r=00 si p' < q. Nous avons établi dans
[4] que (V,), est isométriquement équivalente a la base canonique de /,. Nous

dedu1sons alors en utilisant la remarque 1 de [2, p. 21] que pour tout
xel ®l

00 1/r
(1 (k; ||(Q.,..—Q...._,)°(P,..-—P,.._,)(x)ll') = Ixl-

Pour chaque entier k nous fixons ¢, € (l,,@lq)’ tel que

)] el = Vil = @u(Vi) = 1

(théoréme de Hahn—-Banach); nous pouvons supposer en outre que pour tout
entier k

©) o = (P =P, _)(@) = (Qm,— D, )00 -
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Pour chaque x € [ ®l nous dedulsons de (1), (2) et (3) que Zk 1o ()" < 00;
notons alors P: l ®l — 1 ®l I'application qui a x €l ®l associe P(x)

_Z"i 1 Pr(X)V,, il est 1mmed1at de vérifier que P est une projection de norme 1
de 1,®1, sur [V,]3%,.

THEOREME. Soit X un sous-espace fermé de dimension infinie de | ®l alors X
contient un sous-espace complémenté dans | ®l isomorphe a l, avecr=pour=q
our=1/(1/p+1/q—1) si p>q our=00 si p'<q.

Nous envisageons deux éventualités:

1" EveNTUALITE. Il existe un entier N et un sous-espace fermé Y de X de
dimension infinie tel que P | y ou Q| yest un plongement. Nous ne perdons pas
de la généralité en supposant qu’il existe un entier N tel que Pyly est un
plongement; d’apres [3] il existe une projection Q de PN(lp@qu) sur un sous-
espace de Py(X) isomorphe a [,; soith= (Pylx) " teQoPy, il est immédiat de
vérifier que R est une projection de /,® [, sur un sous-espace de X isomorphe a
I

"

2¢ EVENTUALITE. Pour tout entier N et pour tout sous-espace fermé de
dimension infinie Y de X, Pyl|y et Qn|y ne sont pas des plongements. Nous ne
perdons pas de la généralité en supposant que X a une base normalisée (x,),.
Donnons-nous un réel 0<e<1 et soient deux réels ¢ >0 et ¢’ >0 que nous
fixerons plus loin. Puisque pour toute paire dentiers n et m,

P,|(x=, mest pas un plongement nous pouvons trouver par récurrence une
suite base-bloc normalisée (y,), de (x,), et une suite strictement croissante
d’entiers (n,),, no=0, tels que pour tout entier k

Iye= (Po.— Po )OI < =

Nous notons z; = (P,,—P,,_)(v4); pour 0<¢ assez petit ne dépendant que des
données (cf. [1]) (z,), est une suite base de | ®I telle que pour tout entier n,
tout entier ! et toute famille a,,...,a, de scalalres

n

n
Z ayiv1— Z aiZi 4y
i=1

i=1

Z aYi+1

i=1

1)

é 2!+1

Puisque pour toute paire d’entiers n et m, Q,lr,j=, n’est pas un plongement
nous pouvons trouver par récurrence, en utilisant (1), une suite-base bloc
normalisée (v,), de (z,), et une suite strictement croissante d’entiers (m,), tels
que my=0 et pour tout entier k

™,

ok — (@, — B, ) @I =
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Nous notons wy=(Q,,, —Qpm,_)(vy); pour 0<e&” assez petit ne dépendant que
des données (cf. [1]) (wy); est une suite-base de [,®], telle que pour tout entier
n et toute famille a,,. . .,a, de scalaires

n n n
Z aw;— Z a;v; Z a;v;
i=1 i=1 i=1

En définitive, étant donné 0<e< 1, il existe une suite-base (w,), de l,,@lq, une
suite-base (u;), de X et deux suites strictement croissantes d’entiers (N,), et
(MY, No=M,=0, telles que pour tout entier k,

w, = (Py,—Pn,_ )W) = (Qp,—Om,_)(Wi)

et pour tout entier n et toute famille a,,. . .,a, de scalaires

n n n
Z aw;— Z au; Z au;
i=1 i=1 i=1

On conclut alors en utilisante le lemme et la méthode de perturbation.

&
< —

=2

b
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