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SUR LA REPRODUCTIBILITE DES ESPACES L,

C. SAMUEL
Reésume.
Dans ce travail on étudie les propriétés de reproductibilité des espaces [,
dans les produits tensoriels topologiques d’espaces de Banach.

1. Introduction.

Deux espaces de Banach E et F sont isomorphes s'il existe une application
linéaire T de E sur F et deux réels 0<a<b tels que pour tout x € E

alxl = IT®I = blx|l .

Si E est un espace de Banach nous notons B la boule unité fermée de E et
nous notons E’ le dual topologique de E.

Rappelons que si E et F sont deux espaces de Banach, la norme ¢ sur EQ F
est définie par

lull, = sup{lp@y W) ; ¢ € Bp et ¥ € Br}

et la norme = est définie par

n n
lull, = inf{zl il flyill u=.zl X.-®y.} .
i= i=
Nous notons E®, F l'espace EQ F muni de la norme ¢, EQF le complété de
E®,F, EQ.F l'espace EQF muni de la norme n et EQF le complété de
E®,F.

Le symbole I, notera ici I'espace des suites de scalaires qui convergent vers 0
muni de la norme sup. (habituellement noté c).

L’objet de ce travail est de montrer que si pour un espace de Banach E, | ®E
contient un sous-espace 1somorphe al,1=p<qg=o0,alors E” a un sous-espace
isomorphe a [, et si | ®E contient un sous-espace isomorphe a I, 1<r<p,
alors E contient un sous-espace isomorphe a /,. Pgur obtenir ces résultats nous
donnons tout d’abord une interprétation de |,QE comme espace de suites
d’¢léments de E. Nous caractérisons ensuite les r pour lesquels /, est isomorphe
a un sous-espace de l,,@lq. De cette caractérisation nous déduisons que les
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résultats précédents ne peuvent pas étre améliorés. Nous établissons ensuite que
si pour ordinal dénombrable « et un espace de Banach E, I'espace C(a; E) des
fonctions continues de (1,a) dans E contient un sous-espace isomorphe a L
1 =g <00, alors E contient un sous-espace isomorphe a I,

Etant donné 1 <p<oo nous convenons de noter p’ le réel défini par

L1,
pp
avec la convention p'=00si p=1et p'=1 si p=oo.
Si (x,), est une suite d’'un espace de Banach E, on note [x,]5%,, le sous-
espace fermé engendré par les vecteurs x,, n=1,2,. ..
Pour les définitions et propriétés classiques on pourra se reporter a [5] et

(9.

2. Etude de lp@)E.
Soient E un espace de Banach et 1 <p<o00; on note pour 1<p<oo

sl,(E) = {x=(x,,),, ; Vn x,eEetVoeE ) l(p(x,,)l"<oo}

n=1%

et pour p=00

n-—oo

sl (E) = {x=(x,,),, ; Vn x,eE et Yo e E' lim (p(x,,)=0}.
Il est immédiat que pour 1<p=< oo sl,(E) est un espace vectoriel.

REMARQUESs. 1) Pour tout x=(x,), € sl;,(E) on a

0 1/p
sup {(Z |<P(x,.)|”> ; qoeBE} <o silsp<oo
n=1

et
sup{lo(x,)l ; ¢ € Bp et n=1,2,...} < 00 si p=00.

Supposons 1< p<oo, le cas p=0o se traite avec des modifications évidentes.
Pour chaque entier m nous notons

0 1/p
Un = {fp € Bg ; (Z |<p(xn)l") ém}.
n=1

Il est immédiat de vérifier que U,, est un sous-ensemble absolument convexe et
fermé de By et que B =U,, U,,; il est clair, d’aprés le théoréme de Baire, que O
est point intérieur de U, d’ou le résultat.
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2) Pour x=(x,), € sl,(E) notons

00 1/p
sup {( > I¢(X..)I”> s pe Bs} si 1Sp<oo
n=1

]

et

sup {lo(x,)| ; @ €Bp et n=1,2,...} si p=o00;

]

llxI

on définit ainsi une norme sur sl,(E). Il est immédiat de vérifier que, muni de
cette norme, s/,(E) est un espace de Banach. On trouve une étude des espaces
sl,(E) dans [7, exposé n°® 9].

3) [,®,E est isométrique a un sous-espace de sl,(E). Notons (e,,), la base
canonique de [, Donnons-nous

u= ) a,®yc¢el,QF.
i=1

Nous avons pour i=1,2,...,m

o0

a; = Z a;(me; .

m=1

Soit y € B, nous avons alors

sup{ ; @€ B,p,}
sup {
sup {
(£

m=1

sup {

Il est & remarquer que lim,,_ . Y7_, a;(m)y;=0 donc

(i a; (m)Yi)

Nous concluons alors que nous définissons bien une application

T: 1,®,E — sl,(E)

3 o@wo)

I

(y,-)< ) ai(m>¢(em)) ee B}

n
i=1

5 (35 ) )pte)

) QE Bl,,}

)

i=1

P\1/p
ai(m)t/f(vi)l )

si 1Sp<oo.

P

i=1

ai(M)'//(yi)‘ ;m=1,2,...} sip=00.

lul, =
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en posant pour u=3"7_, a;Qy; T(u)= (37, a;(m)y,),, et que T ainsi définie est
linéaire et isométrique. Par cette application nous identifions [,®,E aun sous-
espace de sl,(E).

4) Pour chaque entier n=0,1,2,... notons

P": sl (E) — sl,(E)

I'application linéaire continue qui a x = (x;) € sl,(E) associe P"(x)=(y;); ou y;
=0pouri=1,2,...,nety,=x;pouri=n+ 1. Notons aussi P,=1— P". On note:

F,= {x € sl,(E) ; lim P"(x)=0} R
F, est visiblement un sous-espace fermé de sl,(E). Nous allons établir que [,Q E
est dense dans F,. Vérifions tout d’abord que |, @ EcF,. Soit

n

u= 3y a®y €l,®E;

i=1
pour chaque entier m et pour chaque i=1,2,...,n nous notons:

o

a; = Z a,(l)e‘, N

I=m+1
nous avons alors clairement pour m=0,1,2,. ..
P™"(T(u) = T<Z a$"®)‘.~>
i=1
donc

Z ai'®y;

i=1

I1P™(T ()l =

n
< X larl iyl
£ i=1

d’ou le résultat. Pour achever de prouver que /,®E est dense dans F, il suffit de
remarquer qu'etant donné x=(x,...,xp,0,...)€ F, on peut toujours
trouver un entier k, a,,...,a, € l, et y,,...,y, € E tels que

k
T(Z al®y1) = X.
=1

L’application T se prolonge en une application linéaire et isométrique de IpéE
sur F,.
p

3. Etude de 14®X .

Soit X un espace de Banach. Rappelons que (Iq®X Y = B(l,, X) I'espace des
formes bilinéaires continues sur I, x X (cf. [3]) et qu'il existe une identification
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canonique entre B(l,X) et ¥ (I, X') Pespace des applications linéaires
continues de I, dans X', rappelons aussi que pour l<g=<oo

sly(X) = 21, X)

(cf. [7, exposé n® 9]). Soient pour i=1,2,...,n, b;=(b,(m)), € lp x;€ X, u
=371 b;®x; et soit Q=(Qp)m €sl.(X'), 1<q=<00; la dualité canonique
s’exprime alors par:

Pw) = Y ¥ bimea(x).

m=1i=1

THEOREME. Soient 1<q<o00 et X un espace de Banach, alors pour tout
uel ®X ona

lullx = sup{le) ; ¢ € B, gx} .

Le reésultat est bien connu pour g=1 car nous savons que:
LOX = (X®XD...), et ®X = (XOX'®...),

(cf. [3]). Dans ce qui suit nous supposons 1 <g=<o0o. Soit u [,®X tel que
flull,=1 et soit >0 un réel arbitraire, il existe ¢ € sl (X') tel que |lo||=1 et
@(u)=1. Pour N assez grand on a |P(¢)(u)|<d d’ou le résultat puisque
lo—PN(@)|<1. On déduit du théoréme que I,,®X est canoniquement
isométriquement isomorphe a un sous-espace de (l,,@X Y.

4. Reproductibilité des espaces Ly

Le premier théoréme que nous allons établir semble bien connu, comme
nous n’avons pas de référence pour ce résultat que nous serons amenés a
utiliser, nous en donnons une preuve rapide.

Soient E et F deux espaces de Banach, on munit E x F de la norme Il (u, V)]
=max ([lul, [v]).

THEOREME 1. Soient E et F deux espaces de Banach et 1€q=>x. Eou F
contient un sous-espace isomorphe d l, si et seulement si E x F contient un sous-
espace isomorphe a |,

Nous traitons le cas 1<g<oo, pour le cas g=o0 il suffit de faire des
modifications évidentes.

Nous notons P, (respectivement P,) I'application (u,v)e ExF — u € E
(respectivement (u,v) € Ex F — v € F). Supposons que Ex F ait un sous-
espace isomorphe a [, il existe alors (f;); une suite de E x F et deux réels 0<a
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= b tels que pour tout entier n et toute famille a,. . ., a, de scalaires nous ayons

n 1/q n n 1/q
a<z 'ai|q> Z a = b(Z Iai|q> .
i=1 i=1 i=1

Supposons en outre que E ne contienne pas de sous- espace isomorphe a I,
peut alors trouver (X,), une suite-base bloc normalisée de ( f)); telle que

00 1/q’
( Y|P, (Xk)u‘f> <
k=1

si g>1

SIS

et
a .
Sl:P P (Xl < 2% st g=1.

Nous aurons alors pour tout entier n et toute famille a,,. .,a, de scalaires,

(&) =

donc

n n 1/q
Z la | P (X)) < b(z lail"> (inégalité de Holder)
i= i=1

n

ZaPz(X.)H (Zw) e

i=1

nous avons ainsi prouvé que F contient un sous-espace isomorphe a L.

REMARQUE. Nous avons prouvé que si E x F contient une suite-base (f)n
€quivalente a la base canonique de l, alors il existe (X,), une suite-base bloc
normalisée de (f,), telle que (P;(X,)), ou (P,(X,)) soit équivalente a la base
canonique de [,

THEOREME 2. Soient E et F deux espaces de Banach et 1=q=00. EouF aun
quotient isomorphe a I, si et seulement si E x F a un quotient isomorphe d l,

Supposons que E x F a un quotient isomorphe a [,; 4> soit Q: Ex F — [, une
application linéaire continue surjective, alors T = Q l, — E'xF est un
plongements. Notons ig: E — Ex Fetip: F — E x F les injections canoniques
respectives. D’aprés la remarque précédente, il est toujours possible de trouver
(®4)n une suite-base bloc normalisée de la base canonique de [, telle que par
exemple:

froT: [p,]3%, — B

soit un plongement. Notons, pour n=1,2,..., f,=ig(T(¢,); il suffit alors
d’appliquer un résultat de W. B. Johnson et H. P. Rosenthal (cf. [4]) qui
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affirme que si le dual E’ contient une suite normalisée (f,), équivalente a la base
canonique /, et si lim,, ,, f,=0 pour la topologie o (E’, E) alors E a un quotient
isomorphe a [,.

THEOREME 3. Soient E un espace de Banach et 1 £q<p<co. Alors E contient
M . . 2 .
un sous-espace isomorphe d l, si et seulement si [,®E contient un sous-espace
isomorphe 1,

Nous conservons les notations du 2. Nous supposons que F » contient un
sous-espace isomorphe a [, il existe alors (X); une suite de F » €t deux reels 0
<4=p tels que pour tout entier n et toute famille a,,. . .,q, de scalaires

n 1/q n 1/q
4(2 |ai|q) = ' = Il(z Iai|q> .
i=1 i=1

Nous supposons que E ne contient pas de sous-espace isomorphe a l,, alors,
d’apres le théoréme 1, pour chaque entier m,E x . .. x E (m fois E) ne contient
pas de sous-espace isomorphe a I,.

Soit 0 <e< A/u; puisque (X;); est équivalente a la base canonique de [, et
puisque X; € F,pouri=1,2,.. ., nous pouvons construire par récurrence (Y
une suite-base bloc normalisé de (X)), et ny=0<n; <... <n,<... une suite
strictement croissante d’entiers tels que pour k=1,2,...

Z a;X;
i=1

€
1Ye— (P, — P, _)(Y)I £ 5 -
Soit, pour k=1,2,. ..

Z, = (P,—P, )Y,

(Z)i est une suite-base semi-normalisée de F » €quivalente a la base canonique
de [, (cf. [1, théoréme 1]). Notons K =sup, || Z,|| et pour k=1,2,. . ., notons Z,

=(Z,,),nous avons Z, ;=0 pour I=1,2,...,n,_, et I=n, + 1. Soit m un entier
et a,,...,a, des scalaires, alors
m m n; 1/p
Z a;Z;|| = sup {(Z Iai|p< Z |‘P(Zi,1)|p)> , Q€ BE}
i=1 i=1 I=nm_,+1

HA

m 1/p
K(Z Iail”)
i=1

d’ou une contradiction puisque (Z;); est équivalente i la base canonique de L,

THEOREME 4. Soient E un espace de Banach et 1<q<p<co. Alors E a un
M . . 2 . . N
quotient isomorphe a I, si et seulement si |,®E a un quotient isomorphe d L.
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Soit T: l,,@E — [, une application linéaire continue surjective et soit
r(T) = inf{r>0, Vyel, 3x e ,®E, T(x)=y et |x|<rlyl}.
Supposons que E n’a aucun quotient isomorphe a I, nous allons établir que
(1) Vr> r(T), Vee 10,1[, Vn, Ix e ,QE,
x=Px)et x| Sret Tz e

Dans le cas contraire, il existe r>r(T), &, € ]0,1[ et un entier nq tels que
pour x € | ®E x= P"°(x) et || x|| £r entraine || T(x)|| <&, Soit y € B,, puisque
r>r(T) il existe tel ®E tel que |t <r et T(t)=y. Notons x=P, (1) et

= P™(¢), visiblement P""(u) u et Jjul £|t] Sr donc:

ly=TE) = IT@WI < & -

Nous avons établi qu’il existe ¢, € 0, 1[, un réel r>0 et un entier n, tel que
pour tout y € B, il existe x € l,,@E vérifiant ||x| <r, x=P, (x) et |ly—T(x)|
<&,; il est bien connu que cette propriété entraine que T(Im (P,))=I, ce qui
est contradictoire avec notre hypothése sur E (cf. Théoréme 3). L’affirmation
(1) est bien établie.

De Paffirmation (1) on déduit immédiatement:

2 Vr>r(T), ¥n 3xeL,®E Im > n tels que x = (P,—P,)(x),
Ix| £ ret T 23

Notons pour m=0,1,...,Q™ lapplication linéaire de [, dans I, qui a
a=(;); € I, associe Q" (a)= (B;); ou B;=0pour I sj=met B;=o;pour j=m+1,
m+2,...; nous notons aussi Q,,=1-0".

Fixons r>r(T). On peut alors construire par récurrence (ny),, (m), deux
suites strictement croissantes d’entiers, (x,), une suite d’¢léments de l,,@E tels
que my=ny=0 et

B) Ixll £r pour k=12, ..
4 x,=(P,—P, )x) pour k=12, ..
1
) 1™ (T 2 5 et 1Q™(TxI)I = 57 pour k=1,2,....

Supposons (1) <i<k (Mo ik €t (X)) gigk CONstruits et vérifiant (3), (4) et (5);
montrons que nous pouvons poursuivre. L’apphcatlon Q™oT est une
application linéaire continue surjective de [ ®E sur un espace de Banach
isométrique a [, et r(Q™oT )Sr(T), en subsutuant Q™oT a T dans (2) nous
déduisons qu’il ex1ste Xe1 €1 ®E et n,,,>n tels que

IXpaill S 1 X440y = (Pn.“"‘Pn,,)(xku) et @™o T(xx e Il 2 %
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Nous fixons alors my,,>m, tels que [|Q™*' (T (x,,,))l| <1/22. Notons pour
chaque entier k, y, = T(x,).

Quitte a extraire une sous-suite de (y,), on peut supposer que (y,), est une
suite de Cauchy pour la topologie a(l,1,). Notons pour k=1,2,...

= Ya-1— Y €U U = Xgpo g — Xy
on a lim,_ , z,=0 pour la topologie o(l,1,) et pour k=1,2,...
izl 2 1Q™* (rak—r —y2)l 2 1™ (2 = 1Q™* (Y- DIl 2 72
d’apres (5).
Quitte a extraire de (z;), une sous-suite on peut supposer que (z;), est

équivalente a la base canonique de /. Il existe alors C>0 tel que pour tout
entier n et toute famille a,,. . .,a, de scalaires on a:

n n 1/q
Y agzi 2 C(Z |a,-|"> .
i=1 i=1
De (3) et (4) nous déduisons que:
n 1/p
s 2r<z Im»l")
i=1
donc, puisque T (v)=z,

z ap
(Z |a,.|q>”q < 2ruT|| (Z @ |p>

ce qui est impossible car p>g; nous concluons alors que E a un quotient
isomorphe a [,

THEOREME 5. Soient E un espace de Banach et 1 Sp<q=oo. Si 1,,®E aun
sous-espace isomorphe a I, alors E” a un sous-espace isomorphe a |,

Supposons que / ®E a une suite-base ( j,, ). €quivalente a la base canonique
de [, p<q=oo. De la dualite (I, ®E, | ®E’> et du théoréme du 3 nous
dedunsons que (f,), est une suite-base de (, ®E) équivalente a la base
canomque de [, On a_ clairement lim,., f,=0 pour la topologic

a(, ®E) ®E )donc I, ®E aun quotient isomorphe a I, 1 £q'<p’ et par
conséquent E’ a un quotient isomorphe a [, d’ou le resultat

Soit o un ordinal dénombrable, (1, a) note I'’ensemble des ordinaux 1 <y<a
muni de la topologie d’intervalle; C(x) note I'espace de Banach des
applications numériques continues sur {1,a) muni de la norme uniforme; soit
E un espace de Banach, C(«; E) note I'espace de Banach des applications
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continues de {l,a) dans E muni de la norme uniforme. Nous savons que
C(a; E) est isométrique a C(a)®@E (cf. [3]).
Nous notons

Co(a; E) = {fe C(a; E) ; f(0)=0},

nous savons que pour a2, Cy(a; E) est isomorphe a C(a; E) (cf. [2]).

THEOREME 6. Soient a un ordinal dénombrable, E un espace de Banach et 1 <q
<00; alors E contient un sous-espace isomorphe a l, si et seulement si C(a; E)
contient un sous-espace isomorphe a .

Fixons 1 < g <oo. D’apres le résultat classique de C. Bessaga et A. Pelczynski
(cf. [2]) il suffit de prouver le théoréme pour les ordinaux ®® ou i est un
ordinal dénombrable; nous allons établir le théoréme par une récurrence
transfinie sur A.

Le resultat a déja été établi dans le cas A=0 (théoréme 3). Soit donc 4 un
ordinal dénombrable >0 et supposons que pour tout ordinal </ la propriété
I, isomorphe a un sous-espace de C (w*’; E) entraine l, isomorphe a un sous-
espace de E. Supposons que I, soit isomorphe a un sous-espace de C (w*; E)
donc de Co(w“’l; E) et que [, ne soit pas isomorphe a un sous-espace de E.
Rappelons que pour tout ordinal « <w®’ il existe un ordinal <4 tel que C(x)
et C (w“”) soient isomorphes (cf. [2] et [8]); alors, pour tout ordinal a < w®’
I, n’est pas isomorphe a un sous-espace de C(«; E).

Soit (f,), une suite-base normalisée de Co(w“’l; E) équivalente a la base
canonique de I, Il est possible de construire par récurrence (g,), une suite-base
bloc normalisée de (f,), et ay=0<o;<...<m<...<w® une suite
strictement croissante d’ordinaux tels que pour k=1,2,...

’

L

Vye Loy v ¢ (ot o) = g0l S 5,

mais alors, la suite (g,), est équivalente a la base canonique de ¢, (cf. [1]) d’ou
une contradiction.

5. Sous-espaces de lpé)lq isomorphes a I,.

Nous considérons l,,@lq comme sous-espace de sl (/,). Notons (e,), la base
canonique de [, et (f,), 1a suite des formes coefficients de la base (e,),; on note
pour chaque entier m

Qm:lp,— 1,
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lapplication qui & x=372, ae, € [, associe Q,(x)=311, ae,. Il est clair que
pour chaque entier m et x=(x)); € sl,(,) Q,,(x) définie par

0n(x) = (Qulx))i € sl (1) vérifie |0, = 1
et que pour chaque entier n, P"oQ, =0, oP"; on a alors visiblement
0.(1,®1) = 1,®I, .

LEMME 1. Pour chaque entier m les espaces Qm(lp(fblq) et 1, sont isomorphes.

Notons X ={(x); esl,(l,) ; In Vi, izn=x,=0 et Vj Q,(x)=x;.
Clairement X est un sous-espace dense de Q,,(/ ®lq) Pour x=(x;);e X on a

n

[x]? = SUP{Z

i=1

Y fitxdele)

j=1

; @€ B(,p,}

donc en particulier, puisque fi,. .., f,, € By ona

n 1/q
Ixl 2 max (; !fk<x.~)|") :

Sk=m

<"=i‘ L 'fj(xi)'p)qlp>l/q = (Zl (£ lf;ugl)q)”q

m n 1/q 1/q
Z(Z |fj(xi)|‘1> < m max (Z | fi (x)l )

j=1\i=1 1<ksm

On a par ailleurs:

n 1/q
Ixll = (Zl IIX;II">

IIA

ce qui prouve que Q,,,(l,,@lq) est isomorphe a un produit fini d’espaces [, donc a
l

.
LEMME 2. Pour tout x € L,®1, on a lim,, o, O,(x)=x.

Notons
Y = {x=(xi)i € Slq(lp) 5 3" Vi, ign => xl=0} .

Visiblement Y est un sous-espace dense de l,,(fblq. Soit x = (x;); € Y et n un entier
tel que izn = x;=0. On a alors pour tout entier m

Ix—Qm(x)]* = SUP{Z Y fix)ele) s o€ B(l,)'}
i=1 |[j=m+1 )
£ ¥ -0l

Math. Scand. 45 — 8
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donc lim,, ., 0,.(x)=x; la conclusion découle alors du théoréme de Banach-
Steinhaus.

Rappelons la proposition suivante de A. Tong (cf. [10]).

PROPOSITION. Soient n un entier, a,,. . .,a, des scalaires et T: [ — I} lopérateur
qui a x=(x,,...,x,) € It associe T(x)=(a,x,,...,a,x,). On a alors

n s—q/sq
1Tl = (Z Ia.-l“”s"") sis>q et |T|=max |a]sis=q.

i=1 1gign

£
THEOREME. Soient 1 < p, < 00; alors |, est isomorphe a un sous-espace de [,®1,
si et seulement si r=p, r=q ou

1
r=———siqgzp ou r=00si d<p.

-1
qa p

Nous conservons les notations du 2. On suppose g < 00, le cas g = 00 se traite
avec des modifications évidentcs Supposons tout d’abord que I, est isomorphe
a un sous- espace de [ ®l et que r+p et r#+gq; soit (X,), une suite-base
normalisée de / ®1 equwalente a la base canonique de [,. Soit ¢>0; puisque r
+ p on peut trouver (n,), une suite strictement croissante d’entiers et (Y,), une
suite-base bloc normalisée de (X,), telle que:

Y= (P, — P (Yl < -25

pour k=1,2,.... Dés que ¢>0 est assez petit, la suite

<Z — (Pnk‘Pnk_,)(Yk) )
C P, =P )Y i

est équivalente a la base canonique de /..

Soit & un réel >0; puisque r#+q en utilisant les lemmes 1 et 2, on peut
trouver (m,), une suite strictement croissante d’entiers et (U,), une suite-base
bloc normalisée de (Z)), telle que pour k=1,2,...

,,»o,

” Uk (Qm,‘ ka 1 ‘Uk)"

Dés que 8> 0 est assez petit la suite ((Q,, — ka l)(U W) est équivalente a la
base canonique de |,.
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En résumeé, on peut trouver une suite normalisée (V,), de I,,élq équivalente a
la base canonique de /, et deux suites strictement croissantes d’entiers (N,), et
(M), telles que:

(1 Vi = (PN,— Py, )V = (@um,—Om, )(Vi).

Pour chaque entier k, notons V,=(V, ;);: nous pouvons fixer ¢, € [fy, ,
410> fm,] tel que

Ny
lowl = 1 et Y eVt =1,

i=N,_ +1

Soit Y= (¥,); € (1,)'; pour chaque entier k notons
.‘llk = (0, . ~50,|/1Mk_l+1,- . -,ka,O,. . ) .

Nous avons ¢/l = (23, IW*I17)"""" si p#1 et Y| =sup, |y*|| si p=1. Pour
chaque k et i il est clair d’aprés (1) que Y (V, ) =y*(V,.) donc

N, N,
2 Y W= Y WIS e
i=N,_, +1 i=N,_, +1

Soit n un entier et a,,...,a, des scalaires, on a alors d’aprés (2)

n n N, 1/q
Z a)Vy| = sup {(Z la)l® 2 W/(V.,i)l") s Ve B(l,,)’}
I=1 I=1 i=N,_, +1

™M=

lIA

1/q
|a,|qnn//'||q) ye B(,,)} .

1

sup {(
1
On a évidemment

n N, l/q
I 2 sup {(l; la* Y I'l/(Vl,i)iq) ;

i=N,_ +1

n
Z aV,
=1

Y= Z 2, et Z |;~l|p’§1}
=1 =1

n ) 1/q "o 1/p’
} = sup {( Z |al|q|’~llq> . (Z I/'llp) < 1} .
=1 1=1

On conclut en utilisant la proposition précédente.

donc

M=

aV,

=1

Notons (¢)); la base canonique de I, Soient n un entier et ay,...,q, des
scalaires, nous avons:



116 C. SAMUEL

sup {

n
Z a;4,;
i=1

n 1/q
sup {( y |ail"|;1s|") ; (&) € B(,P,,}

i=1

n

Y ae®c¢;

i=1

; (4); € By, (0 € B(l.,)'}

’

n 1/r
(Z Iail’) si p>q avec r= ,pq
i=1 p—

max |a;|] sig=p'.

15isn

.

donc (e;®e¢;); est isométriquement équivalente 4 la base canonique de I,.
. 3 ) A .
COROLLAIRE. Si p=q’ I'espace |,®1, nest pas réflexif.
COROLLAIRE. Si s<r’ l'espace I,®I, contient un sous-espace isomorphe a |,.

Le résultat est évident si 1=5 ou ¥ =00; nous supposerons donc 1<s<r
. N A . o .
<oo. Il est clair d’aprés 2 et 3 que I'espace I, ®I, est isométrique a un sous-
espace fermé de

s’s’(lr’) = g(ls’ lr') = B(ls’ lr) = (lr®ls), .

D’aprés le théoréme précédent Iespace (I,®I) contient un sous-espace
isomorphe a c,, le résultat découle alors du théoréme 4 de [1].

BIBLIOGRAPHIE

1. C. Bessaga et A. Pelczynski, On bases and unconditional convergence of series in Banach spaces,
Studia Math. 17 (1958), 151-164.
. C. Bessaga et A. Pelczynski, Spaces of continuous functions IV, Studia Math. 19 (1960), 53-62.
3. A. Grothendieck, Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires, Mem. Amer. Math,
Soc. 16 (1955).
4. W. B. Johnson et H. P. Rosenthal, On w*-basic sequences and their applications to the study of
Banach spaces, Studia Math. 43 (1972), 77-92.
5. J. Lindenstrauss et L. Tzafrini, Classical Banach Spaces 1 (Ergebnisse Math. 92) Springer-
Verlag, Berlin - Heidelberg - New York, 1977.
6. A. Pelczynski, Projections in certain Banach spaces, Studia Math. 19 (1960), 209-228.
7. Séminaire L. Schwartz, 1969-1970, Ecole Polytechnique, Centre de Mathematiques, Paris,
1970.
. W. Sierpinski, Cardinal and ordinal numbers, Paustwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa,
1965.

N

-



SUR LA REPRODUCTIBILITE DES ESPACES I, 117

9. L. Singer, Basis in Banach spaces 1, (Grundlehren Math. Wissensch. 154), Springer-Verlag,
Berlin - Heidelberg - New York, 1970.

10. A. Tong, Diagonal nuclear operators on l,-spaces, Trans. Amer. Math. Soc. 143 (1969), 235-247.

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUE-INFORMATIQUE
ET

LABORATORIE DE MATHEMATIQUES DE MARSEILLE

(L.A. 225)

FACULTE DES SCIENCES DE LUMINY

70, ROUTE LEON LACHAMP

13288 — MARSEILLE CEDEX 2



