MATH. SCAND. 44 (1979), 17-36

QUASI-SEPARABLE UND KOSEPARABLE MODULN
UBER DISKRETEN BEWERTUNGSRINGEN

HELMUT ZOSCHINGER

Einleitung.

Beim Studium des sogenannten Whitehead-Problems fiihrte Griffith in [3]
den Begriff des koseparablen Moduls ein, indem er fiir jeden Untermodul U
von M, mit M/U endlich erzeugt, die Existenz eines U’ = U verlangte, so daB
M/U’ immer noch endlich erzeugt ist, aber zusitzlich U’ direkter Summand in
M ist. Dual nennen wir M separabel, wenn es zu jedem endlich erzeugten
Untermodul U von M einen Zwischenmodul UcU, =M gibt, so daB U,
endlich erzeugt und direkter Summand in M ist. Fiir abelsche Gruppen ist
dieser Begriff wohlbekannt, wird aber oft nur auf spezielle M, z.B. p-Gruppen
oder N;-freie Gruppen, angewandt (siehe [2, § 65 und § 87], [5, p.102]). Wir
wollen ihn fiir beliebige Moduln gebrauchen, allerdings in dieser Arbeit stets
iber einem diskreten Bewertungsring R, zusammen mit der folgenden
Verallgemeinerung: M heiBBe quasi-separabel, wenn jeder endlich erzeugte reine
Untermodul in M abspaltet.

Es zeigt sich nun, daB iiber einem diskreten Bewertungsring sich diese
Moduln auf verschiedene Weisen mit Hilfe des Komplementbegriffs
kennzeichnen lassen. Wir sagen, V sei ein Komplement von U in M, wenn V+ U
=M ist und wenn V beziiglich dieser Eigenschaft minimal ist. Gibt es sogar zu
jedem X + U =M ein solches V, mit V<= X, so sagen wir U habe geniigend viele
Komplemente in M. Mit diesen Definitionen lautet unsere erste Kennzeich-
nung:

Ist der Torsionsuntermodul T(M) teilbar, so gilt

Al) Genau dann ist M quasi-separabel, wenn jeder endlich erzeugte
Untermodul von M ein Komplement in M hat.

A2) Genau dann ist M koseparabel, wenn jeder endlich erzeugte Untermodul
von M geniigend viele Komplemente in M hat.

Um uns von der Bedingung »T(M) teilbar« zu 1sen, beniitzen wir den Begriff
des starken Komplementes: Ein Komplement V von U in M heiBt stark [9],
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wenn VN U direkter Summand in U ist. Damit zeigen wir fiir einen beliebigen

Modul M:

B1) Genau dann ist M quasi-separabel, wenn M in jeder Erweiterung N, mit
N/M einfach, ein starkes Komplement hat.

B2) Genau dann ist M koseparabel, wenn jeder maximale Untermodul von M
ein starkes Komplement in M hat.

In den ersten beiden Abschnitten der Arbeit werden diese Charakterisierungen
durchgefiihrt. Im dritten Teil wird fiir beliebiges M die Existenz von
Komplementen fiir die endlich erzeugten Untermoduln untersucht. Es zeigt
sich, daB jeder direkte Summand der Form R/(p"), n=1, als »Komplement-
erzeugender« Faktor wirkt (siche 3.1), und daraus folgt: Ist p-Rang (T(M))
2N,, so hat jeder endlich erzeugte Untermodul von M geniigend viele
Komplemente in M; ist aber p-Rang (T (M))<¥N,, so gelten die oben unter Al
und A2 angegebenen Bedingungen.

0. Definitionen und Grundtatsachen.

Der Grundring R, iiber dem die Moduln betrachtet werden, ist stets ein
diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal (p) und Quotientenkorper K
#+R. Fiir die Grundlagen iiber R-Moduln siehe [6], fiir die im folgenden
zitierten Tatsachen iiber radikal-komplementierte Moduln siehe [10,
Abschnitt 3].

D(M) ist der divisible Anteil von M, d.h. der groéBte teilbare Untermodul von
M. Der Ulm-Untermodul von M ist

H(M) = Fjl My,

das Radikal von M is Ra (M)=Mp, und der p-Rang von M ist die Dimension
des R/(p)-Vektorraumes M/Ra (M).

M heiBt koatomar, wenn jeder teilbare Faktormodul von M gleich Null ist.
Das ist dquivalent damit, dal T(M) beschrinkt und M/T (M) endlich erzeugt
und frei ist.

Ist V+U=M, so ist V genau dann ein Komplement von U in M, wenn
VNU klein in V ist, d.h. koatomar ist und enthalten in Ra (V). Ist VN U nur
klein in M, so sagen wir V sei ein schwaches Komplement von U in M (siehe
[11, Abschnitt 6]). Jeder koatomare Untermodul U von M hat geniigend viele
schwache Komplemente in M, und falls R vollstindig ist, sogar geniigend viele
Komplemente.

M heiBt reinzerfallend, wenn jeder reine Untermodul von M bereits direkter
Summand ist. Das ist genau dann der Fall, wenn der reduzierte Anteil M/D(M)
koatomar ist.
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M heiBt radikal-komplementiert, wenn Ra (M) ein Komplement in M hat. Das
ist dquivalent damit, daB »der« Basis-Untermodul von M koatomar ist, oder
auch damit, daB T(M)/D(T (M)) beschriinkt und p-Rang (M/ T(M)) <N, ist. Ist
U<=Ra (M) und hat U ein schwaches Komplement in M, so hat U bereits ein
Komplement in M, und das gilt genau dann, wenn U selbst radikal-
komplementiert ist.

1. Quasi-separable Moduln.

Die ersten beiden Lemmata geben einfache, vom Komplementbegriff im
wesentlichen unabhingige Kennzeichnungen von Separabilitit und Quasi-
Separabilitidt. Wie Punkt (iii) der nachfolgenden Aquivalenzen zeigt, 148t sich
die Separabilitit von M als Verallgemeinerung der Eigenschaft »Ra (M) ist
klein in M« auffassen.

LemMma 1.1. Fiir einen Modul M sind dquivalent:

(i) M ist separabel
(i) Zu jedem x € M gibt es ein « € End (M) mit a(x)=x und Bi« endlich

erzeugt

(iii) Zu jedem x € Ra (M) gibt es ein o« € End (M) mit o(x)=x und a(Ra (M))
klein in M

(iv) H(T(M))=0, und M/T(M) ist bis auf Isomorphie reiner Untermodul von
R'.

Bewers. Klar ist (i — ii — iii).

Bei (iii — iv) ist sogar H(M)=0, denn zu x € H(M) wihle man a wie
angegeben, und weil «(Ra (M))=Ra (Bia) koatomar ist, ist es auch Big,
insbesondere H(Bia) =0, a(x)=0, x=0. Fiir jeden vollinvarianten Untermodul
M, von M gilt, daB M/M, wieder die Bedingung (iii) erfiillt, so daB wir
gleich M torsionsfrei annehmen konnen. Dann ist aber mit der Menge
I=Homg (M,R) die kanonische Abbildung ¢: M — R' ein reiner
Monomorphismus, denn zu O%x € M und r € R gibt es nach Voraussetzung
ein « € End (M) mit a(xp)=xp und Bia koatomar, d.h. a(x)=x mit einem
Isomorphismus @: Bia — R" (n21): Ist nun ¢(x) € (R)r, d.h. i(x) € Rr fiir
alle i € 1, so folgt insbesondere n,w'(x) € Rr fiir alle 1 Sv=<n, «(x) € (Bior,
x € Mr wie gewiinscht.

(iv — i) Aus den Voraussetzungen folgt, daB T(M) und M/T (M) separabel
sind (siehe [2, Proposition 65.1] und [8, Theorem 5.2]). Bleibt zu zeigen, daB es
auch M ist: Zu einem endlich erzeugten Untermodul U von M hat man
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(U+T(M)))T(M) = A/T(M) = M/T(M)

mit A=T(M)®A" und A’ endlich erzeugt und frei, sowie 4/T(M) direkter
Summand in M/T (M), also auch A’ direkter Summand in M. Weil U, =U + 4’
immer noch endlich erzeugt und 4/A4’ = T (M) separabel ist, folgt U,/4’' < U,/A’
< A/A’ mit U, endlich erzeugter direkter Summand in A. Als beschrinkter
Modul ist U,/A’ nicht nur rein, sondern sogar direkter Summand in M/4’, also
auch U, in M.

BEMERKUNG 1. Ist M separabel, so ist jeder radikal-komplementierte
Untermodul U von M bereits koatomar. Zum Beweis kann man (weil T(U)
beschrinkt und M/T (M) wieder separabel ist) gleich M torsionsfrei annehmen
und U sogar rein in M: Fiir einen Basis-Untermodul S von U gilt dann, daB S
endlich erzeugt ist, also nach Voraussetzung direkter Summand in M, also
§=U. Daraus folgt sofort, daB} in einem separablen Modul M jeder Untermodul
des Radikals, der ein Komplement in M hat, bereits klein in M ist. Diese
Eigenschaft wurde in [10, Satz 4.1] fiir X-selbstprojektive Moduln iiber einem
beliebigen Ring nachgewiesen.

BEMERKUNG 2. Ist M torsionsfrei und separabel, U, die reine Hiille von U in
M (dh. U,/U=T(M/U)), so gilt: Genau dann hat U ein Komplement in M,
wenn U, /U endlich erzeugt und U, direkter Summand in M ist. Wir wollen
nur die Richtung beweisen, in der die Separabilitit benutzt wird: Ist V ein
Komplement von U in M, so ist VN U, von endlichem Rang und rein in M,
also bereits endlich erzeugt und direkter Summand. Damit ist U /U als Faktor
von VNU, endlich erzeugt, und aus X®(VNU,) =M folgt (XNV)QU,
=M.

Weil jeder endlich erzeugte Modul reinzerfallend ist, ist unsere Definition
von »quasi-separabel« wirklich eine Verallgemeinerung des Begriffes »sepa-
rabel«. Das folgende Lemma zeigt, wie man sich auf die alte Definition
zuriickziehen kann. Mit 4 (M) bezeichnen wir den gréBten Untermodul von M,
dessen torsionsfreier Anteil teilbar ist, also 4(M)/T(M)=D(M/T(M)).

Lemma 1.2. Fiir einen Modul M sind dquivalent

(i) M ist quasi-separabel
(ii) Jeder zyklische reine Untermodul von M ist direkter Summand
(iii) Jeder radikal-komplementierte reine Untermodul von M ist bereits
reinzerfallend und direkter Summand
(iv) M/A(M) ist separabel.
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BEWEIS. (i — iv) Wir zeigen den zweiten Punkt in (1.1): Zu 0% x € M/4(M)
sei U/A(M) die reine Hiille von xR in M/A(M), und mit U=AM)®U’, U’ =R,
folgt nach Voraussetzung, daB3 U’ nicht nur rein, sondern direkter Summand in
M ist, also auch U/A(M) in M/A(M).

(iv — iii) Sei U radikal-komplementierter, reiner Untermodul von M.
Nach der ersten Bemerkung zu (1.1) ist (U + 4(M))/4(M) nicht nur radikal-
komplementiert, sondern sogar endlich erzeugt. Mit U/4(U) ist daher auch U
reinzerfallend, auBerdem

(U+4(M)/A(M)@B/A(M) = M/A(M),

dh. U+B=M und UNB=UNA(M)=A4(U) reininjektiv, so daB UNB
direkter Summand in B ist, also auch U in M.
(iii — ii) ist klar, und (ii — i) ist ein einfacher Induktionsbeweis.

Aus Punkt (iv) folgt sofort, daB M genau dann quasi-separabel ist, wenn
es der torsionsfreie Anteil M/T(M) ist. Allgemeiner hat man fiir jeden
Untermodul M, = A(M), daBl (M/M,)/4(M/M,) isomorph zu M/4(M) ist, und
damit die

BEMERKUNG 1. Ist M, A(M), so ist M genau dann quasi-separabel, wenn
M/M, quasi-separabel ist.

Aus Punkt (i) folgt, daB fiir vollstdndiges R jeder R-Modul quasi-separabel
ist. Im unvollstindigen Fall vererbt sich Quasi-Separabilitit nicht einmal
auf Unter- oder Faktormoduln. Die Frage nach den quasi-separablen
Untermoduln héingt eng mit dem Begriff der Koseparabilitit zusammen (siche
2.1), fiir Faktormoduln gilt:

BEMERKUNG 2. Ist M quasi-separabel und M, ein projektionsinvarianter
Untermodul von M, so ist auch M/M, quasi-separabel. Ebenso, wenn M, ein
schwaches Komplement in M hat. Da die erste Aussage wie in (1.2, i — iv)
bewiesen wird, haben wir nur noch die zweite zu zeigen, und dazu sei X ein
schwaches Komplement von M, in M: Weil dann M/M,, bis auf Isomorphie
direkter Summand in M/X N M, ist, kann man gleich X =M, d.h. M, klein in
M annehmen. Damit ist auch (My+ 4(M))/4(M) klein in M/4(M), also
M/(My+ A(M)) nach der zweiten Bemerkung zu (1.1) separabel, also nach
eben M/M, quasi-separabel.

Die Grundlage fiir unsere Charakterisierungen von quasi-separablen und
koseparablen Moduln durch Komplementeigenschaften ist der folgende
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HiLrssaTz 1.3. Sei U ein Untermodul von M. Dann gilt:

(@) Ist UcRa(M)+T(M) und U koatomar, so hat U geniigend viele
Komplemente in M.

(b) Hat U ein schwaches Komplement in M, so hat auch (U+ T(M))/T (M) ein
schwaches Komplement in M/T(M), und der Kokern der induzierten
Abbildung T(M) — T(M/U) ist artinsch.

(¢) Hat (U + T(M))/T (M) ein Komplement in M/T (M) und ist U torsionsfrei,
5o hat auch U ein Komplement in M.

(d) Hat U ein Komplement in M und ist Uc U, =M ein Zwischenmodul mit
U,/U teilbar, so hat auch U, ein Komplement in M.

BeEweis. (a) Bei X+U=M kann man, weil XNU ein schwaches
Komplement in X hat, gleich annehmen, daB X N U klein in M ist. Die Menge

{VveX | Ra(V)=VNRa (M)}

hat nach Zorn ein maximales Element V,, und weil Vo N U klein in V, ist, bleibt
nur noch V,+U=M zu zeigen. In M = M/V, gilt wegen der Maximalitédt von
V,, daB X reduziert ist und enthalten in Ra (M),und aus X +U=M folgt, daB
M reduziert ist und radikal- -komplementiert. Aus U < Ra (M) + T (M) folgt die
Teilbarkeit von M/T (M), so daB M sogar beschrdnkt sein muB3, X klein in M
und U=M, also V,+U=M wie gewiinscht. (Das ist eine Verallgemeinerung
des Beweisganges zu Satz 3.4 in [10].)

(b)Sei X +U=M und X N U klein in M. Mit M = =M/T(M) folgt X+U=M,
und weil XN U als wesentliche Erweiterung von X N U endlichen Rang hat,
gilt die erste Behauptung. Fiir die zweite braucht man, weil T(M/XNU)
— T(M/U) surjektiv ist, nur den Kokern von T(M) — T(M/XNU) zu
betrachten, so daB wir gleich X =M, d.h. U klein in M annehmen konnen. Mit
U JU=T(M/U) ist nun U,/T(M) wesentliche Erweiterung von (U
+ T(M))/T (M), und weil U/T(U)=R" ist fiir ein n>0, ist U.,/(U+ T(M)) bis
auf Isomorphie Untermodul von (K/R)", d.h. artinsch wie behauptet.

(c) Ist W/T(M) ein Komplement von (U + T(M))/T(M) in M/T(M), so
zeigen wir ohne weitere Voraussetzungen an U, daB U/ T(U) ein Komplement
in M/T(U) hat: Klar ist W/T(U)+ U/T(U)=M/T(U) und der Durchschnitt
koatomar, aber er ist auch enthalten in Ra (W/T(U))+ T ( W/T(U)), so daB er
nach (a) ein Komplement in W/T(U) hat, das dann auch ein Komplement von
U/T(U) in M/T(U) ist.

(d) Sei V ein Komplement von U in M. Statt der Teilbarkeit von U,/U
geniigt es zu verlangen, daB U,/U in Ra(M/U) enthalten ist und ein
Komplement in M/U hat. Dann ist namlich U,/U radikal-komplementiert,
also auch VN U, wegen der exakten Folge
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0-VNUecesVNU, - U/U>0,
und
VNU, = (V+Ra(M)N (U+Ra (M) = Ra(M)
liefert VN U, =Ra(V), so daB VN U, ein Komplement in V hat.

FOLGERUNG 1.4. Ist M quasi-separabel und hat U geniigend viele schwache
Komplemente in M, so hat U auch ein Komplement in M.

Beweis. Besitze im 1. Schritt U nur ein schwaches Komplement in M, sei
aber dafiir zerfallend, d.h. T(U) direkter Summand in U. Dann hat U bereits
ein Komplement in M, denn zuniéchst hat T(U) in jedem Zwischenmodul zu M
ein schwaches Komplement, also auch ein Komplement, so daB wir (weil
M/T (U) wieder quasi-separabel ist) gleich T(U)=0 annehmen kdnnen, wegen
(b, ¢) sogar T(M)=0: Mit X+U=M, XNU klein in M, X,/ X=T(M/X) ist
X , wieder quasi-separabel und X, N U von endlichem Rang, so daB wir gleich
U von endlichem Rang, ja nach (d) sogar endlich erzeugt annehmen kénnen.
Dann gibt es aber ein U’ < U, das rein in M ist und fiir das U/U’ klein in M/U’
ist (wahle etwa U’ als Komplement von UNRa (M) in U), und jedes direkte
Komplement von U’ in M ist dann ein Komplement von U in M. Seien nun im
2. Schritt M und U wie verlangt. Ist W/T(M) ein Komplement von (U
+ T(M))/T(M) in M/T(M), so ist W als reiner Untermodul von M wieder
quasi-separabel, und zu W+ U = M gibt es nach Voraussetzung ein schwaches
Komplement von WN U in W. Nun ist W N U/T(W N U) sogar endlich erzeugt,
insbesondere WNU zerfallend, so daB der 1. Schritt ein Komplement von
WNU in W liefert.

BEMERKUNG. Es geniigt in der Folgerung nicht, daB U ein schwaches
Komplement in M hat. Um dafiir ein Beispiel zu geben, sei R unvollstindig, X
die Vervollstindigung von R und M ein reduzierter Modul mit X = Ra (M) und
M/T (M) teilbar. Dann ist M quasi-separabel, und X hat ein Komplement in
M, sagen wir U. Aber weil M/U teilbar und ungleich Null ist, hat U kein
Komplement in M.

Leider ist die in der Folgerung angegebene Komplementeigenschaft nicht
charakteristisch fiir quasi-separabel (siche das Beispiel nach 3.5). Unter der
Zusatzbedingung » T (M) teilbar«, die auch im folgenden immer wieder auftritt,
erhilt man aber eine Reihe von Aquivalenzen, unter denen Punkt (iv)
(zusammen mit der vorhergehenden Folgerung) die in der Einleitung mit Al
bezeichnete Kennzeichnung der Quasi-Separabilitiit liefert:
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Satz 1.5. Gilt fiir den Modul M, daf} T(M) teilbar ist, so sind dquivalent:

(i) M ist quasi-separabel
(i) Besitzt ein Untermodul ein schwaches Komplement in M, so hat er bereits
ein Komplement in M
(ii1) Jedes Komplement ist direkter Summand in M
(iv) Jeder zyklische Untermodul von M hat ein Komplement in M

BewEels. Vorbemerkung: Weil T(M) teilbar ist, gilt fiir jeden reinen
Untermodul U von M: Hat U ein Komplement in M, so ist U bereits direkter
Summand. Mit U,/U = T(M/U) folgt ndmlich

TM+U =U,, TWUGX =TM), UdX =

und weil nach (1.3,d) auch U, ein Komplement in M hat, ist U, sogar direkter
Summand in M (weil M/U torsionsfrei), also auch U.

(ii — iii) Sei V ein Komplement in M. Weil T(M) teilbar, ist V nicht nur
neat. sondern sogar rein in M, und nach Voraussetzung hat V ein Komplement
in M, ist also nach der Vorbemerkung direkter Summand.

(ili — iv) Sei U= M zyklisch. Falls U <Ra (M), ist man fertig: falls aber
Ud¢Ra (M), ist U ein Komplement in M, also nach Voraussetzung direkter
Summand.

(iv — i) Nach (1.2) ist das Abspalten nur fiir zyklische reine Untermoduln zu
priifen. Die haben aber nach Voraussetzung ein Komplement, sind also nach
der Vorbemerkung direkte Summanden.

(i — ii) Dafiir geniigt es, daB M quasi-separabel und T(M) direkter
Summand in 4(M) ist. Hat nimlich U ein schwaches Komplement in M, so
zeigen wir im 1. Schritt, daB U in U+ D(M) sogar ein Komplement hat (bei
beliebigem M): Wir behaupten. daB U N D(M) radikal-komplementiert ist, und
betrachten dazu X+ U=M. A=XNU klein in M, A,/A=D(M/A). Klar ist
D(M)cA, und D(U/A)=(UNA,)/A. insbesondere U N A, radikal-
komplementiert; weil aber U N Ay/UND(M) reduziert ist, folgt nach [10,
Lemma 3.2] die Behauptung. Damit hat U N D(M) ein Komplement in D(M),
also auch U in U+ D(M). Falls wir nun im 2. Schritt zeigen konnen, dafl U
+ D(M) ein Komplement in M hat, sind wir fertig. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit sei dazu D(M)=0, so daB unsere Voraussetzung iiber M jetzt
bedeutet, daB M/T (M) separabel ist. Zu einem schwachen Komplement X von
U in M sei wie frither X /X =T(M/X) definiert, und weil der tors.freie Rang
von X, NU gleich dem von X N U, also endlich ist, ist X, NU zerfallend, hat
also nach dem ersten Beweisschritt der letzten Folgerung ein Komplement in
X ,. das dann auch ein Komplement von U in M ist.
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BEMERKUNG. Die Moduln mit der Eigenschaft (iii) lassen sich jetzt mit den
Resultaten aus [9, Abschnitt 4] leicht beschreiben: Genau dann ist in M jedes
Komplement direkter Summand, wenn entweder T(M) teilbar und M quasi-
separabel ist, oder

M =~ R/(PYPxR/(p*Y)Y)  fiir ein t21 .

Um fiir quasi-separable Moduln weitere Komplementeigenschaften her-
zuleiten, miissen wir das folgende Ergebnis von R. S. Pierce in [7, Lemma 16.5]
verallgemeinern: Ist G eine p-Gruppe und H eine Untergruppe von endlichem
Index, so gibt es eine Untergruppe K von H, die immer noch endlichen Index
in G hat und zusitzlich direkter Summand ist.

HiLrssa1z 1.6. Sei U ein Untermodul von M. Dann gilt:

(a) Ist T(M)+U=M und M/U einfach, so hat U ein starkes Komplement in
M.

(b) Ist T(M)+ U =M und M/U endlich erzeugt, so gibt es ein U' < U mit der
Eigenschaft, dap U’ direkter Summand in M ist und M/U’ endlich erzeugt
und torsionsvoll.

(c) Ist M/U endlich erzeugt, so sind dquivalent:

(i) Es gibt ein U' < U mit der Eigenschaft, da§ U’ direkter Summand in
M ist und M/U’ endlich erzeugt
(i) T(M)+ U hat ein starkes Komplement in M
(iii) Jedes Komplement von T(M)+U in M st bereits ein starkes
Komplement
(iv) Fiir die induzierte Abbildung 1*: Extg (M,R) — Extg (U, R) gilt, dafs
Ke 1* N D(Extk (M, R))=0 ist.

Beweis. (a) Wir zeigen im 1. Schritt: Ist A ein maximaler Untermodul von B,
T(B)%0, und umfaBt A keinen reinen Untermodul von B, so ist B bereits
zyklisch. Zum Beweis betrachte man die Untermoduln

B[p"] = {xe B| xp"=0}

fir all n>1, und weil D(B)c A, also D(B)=0, also T(B) nicht teilbar ist,
gibt es ein kleinstes n, mit B[p™]¢Ra (B). Dazu existiert ein direkter
Summand B, von B mit B,=R/(p™), und weil B, nicht in A liegen darf,
folgt A+ By,=B. Sei A' ein Komplement von B, in B, mit A’ A: Aus A'p
=A’N Bp folgt wegen der Minimalitdt von n, sogar A'p'=A'NBp' fiir alle
i< ny;aber fiir alle i 2 n, ist sogar A'p'=Bp',d.h. insgesamt A’ rein in B (ja sogar
direkter Summand, weil B/A’ zyklisch ist), so daB folgt A'=0, B, =B. Sei nun
im 2. Schritt U in M wie angegeben. Dann hat die Menge {Y < U | Y rein in M}
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ein maximales Element U’, und die Maximalitiit bedeutet, da U/U’ keinen
reinen Untermodul von M/U’ umfaBt. Aus T(M)4¢ U folgt T(M/U’)*0, so
daB nach dem 1. Schritt M/U’ zyklisch ist, weiterhin V@U’'=M, und weil V
zyklisch ist, ist es auch ein Komplement von U in M.

(b) Weil M/U auch torsionsvoll, also von endlicher Ldnge ist, konnen wir
den Beweis durch Induktion iiber n=L4 (M/U) fithren. Fiir n=0 wihle man
U’=M, und bei n — n+1 wihle man zuerst einen maximalen Untermodul M’
von M mit UcM’. Aus T(M)+U=M" und Li(M'/U)=n folgt nach
Induktionsvoraussetzung X@Y=M' mit Y<U, X endlich erzeugt und
torsionsvoll. Klar ist T(M/X)&M'/X, so daB es nach (a) eine Zerlegung
A/X®B/X =M/X gibt mit Bc M’, A/X zyklisch und torsionsvoll. Damit ist
auch A endlich erzeugt und torsionsvoll, und U'=BNY ein Untermodul von
U mit AQU' =M.

() (i — iii) Die Menge {UcYcT(M)+U l Y rein in M} hat ein
maximales Element Y,, und wir behaupten, daB die Komplemente von T(M)
+ U in M genau die direkten Komplemente von Y, in M sind. Klar ist T(M)
c Y,, also M/Y, endlich erzeugt und frei; und weil (T(M)+ U)/Y, keine reinen
Untermoduln von M/Y, umfaBt, ist es sogar klein in M/Y, Fir jedes
Komplement ¥V von T(M)+U in M ist also -V — M/Y, ein wesentlicher
Epimorphismus, ja sogar ein Isomorphismus, d.h. V@ Y,=M.

Weil T(M)+ U ein Komplement in M hat (sogar geniigend viele), ist (i1
— ii) klar, so daB wir als néchstes (ii — 1) zeigen:

Das starke Komplement liefert einen Zwischenmodul T(M)=M' = T(M )+U
mit M/M’ endlich erzeugt und frei, und wegen T(M')+ (U N M')=M’ hat man
nach (b) auch noch ein U'c U N M’, so daB U’ direkter Summand in M’ ist und
M’/U’ endlich erzeugt. Dann leistet aber U’ auch beziiglich M das Gewiinschte.

(i — iv). Ke* ist enthalten im Kern von Extk(M, R) — Extk(U’,R), und
der ist sogar endlich erzeugter direkter Summand.

(iv — ii). Sei U; =T(M)+ U und 1, die Inklusion in M. Dann ist

Ke:1* = Ke1* N D(Extk (M,R)),
also nach Voraussetzung 1} injektiv, d.h.
v¥: Extk (M/U,,R) — Extk (M,R)
die Nullabbildung. Zu einem Epimorphismus f: R" — M/U, ist dann auch
vi: Extk(M/U,,Ke f) — Extg (M,Kep)
trivial, so daB es insbesondere ein a: M — R" gibt mit foa=v,. Damit ist Ke

c U, und M/Kea endlich erzeugt und frei, so daB (i — ii) mit U, statt U die
Behauptung liefert.
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FOLGERUNG 1.7. Ist M quasi-separabel und M/U endlich erzeugt. so gibt es ein
Komplement von U in M. das in M abspaltet.

Beweis. U und Ra (M)+ U haben dieselben Komplemente in M. so dal} wir
gleich M/U als Vektorraum iiber R/(p) auffassen konnen. von endlicher
Dimension n. Fiir n=0 ist nichts zu zeigen. Fir n=1 (d.h. M/U einfach) sind.
wie noch hiufig im folgenden. zwei Fille zu unterscheiden: Ist T(M)d& U. so
hat U nach (a) sogar ein starkes Komplement in M: ist T(M)c U. so gilt fiir
jedes Komplement V von U, daB V=R und V rein in M ist, also wegen
quasi-separabel abspaltet. Fir n— n+1 wihle man einen maximalen
Untermodul M’ von M mit U< M. und nach eben gibt es ein Komplement X
von M’ in M. das in M abspaltet. Weil M/X wieder quasi-separabel ist und
dim (M/(U + X))=n. hat man nach Induktionsvoraussetzung ein Komplement
A/X von (U+X)/X in M/X, so daB A/X direkter Summand in M/X ist.
Schreibt man A=X@®A', so ist A’ ein Komplement von U+ X in M, und A’
direkter Summand in M. Falls 4'+ U= M. ist man schon fertig: falls aber A
+U<EM. ist X ein Komplement von 4+ U in M. also dann A selbst ein
Komplement von U in M.

BEMERKUNG. Mit einem dhnlichen Induktionsbeweis wie eben 148t sich fiir
einen beliebigen Modul M zeigen: Genau dann hat M die in der Folgerung
betrachtete Komplementeigenschaft. wenn entweder M quasi-separabel ist,
oder R" fiir jede natiirliche Zahl n direkter Summand in M ist.

Der folgende Satz enthidlt die in der Einleitung unter B1 angegebene
Charakterisierung von quasi-separablen Moduln. Er zeigt obendrein. daB die
dquivalenten Bedingungen in (1.6. ¢) z.B. dann erfiillt sind. wenn U quasi-
separabel ist.

SaTz 1.8. Fiir einen Modul M sind dquivalent:

(i) M ist quasi-separabel
(i) M hat in jeder Erweiterung N. mit N/M einfach. ein starkes Komplement
(iii) Ist M<N und N/M endlich erzeugt. so gibt es ein M’ cM mit der
Eigenschaft. daB M’ direkter Summand in N ist und N/M' endlich erzeugt.

Beweis. (i — ii) Falls T(N)¢ M, ist man wieder mit (1.6. a) fertig: falls aber
T(N)< M. gilt fiir jedes Komplement Wvon M in N. daB WxRistund WNM
rein in M (weil N/(WOT(N)=M/(WNM@T(N)) torsionsfrei ist), also
W N M im quasi-separablen M abspaltet.

(ii — i) Zu einem reinen Untermodul U von M, mit U =R, wihle man eine
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maximale wesentliche Erweiterung von U in der injektiven Hiille von M, sagen
wir B. Dann ist U sowohl rein als auch groB in M N B. also U=MNB.
auBerdem T(M +B)=T(M). B=K. (M+B)/M=K/R. Es gibt also (genau)
einen Zwischenmodul M N <M + B. so daB N/M einfach ist. und dafiir gilt
T(N)= M. Nach Voraussetzung gibt es ein M'cM mit N/M'=R. und wir
behaupten. daB M’ ein direktes Komplement von U in M ist: Aus M+B=N
+ B folgt

(M/M)+ (M'+NNB/M' = N/M’

also M+NNB=N. dh. M+U=M: und UM NU=M/M'=R liefert
MaeU=M.

(i — iii) Wir zeigen zuerst durch Induktion iiber n: Ist M quasi-separabel
und N/M endlich erzeugt und torsionsvoll von der Lidnge n. so gibt es ein M’
wie verlangt. Dazu wihle man bei n — n+1 einen Zwischenmodul Mc N'cN
mit N/N’ einfach. und nach Induktionsvoraussetzung eine Zerlegung X®Y
=N’ mit X endlich erzeugt. Y= M. Nun ist N'/X bis auf Isomorphie direkter
Summand von M. also wieder quasi-separabel. so dal} es nach (1 — ii) eine
Zerlegung A/X®B/X = N/X gibt mit Bc N' und 4/X zyklisch. Damit ist auch
A endlich erzeugt und M'=BNY enthalten in M mit A@M'=N. — Ist aber
N/M nur endlich erzeugt. so gibt es zu M ,/M =T(N/M) ein M’ < M.sodaB M’
direkter Summand in M ist und M /M’ endlich erzeugt. Weil N/M , endlich
erzeugt und frei ist, leistet M’ sogar beziiglich N das Gewiinschte.

(iii — ii) klar mit (1.6, a und c).

FOLGERUNG 1.9. Ist M quasi-separabel und N/M endlich erzeugt, so ist auch N
quasi-separabel.

Aus dem Beispiel des nichsten Abschnittes folgt, daB fiir geeignetes R der
separable Modul M = RN eine Erweiterung M < N hat, so daB N/M=R/(p)™
ist, aber N nicht quasi-separabel ist.

2. Koseparable Moduln.

In diesem Abschnitt werden die koseparablen Moduln durch die Existenz
von geniigend vielen bzw. starken Komplementen charakterisiert, ent-
sprechend den in der Einleitung angegebenen Punkten A2 und B2. Mit den in
(1.6) und (1.8) bereitgestellten Hilfsmitteln ist nicht mehr viel zu beweisen.
Zunichst folgt aus (1.8) sofort, daB ein Modul, in dem alle Untermoduln quasi-
separabel sind, bereits koseparabel ist. Insbesondere sind iiber einem
vollstindigen Ring alle Moduln koseparabel.

Jeder koseparable Modul M ist quasi-separabel, denn ist V rein in M und V
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~R, so folgt V& Ra (M)+ T(M), d.h. es gibt einen maximalen Untermodul U
von M mit T(M)c U, V& U; weil dann V ein Komplement von U in M ist, ist
es nach (1.6, c) sogar ein starkes Komplement, insbesondere direkter
Summand in M.

Die Umkehrung gilt nicht, wie aus Punkt (a) des nichsten Beispiels folgt,
das im Fall der abelschen Gruppen auf Nunke (siehe [1, p. 683]) zuriickgeht:

BeispiEL. Sei R=Z,, die Lokalisierung des Ringes der ganzen Zahlen bei
einer Primzahl p. Sei S=R™, P=RN und ScUcP. Dann gilt:

(a) Ist U quasi-separabel und P/U beschrénkt, so folgt U=P.

(b) Hat U ein schwaches Komplement in P, so ist P/U endlich erzeugt und
torsionsvoll.

(c) Hat U ein starkes Komplement in P, so folgt U=P.

Zum Beweis beniitzen wir die beiden Tatsachen, daB fiir jedes fe P°
=Homyg (P, R) fast alle f(e;) gleich Null sind (¢;=(0,...,0,1,0,...) mit 1 an
der i-ten Stelle), und daB (P/S)°=0 ist. Ist dann U wie in (a) verlangt, so gelten
die eben angegebenen Tatsachen auch mit U statt P, so daB die kan.
Abbildung P° — U° ein Isomorphismus ist. Nach [1, Proposition 2.2] ist nun,
weil U quasi-separabel ist,

Kok (U —» U®) = P/U

torsionsfrei, also Null wie behauptet. Ist nun die Situation von (b) gegeben, so
hat U nach (1.5) sogar ein Komplement in P, also ist T(P/U)=U,/U nach der
zweiten Bemerkung zu (1.1) endlich erzeugt und U, direkter Summand in P.
Aus (P/U ) =0 folgt U,=P. Im Fall (c) ist nach eben P/U endlich erzeugt
und torsionsvoll, wegen des starken Komplementes aber auch U quasi-
separabel, so daB (a) die Behauptung liefert.

In der folgenden Charakterisierung der koseparablen Moduln ist die
Aquivalenz (ii <> iv) fiir den Spezialfall »M torsionsfrei und reduziert« ein Teil
des Theorems 4.2 aus [1]. Unser Beweis ist aber von dem dortigen unabhéngig.
Ein Vergleich mit (1.8) zeigt, daBB die »duBeren« Eigenschaften von quasi-
separablen Moduln jetzt, im koseparablen. Fall, zu »inneren« werden.

Satz 2.1. Fiir einen Modul M sind dquivalent:

(i) M ist koseparabel
(ii) Jeder maximale Untermodul von M ist quasi-separabel
(iii) Jeder maximale Untermodul von M hat ein starkes Komplement in M
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(iv) Der Torsionsuntermodul von Extk (M,R) ist reduziert.
Falls T(M) teilbar ist, ist das weiter dquivalent mit

(v) Jeder zyklische Untermodul von M hat geniigend viele Komplemente in
M.

Beweis. (i — ii) Jeder Untermodul M, mit M/M, endlich erzeugt, ist
wieder koseparabel, insbesondere quasi-separabel.

(ii — iii) Das wurde im ersten Beweisschritt von (1.8) gezeigt.

(iii — iv) Es ist zu zeigen, daB

D(T(Extk (M, R))) = T(D(Extk (M,R))) = T(Extk (M/T(M),R))
gleich Null ist. Reprisentiere dazu

ein Element aus Extk (M/T(M), R), das durch p annulliert wird. Dann gibt es
einen Zwischenmodul Rc X =B, so daB3 R direkter Summand in X ist und
B/X einfach oder Null. Weil auch B/R>~M/T(M) die Bedingung (iii) erfiillt,
gibt es jetzt einen Zwischenmodul R = X’ < X mit B/X’ =R oder Null, so daB3 R
direkter Summand in B ist wie gewiinscht.

(iv — i) Ist M/U endlich erzeugt und

1*: Extk (M, R) — Extg (U,R)
die induzierte Abbildung, so ist Ke1* torsionsvoll, also nach Voraussetzung
Kei1* N D(Extk (M,R)) = 0,

so daB nach (1.6, c) ein U’ existiert wie verlangt.

(i — v) Ohne weitere Voraussetzungen an M (siehe Folgerung 2.3) folgt aus
X+U=M, U zyklisch, daB mit M auch X koseparabel ist, also X NU im
quasi-separablen X ein Komplement hat, das dann auch ein Komplement von
Uin M ist.

(v — iii) Sei U ein maximaler Untermodul von M und V ein Komplement
von U in M. Weil V zyklisch ist, gibt es nach Voraussetzung ein Komplement
U’ von V in M mit U'<U. Nun ist auch M/U’ zyklisch, also T(M)< D(M)
< U’, M/U' =R und damit V@ U’'=M wie gewiinscht.

BEMERKUNG. Aus (iii) folgt nicht, daB jeder Untermodul U von M, mit M/U
zyklisch, ein starkes Komplement in M hat. Diese letztere Kom-
plementeigenschaft ist ndmlich dquivalent damit, daB entweder T'(M) teilbar
und M koseparabel ist, oder

M/D(M) = R/(p)P xR/(p'*Y)Y)  fiir ein t21 .
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Weil fiir jedes koatomare C der Modul Exti (C,R) beschrinkt ist, erhilt
man aus (iv):

FOLGERUNG 2.2. Ist M koseparabel und M/M, koatomar, so ist auch M,
koseparabel.

Dieselbe Argumentation wie bei (i — v) liefert damit:

FOLGERUNG 2.3. Ist M koseparabel, so hat jeder koatomare Untermodul von M
geniigend viele Komplemente in M.

Ubertrigt man jetzt die Resultate iiber Unter- und Faktormoduln von
quasi-separablen Moduln aus Abschnitt 1 auf den koseparablen Fall, so erhélt
man: Ist M,c 4(M), so ist M/M, genau dann koseparabel, wenn es M selbst
ist; Koseparabilitit vererbt sich auf reine Untermoduln; und ist M,
projektionsinvariant in M, oder hat M, ein schwaches Komplement in M, so
ist mit M auch M/M, koseparabel.

3. Komplemente fiir zyklische (endlich erzeugte, koatomare) Untermoduln.

Das Problem die Moduln zu charakterisieren, in denen die angegebenen
Untermoduln ein Komplement (geniigend viele Komplemente) haben, wurde
in (1.5) bzw. (2.1) unter der Annahme » T(M) teilbar« gelost. Es soll in diesem
letzten Abschnitt fiir beliebiges M untersucht werden.

Satz 3.1. Ist T(M) nicht teilbar, so hat jeder zyklische Untermodul von M
geniigend viele Komplemente in M.

Beweis. Wir zeigen im 1. Schritt, daB jeder zyklische Untermodul U von M
ein Komplement in M hat. Nach (1.3, a) ist nur noch der Fall zu priifen, daB U
~R und U rein in M ist. Weil nun T(M/U)= T (M) nicht teilbar ist, gibt es eine
Zerlegung

M/U = X/ U®M'/U
mit X/U=R/(p"), n=1, so dap auch M’ direkter Summand in M ist mit M/M’
=R/(p"). Fiir jede Zerlegung
V/Up"®@U/Up" = M'/Up"

gilt, daB V ein schwaches Komplement von U in M’ ist mit M'/V =R/(p").
Ahnlich dem Lemma 6.1 in [11] zeigt man nun mit Hilfe der Diagonale
d: M' 3 x — (x,%) € M’ x (M'/V), daB Bid ein Komplement von U x0 in M’
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x (M'/V)ist, so daB auch U x0in M’ x (M /M) ein Komplement hat, d.h. U in
M. Um im 2. Schritt geniigend vicle Komplemente nachzuweisen, sei nun X
+U=M, U zyklisch. Wieder nach (1.3, a) kann man U ~Rund X NU rein in
X annehmen. Dann ist aber T(X)= T (M) nicht teilbar, so daB es nach eben ein
Komplement von X NU in X gibt, das dann auch ein Komplement von U in
M ist.

FOLGERUNG 3.2. Ist U ein Untermodul von M mit p-Rang (U)=n=p-
Rang (T(M)), so hat U ein Komplement in M.

Bewess. Nach (1.3, d) geniigt es (via Basis-Untermodul), die Aussage fiir
endlich erzeugte U zu zeigen, und fiir die weisen wir sogar geniigend viele
Komplemente nach: Beim Induktionsschritt n — n+1 schreibe man U
=@"*! U; mit U, zyklisch. Falls U;=Ra (M)+ T(M) fiir alle i, ist man nach
(1.3, a) fertig; falls etwa U; ¢Ra (M)+ T(M), folgt U; =R und U, rein in M,
aulBerdem

p-Rang (U/U,) < n < p-Rang (T(M/U,)).

Zu X + U =M gibt es nach Induktionsvoraussetzung einen Zwischenmodul U,
cWcX+U,, so daB W/U, ein Komplement von U/U, in M/U, ist. Als
Faktor von U/U, ist auch M/W endlich erzeugt vom p-Rang <n, so daB auch

p-Rang((T(M)+W)/W) < n
gilt, und weil in der exakten Folge
0 - T(W) = T(M)— (T(M)+W)/W— 0

das mittlere Glied vom p-Rang =n+ 1 ist, kann T(W) nicht teilbar sein. Damit
gibt es zu (WNX)+U,;=W nach dem Satz ein in X enthaltenes Komple-
ment von U, in W, das dann auch ein Komplement von Uin M ist.

FOLGERUNG 3.3. Hat U ein schwaches Komplement in M und ist p-
Rang (T(M/U))2R,, so hat U bereits ein Komplement in M.

Bewers. Man kann gleich U koatomar annehmen, und weil dann T(U) in
jeder Erweiterung ein Komplement hat, sogar T(U)=0, d.h. U endlich erzeugt
und frei. Nach (1.3, b) ist p-Rang (T(M))2R,, so daB (3.2) dic Behauptung
liefert.

FOLGERUNG 3.4. (a) Ist p-Rang (T(M))Z W, so hat jeder endlich erzeugte
Untermodul von M geniigend viele Komplemente in M.
(b) Ist p-Rang (T(M)) <N, und hat jeder endlich erzeugte Untermodul von M
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ein Komplement (geniigend viele Komplemente) in M, so ist M bereits quasi-
separabel (koseparabel).

BewEes. Weil (a) aus dem Beweis von (3.2) folgt, bleibt nur noch (b) zu
zeigen: Nach Voraussetzung hat man eine Zerlegung T(M)=M,®M, mit
M, endlich erzeugt und M, teilbar. Weil M/M, die entsprechende
Komplementeigenschaft hat und T(M/M,) teilbar ist, folgt nach (1.5) bzw.
(2.1), daB M/M,, quasi-separabel bzw. koseparabel ist, also auch M.

BeisPiEL. Besitze M ein minimales Erzeugendensystem, d.h. ein
Erzeugendensystem E, so daB jede echte Teilmenge von E nicht mehr M
erzeugt. Dann hat jeder endlich erzeugte Untermodul von M geniigend viele
Komplemente in M. Zum Beweis iiberlegt man sich, daB es einen freien Modul
F und einen Epimorphismus f: F — M gibt mit Ke f=Ra (F), und daB fiir
einen beliebigen Modul G gilt: Ist Go=Ra (G) und hat in G jeder endlich
erzeugte Untermodul ein Komplement (geniigend viele Komplemente), so gilt
das auch fiir G/G,,.

Auf dhnliche Art wie die vorhergehende Folgerung beweist man:

FOLGERUNG 3.5. (a) Ist T(M) nicht radikal-komplementiert, so hat jeder
koatomare Untermodul von M geniigend viele Komplemente in M.

(b) Ist T(M) radikal-komplementiert und hat jeder koatomare Untermodul von
M ein Komplement (geniigend viele Komplemente) in M, so ist M bereits quasi-
separabel (koseparabel).

BeispieL. Besitze M die Eigenschaft, daB jeder torsionsfreie Untermodul von
M quasi-separabel ist. Dann hat jeder koatomare Untermodul von M
geniigend viele Komplemente in M. Zum Beweis sei U koatomar und X + U
=M: Ist T(X) nicht radikal-komplementiert, so hat X N U nach eben ein
Komplement in X; ist aber T(X) radikal-komplementiert, so ist X wegen
unserer Annahme iiber M sogar quasi-separabel, so daB (1.4) die Behauptung
liefert.

Der Beweis zeigte bei diesesm M sogar fiir jeden Untermodul U: Hat U ein
schwaches Komplement in M, so hat U bereits ein Komplement in M. Dabei
muBte M/T (M) keineswegs quasi-separabel sein, denn nach [4, Theorem 2.3]
gibt es zu jedem torsionsfreien Modul G einen Modul M derart, daB M/T (M)
~G ist und in M jeder torsionsfreie Untermodul sogar frei ist.

Math. Scand. 44 — 3
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Anhang.

Statt zu fragen, wann alle Untermoduln von M, die ein schwaches
Komplement in M haben, bereits ein Komplement in M besitzen, kann man
alle Erweiterungen von M betrachten (siche die »duBere« bzw. »innere«
Charakterisierung von Quasi-Separabilitit bzw. Koseparabilitét in (1.8) bzw.
(2.1)). Obwohl das, wie sich zeigen wird, nichts mit Separabilitdt zu tun hat,
wollen wir in diesem Anhang eine Kennzeichnung derjenigen Moduln geben,
die in jeder Erweiterung, in der sie ein schwaches Komplement haben, bereits
ein Komplement haben. Weil iiber einem vollstindigen Ring jeder Modul diese
Eigenschaft besitzt, wird man keine explizite Strukturaussage erwarten

konnen.

SaTz. Sei R* die Vervollstindigung von R. Dann sind fiir einen R-Modul M
dquivalent

(i) Ist Mc N und hat M ein schwaches Komplement in N, so hat M bereits

ein Komplement in N

(i) Die kanonische Abbildung y: Homg (R*,M) — M, mit (@)= (1), ist
surjektiv

(iii) R* generiert M, d.h. es gibt einen Epimorphismus R*D » M

(iv) M ist die Summe seiner Kotorsions-Untermoduln.

BeweEss. (i — ii) In der langen exakten Folge
0 — Homg (R*/R, M) —» Homg (R*,M) -1> M
-, Extk (R*/R,M) — Extg (R*,M) — 0

miissen wir 6 =0 zeigen, und dazu sei x € M, sowie f: R O r +— xr € M. Dann
erhilt man
0—- R c R* > R*¥)R—- 0

|l

6(x)30> M c N - R*)R—- 0,

und weil R ein schwaches Komplement Y in R* hat, ist f'(Y) ein schwaches
Komplement von M in N, so daB nach Voraussetzung M ein direktes
Komplement in N hat (es ist ja N/M torsionsfrei), also 6(x)=0 ist.

Weil (ii — iii — iv) klar ist, bleibt (iv — i) zu zeigen:

Ist Y ein schwaches Komplement von M in N, so ist das koatomare YN M
nach Voraussetzung in einem Kotorsions-Untermodul M’ von M enthalten.
Man kann zusitzlich annehmen, daB M’/Y N M teilbar ist, und dann ist M’
radikal-komplementiert und kotorsion, hat also nach [10, Theorem 3.5] in
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jeder Erweiterung ein Komplement, insbesondere in Y+ M’, sagen wir W.
Dieses W ist dann auch ein Komplement von M in N. (Man kann auch einen
von [10] unabhiingigen Beweis fiir (iv — i) geben und erhilt dann eine
Vereinfachung der dort gefithrten Argumente.)

Fiir jeden R-Modul M, der sich zu einem R*-Modul machen l48t (so daB die
" R-Struktur fortgesetzt wird), ist natiirlich y surjektiv. Weil y bei reduziertem M
injektiv ist, erhdlt man so:

FoLGERUNG 1. Ein reduzierter Modul erfiillt genau dann die Bedingung (i),
wenn er sich zu einem R*-Modul machen lift.

Wir wollen zeigen, daB die Eigenschaft (i) noch mit einer anderen
Fragestellung zusammenhéngt. Entsprechend [11] heille eine kurze exakte
Folge

0>-M2N-ELC—>0

x-exakt (bzw. x-Element in Extk (C, M)), wenn Bia ein Komplement in N hat.
Falls nun R unvollstéindig ist, kann man leicht Beispiele fiir Homomorphismen
g: C' — C angeben, so daB die induzierte Abbildung

g*: Exth (C, M) — Ext} (C, M)

nicht x-Elemente erhilt. Erfiillt aber M die Bedingung (i), so ist fiir jedes x-
Element aus Extk (C, M) auch das Bild bei g* ein x-Element in Exti (C', M).

Wir behaupten nun umgekehrt: Gilt fiir die spezielle Abbildung v: K
— K/R, daB

v*: Extk (K/R, M) — Ext (K, M)

x-Elemente erhilt, so besitzt M notwendig die Eigenschaft (iv). Zum Beweis
konnen wir gleich M reduziert annehmen, und sei nun U <M zyklisch. Nach
(1.3, a) besteht Extk (K/R, U) nur aus x-Elementen, so daB in dem Diagramm

0 —» U —> Extk (K/R,U) — Extk (K,U) — 0

,/

0 — M %> Extk (K/R, M) X% Extk (K,M) — 0
auch Bi1, nur aus x-Elementen besteht, also nach Voraussetzung v*1, =0 ist,
es also ein ¢ gibt mit 5 =1,. Damit ist Bi ¢ ein Kotorsions-Untermodul von
M, der, weil auch das obere Dreieck kommutiert, U enthilt. Wir haben gezeigt:
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FOLGERUNG 2. Genau dann erfiillt M die Bedingung (i), wenn fiir jeden
Homomorphismus g: C' — C die induzierte Abbildung

g*: Ext (C, M) — Exth (C', M)

u-Elemente erhdlt.
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