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UBER DIE FORTSETZUNG
ANALYTISCHER FUNKTIONEN

HENRIK L. SELBERG

Durch analytische Fortsetzung von

) f=3 a7
n=0

sei eine analytische Funktion f definiert. Nach Ausschluss der
Windungspunkte und der Pole bleibt von der Riemannschen Flidche von feine
Teilfliche Q, iibrig, auf welcher f eindeutig und reguldr erscheint.

Durch analytische Fortsetzung von

@ G=73 g

sei ferner eine analytische Funktion G gegeben. Aus f und G bilden wir die
Transformierte

3 U(,G) = c+ Zx a,q,2" .

Hier ist ¢ eine beliebig gewihlte Konstante. Die rechte Seite von (3) ist bis auf
eine additive Konstante identisch mit der aus (1) und (2) gebildeten
Hadamardschen Multiplikationsreihe.

Wir wollen fortan annehmen, dass G eine Funktion
o
4 G =
@ 0ot &, -
ist, wobei die rechte Seite fiir alle z+4 1 konvergent sein soll und nicht alle 9, (k
= 1) verschwinden mogen. Wir finden

2 2 (ntk—1
oo g o f (V)

n=0

und somit nach einer einfachen Umformung
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k~1

(k— 1)' dz*1

) U=U(fG) = ct § (F@2Y).

Man sieht an Hand dieser Formel leicht ein, dass die Transformierte U(f, G)
auf Q, eindeutig und regulér bleibt.

2.

Es sei f nun allgemeiner eine beliebige analytische Funktion und somit nicht
notwendigerweise mit einem in z=0 reguldren Zweig versehen. Wie frither
lassen wir Q, die Riemannsche Fliche von f nach Ausschluss der
Windungspunkte und der Pole bezeichnen. Fiir eine solche Funktion kdnnen
wir die Transformierte U(f, G) miitels der Formel (5) definieren. Wiederum
findet man, dass die Transformierte U(f,G) fiir jede durch (4) definierte
Funktion G auf Q, eindeutig und regulér bleibt.

Es sei D ein schlichtes (in Bezug auf der komplexen Ebene) beschrinktes
Gebiet, das zusammen mit seinem Rand 0D eine kompakte Teilmenge von Q
bildet. Ist z € D und ist 0D ein einfacher geschlossener Integrations-weg I', so
kann die rechte Seite von (5) geschrieben werden

= 0 [ £
&omi ) C=2F

at.

Die Reihe
i": 0!
()

ist gleichmissig konvergent auf I'. Es folgt daher

c+~j 03 Qk( ) =

% | SO, d¢
e[ 04 L ell)

Verschwinden ¢ und Q,, was wir ohne Verzicht der Allgemeinheit annehmen
diirfen, so reduziert sich diese Formel auf

©) U@ = — j f(C)G( )df

Die rechte Seite ist der Form nach derselbe Ausdruck, von welchem Hadamard
[3] bei der Herleitung seines Multiplikationssatzes ausgegangen ist.
Es sei 0 ¢ DUJD. Schreiben wir

U(2)
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f@=ﬁe) mm=a€)

und lassen wir I'y die aus I durch die Transformation n=1/{ hervorgegangene
Kurve bedeuten, so erhalten wir aus (6)

U(£G), = ff«m()“

¢
1
L el
Es folgt
Q] U(£6), = -U(/1,G)w w=1/z.
3.

Die Gleichung (5) kann als Sonderfall einer allgemeineren Formel erfasst
werden, welche die Transformierte U (f, H) definiert, wenn H von der Form

H=P,+G oder H =P,

ist, von P, ein Polynom vom Grade m ist. Damit wir mit der Formel (3) im
Einklang bleiben, kommen wir iiberein

U(f,Pn) = Pm
Ui Pp+G) = put+U(£G)

zu setzen, wobei p,, ein beliebiges Polynom vom Grade <m bedeutet.
Die Formel (5) gibt

0 ka dk— 1

zU(f,G) = cz+k E=D)! FEE — (f@27)
00 Q dk—
= Cz+k T kl)' o (f(2)29

00 k—2

d
"2 (k o1 a2 @77

2G = G—Qy(1—2)— f &

k=1 =27t
so folgt hieraus
zU(f,G) = Ul(zf,2G)+p¥

Math. Scand. 43 — §
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wobei p} ein Polynom vom Grade <m bedeutet. Durch wiederholte
Anwendung dieser Gleichung findet man fiir ganzzahlige mz=1

® Z"U(f,G) = U(Z",z"G)+pn .

4.

Nach einem bekannten Satz von Wigert [5] ist die durch (2) gegebene
analytische Funktion dann und nur dann von der Gattung (4), wenn

dn = (p(n) (n=1’2,---)

wo @ eine ganze Funktion vom hochstens minimalen Typus der Ordnung 1 ist.
Erfiilllt G diese Bedingung, so ist ©, nach dem oben gefundenen eine
Uberlagerungsfliche von Qy und méglicherweise eine Teilfliche von Qy. Es
kann eintreffen, dass €, nicht die ganze Fliche Qy liberdeckt. Wéhlt man z.B.

so findet man
U(f,G) =z ﬂ 1-2"+c
v=1

Qy ist in diesem Falle die komplexe Ebene (0o ausgeschlossen), wihrend 2, mit
der Kreisfliche |z| <1 zusammenfillt.

Die hier angeschnittene Frage wird, wenn auch unvollstindig, beantwortet
durch den

Satz 1. Es sei D ein einfach zusammenhdngendes Gebiet der komplexen
Vollebene, E eine kompakte Teilmenge von D und DN\ E ein :zweifach
zusammenhingendes Gebiet. Es sei ferner ein Zweig f einer analytischen
Funktion f eindeutig und reguléir in D\ E mit mindestens einem singuldren Punkt
in E bei analytischer Fortsetzung innerhalb D. Ist G gegeben durch (4), und ist
der zu f gehorende Zweig von U (f, G) analytisch fortsetzbar iiberall in D, so gilt
Jolgendes:

Ist 00 ¢ E, so ist 0 € E und [ hat bei analytischer Fortsetzung in D entweder
den einzigen singuliren Punkt z=0, oder aber es existiert in D ein Kreis |z|=¢,
so dass [ in D\ {z } |z| S ¢} iberall analytisch fortsetzbar ist jedoch iiber |z]=¢
nicht fortgesetzt werden kann.

Ist 0 ¢ E, so ist oo € E-und f hat bei analytischer Fortsetzung in D entweder
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den einzigen singuldren Punkt z= 00, oder aber es existiert in D ein Kreis |z| =g,

so dass fin D\ {z | |zl 2 @} diberall analytisch fortsetzbar ist jedoch tiber |z| =g
hinaus nicht fortgesetzt werden kann.

Der Beweis macht Gebrauch von dem

HiLFssaTz. Bezeichnen m<m,< ... diejenigen ganzzahligen m2=0, fiir
welche das Residuum von z™G in z=1 nicht verschwindet, so ist

) lim 2% = 1

k— o0 k

BewErs. Schreiben wir

G=Y az* (21> 1)
k=0
oo s‘m)
"G = k=z—mm (O<|Z—1|<OO)

so gilt, wie man mit Hilfe der Residuumrechnung leicht bestétigt,
B = s
Nach dem Wigertschen Satz ist
o, = o(m) (m=12,...)

wo ¢ eine ganze Funktion vom hdchstens minimalen Typus der Ordnung 1 ist.
Bezeichnet n(r) die Anzahl der Nulistellen von ¢ im Kreise |z| <7, so ist

lim @

rso0 T

=0
und dies beweist die Behauptung.

Wir kommen jetzt zum Beweis von Satz 1. Da die Transformation w=1/z,
wie die Gleichung (7) erkennen lidsst, nur das Vorzeichen der Transformierte
U(f, G) dndert, diirfen wir uns auf den Fall co ¢ E beschrinken. Es sei also im
folgenden angenommen, dass oo ¢ E, und dass U(f,G).;in D eindeutig und
reguldr ist.

Wir schreiben

(10) 7=o+0

wo ¢ eindeutig und regulér in D ist, wihrend 0 sich ausserhalb E eindeutig und
reguldr verhilt und in z= 0o verschwindet. In der Umgebung von oo hat 0 eine
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Entwicklung
1 b=

> T

n=1 Zn '

Indem I einen einfachen geschlossenen Integrationsweg in D bezeichnet, der E
aber nicht den Punkt oo in seinem Inneren enthilt, finden wir unter
Anwendung von (8) (m=0,1,2,...)

(12) I, = J U(z"f, ?"G)-jdz = j U(f, G)y_jdz = 0 .
r r

Wir schreiben
"G = p,+G,
WO p,, ein Polynom vom Grade <m ist, wihrend G,, fiir z$1 in der Form

= o

" k=1 (I—Z)k

dargestellt werden kann. Unter Anwendung von (5) erhalten wir aus (12)
I, = Q‘l""J z"f(2)dz
r

und folglich wegen (10) und (11)
I, = 2miy,. Q™ =0 (m=0,1,2,...).

Nun ist Q™ das Residuum von —z"G in z=1. Lassen wir p,<p,<...
diejenige m bezeichnen, fiir welche y,,,, verschwindet, so folgt wegen (9)

lim % =

k—o00
Mit Hilfe des Fabryschen Liickensatzes [2] schliessen wir hieraus, dass die
Reihe (11), wenn sie nicht aus endlich vielen Gliedern besteht, einen
Konvergenzkreis [z]=¢ (¢=0) hat, woriiber die Reihe nicht analytisch
fortgesetzt werden kann. Dies beweist die Richtigkeit von Satz 1.

S.
In nahem Zusammenhang mit Satz 1 steht

Satz 2. Ist der Konvergenzradius R von

00

U(£6) = ¥ ag."

w=1

grosser als der Konvergenzradius R, von
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(13 f=3% az
n=1

und zugleich
4 = @) (m=12,..)
wo @ eine ganze Funktion der Ordnung A<1 ist, so hat f den Krei.'s lzl=R; als
natiirliche Grenze.
Beweis. Isolieren wir die Nullstellen z,,z,,... von ¢ durch Kreise
K, |z—z| =1
so gilt, wie die klassische Theorie der ganzen Funktionen lehrt (Borel [1])

— loglloglp(@) _
z-00 log|z|

wieso z ausserhalb der Kreise K, (v=1,2,...) gegen oo strebt. Lassen wir
Uy <p,<... diejenigen ganzen Zahlen n>0 bezeichnen, die ausserhalb der
Kreise K, (v=1,2,...) liegen, so folgt

lim Ja, |'/" < —
k-»oo' ml ~ R
lim % =
k=00 k

Fiir die iibrigen mit v; <v,< ... zu bezeichnenden n>0 gelten

lim |a, | = —
k_’ool vl R,

v
lim % = 00.
k—'ook

Die Potenzreihe (13) kann geschrieben werden

oo oo

Hi Vi
Y a2+ Y a,z*.
k=1 k=1

Der Konvergenzradius der ersten Reihe ist = R. Die zweite Reihe hat den
Konvergenzradius R und ist nach dem Fabryschen Liickensatz nicht iiber den
Kreis |z] =R hinaus analytisch fortsetzbar. Der Satz ist hiermit bewiesen.



70 HENRIK L. SELBERG

6.
Es sei

(14) i c,z"

eine nicht identisch verschwindende Potenzreihe mit Konvergenzradius >0,
deren Koeffizienten durch

c —M n=12,...)

0
dargestellt werden konnen, wobei ¢ und Y ganze Funktionen von hochstens
minimalen Typus der Ordnung 1 sind und ¢ keine ganzzahlige Nullstellen
21 hat.

Satz 3. Ist die durch analytische Fortsetzung von (14) erhaltene analytische
Funktion h eindeutig und reguldr in einem schlichten Gebiet D der komplexen
Vollebene und iiber D hinaus nicht analytisch fortsetzbar, so ist D ein einfach
zusammenhingendes Gebiet, das den Punkt z=1 nicht enthiilt.

Beweis. Indem wir von dem Satz von Wigert Gebrauch machen, setzen wir

G=) omnr.

n=1

Die Funktion

Uh,G) = i Y (n)z"

ist nach Ausschluss des Punktes z=1 eindeutig und regulédr in der komplexen
Vollebene. z=1 ist singuldrer Punkt von U (h, G) und daher auch von h. Es ist
somit 1 ¢ D.

Wire D mehr als zweifach zusammenhingend, so wiirde man die
Komplementidrmenge E von D (betrachtet auf der Riemannschen Kugelfliche)
durch eine endliche Anzahl N=3 von Polygonen I',I',,...,I'y in D
einschliessen konnen, und zwar so dass jedes I', (v=1,2,...,N) in seinem
Inneren eine nicht leere Teilmenge E, von E, in seinem Ausseren die iibrigen I’ M
sowie die dazu gehorenden E, (u#+v) enthielte. Es wiirde folglich ein I', geben,
das in seinem Inneren E, jedoch weder z=1 noch z= 00 enthielte, was mit dem
in Satz | bewiesenen offenbar im Widerspruch stehen wiirde. D ist folglich
einfach oder zweifach zusammenhéngend.

Es sei jetzt angenommen, dass D zweifach zusammenhéngend ist. Die
Komplementirmenge E von D zerfillt dann in zwei kompakte Mengen E} und
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Ej. Ist 1€ E}, so folgt unter Anwendung von Satz 1, dass oo € Ej, und dass
E; ferner eine Menge

Ey = {z] lZ12¢} (0<¢=o0)
ist. Da E' und E’, punktfremd sind, muss ¢ >1 sein. Es gibt daher in ]1, o[ ein
¢', so dass h im Kreisring ¢’ <|z| <g durch eine Entwicklung
(15) h=oa+) az"+ Y Bz™"
n=1 n=1
darstellbar ist. Fiir U(h, G) finden wir
(16) UMhG) =c=~ ) Y(-nz™"
n=1

wo ¢ eine Konstante ist. Anderseits erhalten wir aus (15)

o UGG = ¢+ T nom+ T frp(=na™

wo ¢’ eine Konstante ist, und diese Gleichung ist giiltig fiir ¢’ <|z|] <. Aus (16)
und (17) folgt

a,0o(n) =0 (n=12,...)
und somit
a, =0 (n=1,2,...)
h muss hiernach im Widerspruch mit der Annahme regulir in |z|> ¢’ sein. Der

Beweis ist hiermit vollstdndig.

Satz 4. Es sei ¢ eine ganze Funktion von Ordnung <1 und ¢(n)+0 (n
=41, +2,...). Sind im iibrigen die Bedingungen von Satz 3 erfiillt, so ist oo ¢ D,
ausser wenn /@ eine ganze Funktion ist.

Beweis. Wir nehmen an, dass oo € D. Die Formeln (16) und (17) lassen
erkennen, dass h in der Umgebung von z=o00 durch eine Entwicklung

(18) h=oa— §

dargestellt werden kann. Mit Hilfe von Satz 2 schliesst man hieraus, dass der
Rand von D einen Bogen
E = {z]| l2=1,¢ Sargz<&,}

des Einheitskreises bildet, wobei
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< =028 <.
Indem ¢ so bestimmt ist, dass
0<d<l, o<mn+é, 6<n-¢,
lassem wir I'; den Integrationsweg bedeuten

z=(1-9)", ¢ -0=t=EH+0

z = teétd) 1-6 2t 146
r
Nz=(+0e® -g-dsts —¢+d
z= —td® ) (148 St £ —-(1-9).

Wir finden (n=1,2,...)
w1 [ hQd

“Tem T T )T T

und somit

vin) =on (n=12...)

e(n)
wo @ die ganze Funktion

1 h() d¢

@ = —55 |, deet T

ist. Der Logarithmus ist hier als Hauptwert des Logarithmus zu verstehen. In
entsprechender Weise erhalten wir aus (18)

Y(=n) 1 s _
oom ~ am ), MO (=12
und somit
Y(—n) = @(—-n) (n=12,...).
o(—n)

Schreiben wir z=x+iy, so ist

M2 +9+1xlllog (1 - o)} z0)
12((2) < {Me—y(—¢,+6)+|x||log(l'-J)I (y<0)

wo M eine Konstante ist. Fiir die Grosse

m(r, @) = 511; f :x 18 |® (re'®) d6
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erhalten wir daher die Abschitzung

HI; m(r, D) < -1+, )
r—oo r T

Fiir die charakteristische Funktion T(r) (R. Nevanlinna [4]) von ®—/¢@
finden wir somit
=T0) _ —ats _

lim <
[ T

Da ®—y/p anderseits fiir alle z=+1, +2,... verschwindet, so folgt die
Identitat

455—‘!:

10)

d.h. y/¢ ist eine ganze Funktion. Der Satz ist hiermit bewiesen.
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