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UNENDLICHE PRODUKTE
UNKORRELIERTER FUNKTIONEN AUF
KOMPAKTEN, ABELSCHEN GRUPPEN

GUNTER RITTER

1. Einleitung.

(1.1) F. Riesz [15] benuzte das erste Produkt []¢%, (1 +cos4*) um die
Vermutung zu widerlegen, daB die Fourier-Stieltjes-Transformierte jedes
stetigen MaBes auf dem Torus im Unendlichen verschwindet. Seither spielen
derartige Produkte in der Fourier-Analysis eine groBe Rolle. Sie wurden von
Hewitt und Zuckerman [10] auf beliebige kompakte, abelsche Gruppen G
iibertragen, um ein Beispiel fiir ein stetiges, singuldre Wahrscheinlichkeitsmal3
zu geben, dessen Faltungsquadrat absolufstetig ist, mit Dichtefunktion in
£,(G) fir all p>1. Dies fiihrte zur Definition der gruppentheoretischen
Diinnheit einer Menge, ndmlich ihrer Dissoziiertheit. Seither werden Riesz-
Produkte in dhnlicher Weise benutzt, um singuldre MaBe auf lokalkompakten
Gruppen mit gewissen vorgegebenen Eigenschaften zu konstruieren. So zeigten
Brown und Hewitt [3] unter anderem, daB es auf jeder o-kompakten,
abelschen Gruppe singuldre WahrscheinlichkeitsmaBe gibt, deren Triger die
ganze Gruppe ist, deren Transformierte im Unendlichen verschwindet, und die
zu ihrem Faltungsquadrat dquivalent sind. Hewitt und Ritter [7], [8]
benutzten Riesz-Produkte, um stetige singulire MaBe mit vorgegebenem
Integrationsverhalten ihrer Transformierten zu erhalten. Sie zeigten unter
anderem, daB es auf jeder nicht-diskreten, lokalkompakten, abelschen Gruppe
G stetige, singulidre MaBe mit kompaktem Triger gibt, deren Transformierte in
einem prizisierten Sinne beliebig nahe bei £, sind.

Gleichzeitig wurde die Struktur der Riesz-Produkte untersucht. Nachdem
Zygmund [17] gezeigt hatte, daB jedes Riesz-Produkt iiber einer Hadamard-
dissoziierten Menge von natiirlichen Zahlen entweder singuldr oder
absolutstetig ist, zeigten Brown und Moran [4] diese Eigenschaft fiir Riesz-
Produkte auf einer beliebigen kompakten, abelschen Gruppe. Brown [2]
bewies, daB jedes Riesz-Produkt iiber einer dissoziierten Menge ohne Elemente
der Ordnung 2 stetig ist und untersuchte die Ergodizitdt solcher Produkte.

Eingegangen am 19. April, 1977.
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In der Literatur finden sich aber auch dhnliche Produktkonstruktionen, die
nicht die Form von Riesz-Produkten iiber dissoziierten Mengen besitzen. So
beweist Peyriere [14], daB Riesz-Produkte der Form T[], (1+ a,cos2*t)
dasselbe Verhalten beziiglich Singularitit und Absolutstetigkeit zeigen, wie
Riesz-Produkte iiber dissoziierten Mengen. Andererseits benutzt Katznelson
[12] Produkte der Form

M
H <1+ Z akM+IcosnkM+l[)

Der Versuch, diese Produkte gemeinsam zu behandeln, fiihrt zwangsldufig
dazu, unendliche Produkte von unkorrelierten Funktionen zu definieren. Man
erhilt so wesentlich allgemeinere Produktbildungen und MaBe. Wir fiihren
diese verallgemeinerten Riesz-Produkte in Abschnitt 3 ein. Dabei ist die
Dissoziiertheit der in den Riesz-Produkten auftretenden Frequenzen durch
einen allgemeineren Begriff zu ersetzen.

Danach stellt sich die Frage nach den Eigenschaften derartiger Produkte.
Unter welchen Bedingungen sind sie absolutstetig, absolutstetig mit stetiger
Dichtefunktion, wann sind sie singulir und wann stetig? Dies ist das
Programm der Abschnitte 4 und 5. Verallgemeinerte Riesz-Produkte zeigen ein
dhnliches Dichotomieverhalten wie Riesz-Produkte; dariiberhinaus gibt es
auch hier praktikable Kriterien, wann sie singuldr bzw. absolutstetig sind.
Unsere Bedingung (4.4.i) fiir die Aquivalenz zweier verallgemeinerter Riesz-
Produkte liefert dabei im Spezialfall von Riesz-Produkten eine Verschirfung
der entsprechenden Bedingungen in Lemma 4 und Theorem 2 von [4] (siehe
(4.5)). Die hier vorliegende Theorie ist im wesentlichen eine £,-Theorie. In
einer weiteren Arbeit, die in den Mathematical Proceedings der Cambridge
Philosophical Society erscheinen wird, werden wir einen maBtheoretischen
Aspekt von Riesz-Produkten behandeln.

(1.2) NotaTioNEN. Wie iiblich sei N die Menge {1,2,3,...} der natiirlichen
Zahlen, Z die Gruppe der ganzen Zahlen und T die Torusgruppe. Wenn nicht
anders vermerkt, sei G eine kompakte, abelsche Gruppe mit Haar-Maf} A und
Charaktergruppe X. €(G) sei der Raum der stetigen Funktionen auf G, M, (G)
die Menge der WahrscheinlichkeitsmaBe auf G. Integration ohne Angabe des
Integrationsbereiches bedeute immer Integration iiber G. Fiir eine p-fach A-
integrable Funktion f auf G sei || f'|| , ihre p-Norm bzgl. A. ¢, sei das Dirac-MaB
im Punkt g € G und < bzw. ~ stehe fiir Absolutstetigkeit bzw. Aquivalenz
zweier MaBe in M (G). Positiv bedeute immer = 0 und 1p sei die
Indikatorfunktion einer Menge E. Die iibrige, nicht gesondert eingefiihrte
Terminologie ist wie in Hewitt—Ross [9].
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2. Dissoziiertheit und Unkorreliertheit.

(2.1) Die Funktionenklassen € (G), A (G), B{ (G) und 3} (G).

Die nachstehend aufgefiihrten Funktionenklassen werden im folgenden eine
Rolle spielen.

€ (G) = {feC (@] Ifl,=1},
AL (G) 1= {feC (G| Tel,(X), Ifl,=1},
B (G) := {feC*(G)| f20, |fll,=1}.

Zur Definition der Funktionenklasse 3 (G) sei fiir jede Funktion f e €(G) mit
absolut summierbarer Fourier-Reihe gesetzt

=10
Dann definieren wir
37(6) = {fe€" Q)| Jeli(X), f'20, |fl,=1}.
Es gelten die folgenden Inklusionen (die erste folgt aus [9], (31.42)).
P1(6) € 37 (6) € A (G) £ €/ (6).
3/ (G) enthilt auch alle Translate von B (G).

(2.2) BeispiELE. (1) Sei y € X\ {1} und
fi=1+ay+ay™!,
wobei a eine komplexe Zahl vom Betrage hdchstens 4 ist. Dann ist f € 37 (G).
Falls die Ordrung von yx gleich 2 ist, dann hat f die Form
f=14+ay

fireinae[—1,1].
(2) Sei allgemeiner n e N, y, € X\ {1} (1£k<n) und

=1+ Z @+ axe ')
K=1

wobei die a, komplexe Zahlen mit der Eigenschaft 3" |a,/ <% sind. Dann ist
f€3{(G).

(3) Sei (ai);.z+ eine konvexe, antitone Folge positiver, reeller Zahlen mit a,
=1 und 3% ,a,<00, und sei I € N. Wir setzen a_,=a, (k € N) und

f@) =Y ae™ (-nsi<m).
keZ

Dann ist fe B, (T) (vgl. [5, p. 34])
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(2.3) Wir werden die folgenden elementaren Eigenschaften von A (G)
bendtigen:

(1) A (G) ist stabil beziiglich der Faltung und es gilt fiir je zwei Funktionen f
und g aus A} (G)

(f*g) = f'=g .
Sei f € A (G). Dann gilt
2) f=1;
(3) f' ist symmetrisch;
@ I =0 M= 171 =,O), IS 12=1f1:21;
) =il -1

Zur Definition der Dissoziiertheit von Mengensystemen fiihren wir zunichst
einige Notationen ein.

(2.4) NotaTIONEN. Sei (T,),. 4 €in System von Teilmengen von X und & das
System der endlichen Teilmengen der Indexmengen A. Wir setzen fiir @ € &
und y € X

‘QtP(X) = {(Xa)aeA I X« € 1;9 Xzzzl fur o ¢ (D, l_[ Xa:X} 9

acA

Q) :

U Q‘P(X) ’
ded

Q¢ = {(Xa)aeA | X« € Iv X1=1 fiir a¢ d)}
und

Q.= U 94;.
Ped

Die Elemente aus Q4 heilen @-Worter, die aus Q Worter.

(2.5) BEMERKUNG. Nach Hewitt-Zuckerman [10] heiBt eine Familie (x,),c4
von Charakteren in X bekanntlich dissoziiert, wenn X1 fiir alle a € 4 gilt,
und wenn fiir jede endliche Teilmenge ¢ < 4 und jede Wahl von Exponenten
g, €{—2,-1,0,1,2} aus

[MTx=1

aed

immer y%=1 fiir alle « € @ folgt. In Anlehnung daran definieren wir
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(2.6) DeFniTiON. Sei (T,),.4 ein System von symmetrischen Teilmengen
von X mit 1 € T,.

(@) (T)),.4 heiBe 1-dissoziiert, wenn das triviale Wort (1), 4 das einzige Wort
in Q(1) ist.

(b) (T,),.4 heiBe 2-dissoziiert, wenn fiir jeden Charakter y € X die Menge
Q(x) hochstens einelementig ist.

(T,) ist genau dann 2-dissoziiert, wenn (T?2) 1-dissoziiert ist. Insbesondere
ist jedes 2-dissoziierte System auch 1-dissoziiert.

(2.7) BeispieLE. (1) Sei (n),.N eine Teilfolge von N die der Hadamardschen
Bedingung n,,,/m =2 geniigt. Dann ist das System T,={1,n, —n}
1-dissoziiert in Z.

(2) Sei (G,),e4 eine Familie von kompakten, abelschen Gruppen und
G: =[1,c4 G, Bezeichnet X, die zu G, duale Gruppe, so ist X:=®,_4 X, die
zu G duale Gruppe. Dann ist (X,),.4 ein 2-dissoziiertes System in X.

(3) Sei (x,)4e4 €ine Familie in X und y,#1 fiir alle « € A. Dann ist das
System T,:={1, 1, %, |} genau dann 2-dissoziiert, wenn (y,),.4 dissoziiert ist.

(4) Sei (n)en cine Teilfolge von N, die der Hadamardschen Bedingung
M. 1/M =q mit einem g> 1 geniigt. Sei weiter fiir M e N und ke Z*

. 1
Ty := {0, s> Epr 2o+ o> Tp My -

Dann gibt es ein M € N, so daB (Ty ,),»o 2-dissoziiert ist. Zur Bedeutung
dieses Beispiels siche [12, p. 111].
(5) Sei w, die nte Walsh-Funktion in der Paley-Ordnung, und sei

T, = {wg,wa-1, Wyt 4y ., Wp_q} (ke N).

Dann ist das System (T,) 1-dissoziiert.

Wir werden wiederholt die folgende Proposition bendtigen.

(2.8) ProrosiTiON. a) Sei (T,),.4 1-dissoziiert und sei fiir jedes « € A g, aus
C(G). T, enthalte den Triger von g,. Dann gilt fiir jedes & € &

i) Jﬂ gdi =[] Jgad)..
xed acd

b) Sei (T,),c4 2-dissoziiert und seien fiir jedes o € A g, und h, aus €(G). T,
enthalte die Triger von g, und M, Danp gilt fiir jedes @ € &

i) J T g.hdi = ] J g.h,di .

2P 2ed
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BewEs. a) Wir konnen annehmen, daBl @ das Intervall [1,n] ist. Dann gilt

(,H g,(l))

Fiir die Charaktere, iiber die sich die Summationen erstrecken, gilt also
Xy - xn=1. Da andererseits fiir y, ¢ T, gilt g,(x,)=0, ist nur y, e T, zu
betrachten. Aus der 1-Dissoziiertheit von (T,) folgt nun y, =...=y,=1. Somit
gilt

(( o (81%8) ... *én—l)*én)(l)

]

2 cee Z g1 (x)82(x2) - - . £n(Xn) -

Vn-1da=1 Yn-2Xn-1=VYn-y X1X2=V;

(ll__[1 g,(l)> = & (Dg; (1) ... &1).

b) Da der Triger von (g,h,) in T? enthalten ist, und da (T?) 1-dissoziiert
ist, folgt die Behauptung aus a).

(2.9) BEMERKUNGEN. (a) Sei (2, ./, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir
sagen, eine Familie (f,),.4 < £,(P) ist unkorreliert, wenn fiir jedes @ € & gilt

jﬂ fodP = TJ Jf;dP-
acd aed

Wir sagen, (f,)&,(P) ist quadratisch unkorreliert, wenn fiir jedes ® € & und
jede Wahl von ¢, € {1,2} (x € @) gilt

jﬂ fedp = 1 | fzdP.
aecd aed

Die (quadratische) Unkorreliertheit ist eine Verschidrfung der wahrscheinlich-
keitstheoretischen paarweisen Unkorreliertheit und eine Abschwichung der
Unabhingigkeit. Die Familie (g,) in (2.8.a) ist wegen (2.8.i)) unkorreliert, die
Familie (g,) in (2.8.b) ist wegen (2.8.ii) quadratisch unkorreliert.

Die quadratische Unkorreliertheit hidngt eng mit der (starken)
Multiplikativitdt zusammen (vgl. [16]). Da wir diese hier nicht brauchen,
gehen wir nicht weiter darauf ein.

(b) Unter Verwendung von (2.8) sieht man leicht, daB eine Familie
(fD=PB; (G) genau dann (quadratisch) unkorreliert ist, wenn das System
(supp f,) (2-) 1-dissoziiert ist.

3. Verallgemeinerte Riesz-Produkte.

(3.1) NOTATIONEN. Zu einem gegebenen Funktionensystem (f;),., und ® € &
sei fortan
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j¢:= n jz und He = (l—l ,1>/
2e@ 1P
Sei 1 T,),. 4 €in 1-dissoziiertes System in X und sei (f,),. 4 ein Funktionensystem
in €; (G), so daB T, den Triger von f, enthilt. Wegen (2.8a) ist uy € M, (G).

(3.2) DeFiNiTION. Jeder Hidufungspunkt u des Netzes (ugp)pes I, (G) heiBt
ein von (f,) erzeugtes verallgemeinertes Riesz-Produkt.

Es gibt zwei Fille, in denen man von vornherein sagen kann, daB limg 4 pig
existiert. Den einen erhélt man durch spezielle Wahl des Funktionensystems
(Satz (3.3)), den anderen durch spezielle Wahl des Mengensystems (Satz (3.4)).

(3.3) SaTz. (a) Sei die Familie ({,),c4 in 37 (G). Dann existiert

woi= lim py
Ped
in M (G) im vagen Sinne.
(b) Fiir jedes y € X ist die Familie (I1,c4 ja(Xz))(z,)eQ(}f) absolut summierbar,
und es gilt .

(i) i =Y TI L) -

(1,)eQ(x) aeA

Beweis. Fiir jedes @ € & und jedes y € X gilt

(1) )

(x,)eQa(x)

[1 7%

(x,)€Qa(x) acA

(ﬂ f;) () -
acP
Da (f,),c4 eine Familie in 3} (G) ist, ist [1,.o f, €ine Funktion aus P (G);

somit gilt

) ( 1 f;) =1

2ed

[T /()

aeA

Aus (1) und (2) folgt nun die absolute Summierbarkeit der Familie
(TTaea fo(t) e und es gilt fir jedes x € X

lim (1‘[ fa) W= Y Il L.
Pes \aecd (x,)eQ(x) ac A
Hieraus folgen die Behauptungen (a) und (b).

Analog beweist man

Math. Scand. 42 — 17
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(3.4) Satz. a) Sei das Mengensystem (T,),.4 2-dissoziiert. Dann existiert

o= lim pg
Pel

in M} (G) im vagen Sinne.
b) Fiir jedes x € X gilt

. [H f),  falls (x,) das einzige Wort in Q(y) ist;
a(x) = Jae4
0 sonst.

(3.5) BEMERKUNG. Sei 4 eine Teilmenge von X\ {1}, fiir die das System
({1, 2% x ™'} ea 1-dissoziiert ist (vgl. etwa die Beispiele (2.7.1) und (2.7.3)), und
sei a=(a,),.4 eine Familie komplexer Zahlen mit den Eigenschaften

la,| <% falls o(y)>2

und

—1=<a, =1 falls o(y)=2.

X =

Wir setzen
1= L+a,y+a,y™' falls o()>2
T U +ayy falls o(y)=2,

und nennen das von (f,),.4 erzeugte verallgemeinerte Riesz-Produkt das von 4
und a erzeugte Riesz-Produkt p, , Im Falle einer dissoziierten Teilmenge
stimmt dies mit der iiblichen Terminologie iiberein.

(3.6) DeFINITION. Es mogen die Voraussetzungen eines der beiden Sitze (3.3)
oder (3.4) vorliegen. Dann existiert auch fiir jedes ® € &

00 = lim py. o € M (G).
¥yoo
Wegen der Stetigkeit der Funktionen f, ist dann u absolutstetig beziiglich g4
mit Radon-Nikodym-Dichte f,. g4 heilt das ®-Restmaff von p.

4. Orthogonalitat und Absolutstetigkeit.
(4.1) Zygmund [17] bewies, daB ein Riesz-Produkt

00
ta = [] (1 +ae™ +ae ™)
k=0

auf T, wobei n,,,/n, 23, dann singuldr ist, wenn Y32 |a,|* = 00. Im anderen
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Falle ist das Produkt absolutstetig bzgl. 4. Peyriere [14] zeigte, daB sich 4
durch ein zweites Riesz-Produkt

Hy = Y (1+be™ +be™)
k=0
ersetzen liBt. Falls Y9, |a,—b,/*=00, dann sind die MaBe pu, und g,
orthogonal und unter schwachen Zusatzvoraussetzungen iiber die Folgen (a,)
und (b,) sind die MaBe im anderen Falle dquivalent. Gleichzeitig wurde diese
Fast-Dichotomie von Brown und Moran [4] fiir Riesz-Produkte auf
kompakten, abelschen Gruppen bewiesen. Ahnlichen Aussagen gelten auch fiir
verallgemeinerte Riesz-Produkte. Insbesondere gilt auch fiir verallgemeinerte
Riesz-Produkte eine Dichotomie: Zwei liber demselben 2-dissoziierten System
erzeugte  verallgemeinerte  Riesz-Produkte sind unter  schwachen
Beschrianktheitsvoraussetzungen iiber die erzeugenden Funktionenfamilien
entweder orthogonal oder dquivalent (siche (4.7)). Die Methode zum Beweis
des folgenden Satzes geht auf Peyriére [13] und Brown-Moran [4] zuriick.

(4.2) Satz. Sei (T,),.4 ein 2-dissoziiertes System in X und seien (f,),.4 und
(82)xca zwei Familien in €} (G). T, enthalte die Triger von f, und §,. u 7 bzw. p,
seien die von (f,) bzw. (g,) erzeugten verallgemeinerten Riesz-Produkte. Falls
dann gilt

(l) ”f;z_gallg = 00,

aed SUp (fa +ga)

dann sind p; und p, orthogonal.

BewEIs. Sei

(1) Dy = ja_got

und

2 S 1= Sup (fut+8)(x) .

Wir setzen

(3) ha = Sa—%upa";l Lpa— pajazd;L

und

4) ko i= 57 pallz | Pa— | Pa8adA
| J _
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falls p,#0, und, h,=k,=0 sonst. Offenbar sind h, und f, orthogonal in £,(4).
Wegen suppp, =T, und (2.8.b) gilt

(5) Jh,h,,dp,. = Jh,f,d;. Jh,,j,,d;. =0.

(hy) ist also ein Orthogonalsystem in £,(u,). Analog ist (k) ein
Orthogonalsystem in £,(u,). Wir zeigen, daB (h,) beschrinkt in £,(u,) ist.
Der Ausdruck in eckigen Klammern in (3) ist p,, zentriert am Erwartungswert
bzgl. u,. Es geniigt deshalb zu bemerken, daBB wegen Proposition (2.8) gilt

(6) j pidu, = infc. do;.,

lIA

Sa( J‘pi de.a

= s,lp.l3 .

wobei ¢ , das a-RestmaB von u, bezeichnet (vgl. (3.6)).
Analog ist (k,) beschrinkt in £,(u,). Sei

(7 ¢, = ky,—h, = s;¥p.l, .
¢, ist konstant und nach (i) gilt
©®) (c2) ¢ 1,(A) .

Somit gibt es eine Familie (r,),.4 positiver, reeller Zahlen mit den beiden
Eigenschaften

9) (ry) € 1,(A4)
und
(10) (rec) ¢ 1,(4) .

Wegen (9) konvergieren die beiden Reihen

Y rh, und Y rk,,

acA aeA

die erste in €,(u,) und die zweite in £,(u,). Dann gibt es eine Zerlegung von
B:={ae A | r,>0} in endliche Mengen &, (n € N), so daB

oc oC

(1) Y Y rh, und ) Y rk,

n=1 ae®, n=1 aed,

punktweise u, — bzw. u, — f.i. konvergieren. Sei E; die Teilmenge von G, wo
die erste, E, die Teilmenge von G, wo die zweite Reihe in (11) konvergiert.
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Dann gilt
(12) pEp) = pE) = 1.
Da
S T ntkh)= ¥ re,
n=1 ac®, xed

wegen (10) nirgends konvergiert, miissen E; und E, disjunkt sein. Aus (12) folgt
nun die Behauptung.

Hieraus folgt insbesondere wieder der Singularitdtssatz von Zygmund-
Peyriére-Brown—-Moran fiir Riesz-Produkte (Notation siehe (3.5)):

(4.3) Satz. (Peyriere [13], Brown-Moran [4]). Seien py , und piy , zwei Riesz-
Produkte iiber der gleichen dissoziierten Menge A. Falls dann gilt
i) Y la,—b)? = 0,

red

so sind py , und py , orthogonal.

Von Satz (4.2) gilt keinewegs die Umkehrung, nicht einmal im Falle von
Riesz-Produkten iiber unabhidngigen Mengen (siche [4], Corollary zu
Proposition 2). Es gibt aber teilweise Umkehrungen, mit denen wir uns nun
befassen.

(4.4) Satz. Sei (T,),.4 ein 2-dissoziiertes System in X und seien (f,),.4 und
(8)zc4 zwei Familien in €; (G). T, enthalte die Triger von f, und §,. i, bzw. p,
seien die von (f,) bzw. (g,) erzeugten verallgemeinerten Riesz-Produkte. Falls
dann gilt

. I.fo— 8al13
(1) —2 2 <0,
ZA inf (f,+8,)
dann sind p, und p, dquivalent.
Das Netz (fy/gs) konvergiert dann in £, (y,) gegen die Radon—Nikodym-
Dichte von p, beziiglich p,. (In (i) setze man gegebenenfalls 0/0=0.)

BewEis. Wir zeigen zuniichst, daB (f,/ge) ein Cauchy-Netz in £, (u,) ist. Sei

oy das ¥-RestmaB von p, und sei h,:=3(f,+g,). Wegen (2.8) gilt fiir zwei
Mengen &, ¥ € & mit ¥ und a € ¥\ @

(1) j/wdé’w = lilli'ﬂ J Sogaswdi =1,
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und analog

) chpgwwdw =1,

3 qubh'l’\rpd@ll =1,

) J fo T1 holfi=s)dor = =gl
Bt

Wie in [11] erhdlt man iiber die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung und wegen
(1) und (2), unter Beachtung der Gleichheit U, =gyoy (3.6)

o]

Jo _Jv
8o 8y

2 - o o . 2
dny] < [ J(qu,gw\ww;p)lmgm—Vf;pidw]

< j(l/ﬁ»gvf\cp +[/E)2 doy J(Vﬁp&rvp —I/JTW)Z doy

2 2
I:J (fo8y\ o+ fv) dQl.v] - [2 j f;bl/f'!’\d’g'{’\tb) qu‘]

4(1 - Uf;me dw]z) :

Nun gilt aber
—_— ( 4.1'— a)z
(6) V fonogeno = hly\q’“y\«p l‘ﬁ
<1 B (fi.—ga)z)
® (fat 8
)

(f;—ga)z]
hy o| 1 Sl 2R
¥ ¢[ ae¥\ P (jrx+ga)2

(fa—84)°
h - hg | ———>*— |
e ae‘lz\q’ (ﬁeﬂl‘l;[\d’ ﬂ) 2lnf(fa+ga)

Aus (6), (3) und (4) erhilt man

v

ae

hyso |1
LN

v

v
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™

chpl/f!ll\ o890 doy = ff¢hw\¢ doy

1
Tt (A g f h(ﬂeg\ ) hﬁ)( fo— g daw

. PATAE
ae?\ ¢ 2inf (f;z+ga) ’

und (5), (7) und (i) liefern die Zwischenbehauptung. Fiir die Indizes o mit f,
=g, werden in (6) und (7) die Briiche mit (f,—g,) im Zihler als O interpretiert,
unabhéngig von der GroBe des Nenners.

Wir miissen noch zeigen, daB h:=limg s f5/g4 die Dichte von u, bzgl. u, ist.
Es gilt aber fiir alle y € X

_Jo
1—du
g -

(hity) () = lim j
]
= lim jm doo
(]

HA ), falls (1) € Q(x);

0 sonst
=H f(X) .

Die Aquivalenz von p ; und u, folgt nun aus Symmetriegriinden.
Brown-Moran [4] zeigten, daB zwei Riesz-Produkte uy , und gy,
dquivalent sind, falls
la,— b,
xed (1 - Iax + bxl)z

Das folgende Korollar zu Satz (4.4) ist eine Verschdrfung dieses Ergebnisses.

(4.5) KOROLLAR. Seien py , und py , zwei Riesz-Produkte iiber der gleichen
dissoziierten Menge A. Falls dann gilt

2
0 oy b

—i: X < o0,
rea 1—la,+b,]

dann sind p4 , und py , dquivalent.
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(4.6) BEMERKUNG. Seien uy , und p4 , zwei Riesz-Produkte, wobei o(y)=3
und a,20, b, =0 fiir alle y € 4. Dann gilt

inf[(1+42a,Re )+ (1+2b,Rey)] = 2[1+infRey] = 1.

Aus (4.3) und (4.4) folgt dann, daBl die beiden Riesz-Produkte genau dann
dquivalent sind, wenn (4.3.i) nicht gilt. Andererseits gibt es Fille (siche [4],
Corollary zu Proposition 2), in denen genau dann Aquivalenz vorliegt, wenn
(4.5.1) gilt, andernfalls Orthogonalitdt. Somit sind (4.3.i) und (4.5.i) die besten
Bedingungen, die man unter alleiniger Verwendung der Koeffizienten ¢, und b,
aufstellen kann.

Der nidchste Satz folgt sofort aus (4.2) und (4.4).

(4.7) Satz. Sei (T,),. 4 ¢in 2-dissoziiertes System in X und seinen (f,),.4 und
(8)xc 4 zwei Familien in € (G). T, enthalte die Triger von f, und g,. u 7 bzw. p,
seien die von (f,) bzw. (g,) erzeugten verallgemeinerten Riesz-Produkte. Es gelte

(a) O<c=f,+g,SC<o0 fiir alle a € A.
Dann sind dquivalent:

(i) py und p, sind dquivalent,
(i) p; und p, sind nicht orthogonal,
(i) Taea If:—8al3 <00

In diesem Falle konvergiert das Netz (fp/ge) in £,(u,) gegen die Radon-
Nikodym-Dichte von p, bzgl. p,.

(4.8) BEMERKUNG. Die Bedingung (4.7.a) ist insbesondere dann erfiillt, wenn
g,=1 fiir alle « € 4 gilt und wenn (f,) gleichméBig beschrédnkt ist. In diesem
Falle erhilt man aber sogar Konvergenz in £,(4); es gilt ndmlich

(4.9) ProposiTON. Sei (T),.4 2-dissoziiert und sei (f,),c4 eine gleichmdpig
beschrinkte Familie in € (G). T, enthalte den Trdger von f. und u sei das von
(f,) erzeugte verallgemeinerte Riesz-Produkt. Dann sind dquivalent :

I
(i) u und 4 sind daquivalent,
(i) u ist nicht singular,

(iii) Tlaealfulz<00 (Zaea lfa—1l3<00).

In diesem Fall konvergiert das Netz (fy) in ,(4) gegen die Radon—Nikodym-
Dichte von u bzgl. Diese liegt insbesondere in L5 (4).

BewEls. Wegen (4.7) geniigt es zu zeigen, daB (fy) ein Cauchy-Netz in £,(4)
ist, falls (iii) gilt. Fiir @, ¥ € & mit @< ¥ gilt aber wegen der 2-Dissoziiertheit
von (T,)
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(1) Jﬂpﬁpdi = H¢ 103,
) jf;d/: - IT 148

a) ffw I 113

Deshalb haben wir

J(f(,,—j;,,)zdz = [1 141311 1413,
ac¥ acd
woraus wegen (iii) die Konvergenz von (fp) in £,(4) folgt.
Als nichstes soll unter anderem eine Beziehung zwischen unserer Situation
und dem Kakutanischen Dichotomiesatz fiir ProduktmaBe hergestellt werden.
Wir benotigen folgendes '

(4.10) LEMMA. Sei (Q, o, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
(a) Sei fe &,(P) mit |f|;=1. Dann gilt
(@) Il 2 16152

(b) Sei fe & (P)mit ||f||,<M und || f|,=1. Dann gibt es eine nur von M
abhdngige Konstante ¢9>0, so daf gilt

(i) I/l = 11022

BEweis. (i) ergibt sich durch Anwendung der Holderschen Ungleichung auf
die Funktionen |f|*’® und |f|*’® sowie die Exponenten 3/2 und 3.

Fiir die Abschitzung (ii) bemerken wir zunidchst, daB es eine (nur von M
abhingige) Konstante K >0 gibt mit

(1) Vx £ 1+(x—1)—K(x—1)
fiir alle x e [d, M]. Somit gilt
) IfIf < 1-KWs13-1).

Es ist leicht zu sehen, daB fiir alle y>0 gilt
(3) 1-K(y—1) <y K.

Die Abschitzungen (2) und (3) zusammen liefern das gewiinschte Ergebnis mit
0=4K.
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Der ndchste Satz stellt einen Zusammenhang mit den Kakutanischen
Orthogonalitédtskriterium her. Er folgt sofort aus (4.7) und (4.10).

(4.11) Satz. Sei (T,),.4 ein 2-dissoziiertes System in X und seien (f,) .4 und
(8)ae 4 zwei Familien in €[ (G). T, enthalte die Triger von f, und §,. u 5 bzw. p,
seien die von (f,) bzw. (g,) erzeugten verallgemeinerten Riesz-Produkte. Es gelte

(@) fu+g.=C <,

(b) g,=c>0.

Dann sind dquivalent
(i) py und p, sind dquivalent,

(i) u, und p, sind nicht orthogonal,

(i) Toen ll fa—8al3 <00,

(V) Taea (fo/82)* dpy< o0,

V) TTaea f (fo/8* dpy>O.

(4.12) Ch. Berg [1] konstruiert Brown’sche Faltungshalbgruppen auf dem
unendlich-dimensionalen Torus T%*. Die MaBe der Halbgruppen sind
verallgemeinerte Riesz-Produkte. Dabei spielen diejenigen Faltungs-
halbgruppen eine besondere Rolle, die aus MaBen mit stetigen
Dichtefunktionen bestehen. Wir schlieBen deshalb diesen Abschnitt mit einem
Kriterium fiir die Existenz einer stetigen Dichtefunktion eines verallgemeiner-
ten Riesz-Produkts. Es gilt im 1-dissoziierten Fall.

(4.13) ProposITION. Sei (T,),c4 1-dissoziiert und sei (f),.4 eine Familie in
A} (G). T, enthalte den Triger von f.. Falls dann gilt

iy [1 17l < o0,

acA
dann konvergiert (fg) gleichmapig gegen eine (stetige) Funktion f. Somit erzeugt
(f,) in diesem Falle genau ein verallgemeinertes Riesz-Produkt pu, und u hat die
stetige Dichtefunktion f beziiglich A.

Bewess. Fir &< ¥ gilt wegen (23.5), wobei wir ¥\&={l,...,k}
annehmen,

k 1-1
e=tal = fo & (=D T1

A

IT 170 ,i lfi—1|

aeA

IT 17 é (LAl =1

aeA

Aus (i) folgt nun, daB (fg) ein Cauchy-Netz in €(G) ist.

A
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5. Stetigkeit.

(5.1) Ein MaB v € M(G) heiBt bekanntlich stetig, wenn kein Punkt in G v-
Masse trigt. Wir geben zunéchst ein hinreichendes Kriterium fiir die Stetigkeit
eine verallgemeinerten Riesz-Produktes an. Dieses Kriterium ist scharf genug,
um eine Charakterisierung der stetigen Riesz-Produkte zu ermdglichen. Man
erhilt als Folgerung einen Satz von Brown [2], wonach ein Riesz-Produkt
tiber einer dissoziierten Menge ohne Element der Ordnung 2 immer stetig ist.
Am Ende dieses Abschnittes ziehen wir einen SchluB3 von den eben genannten
Ergebnissen auf die Struktur des Raumes der MaBe auf einer nicht-diskreten,
lokalkompakten, abelschen Gruppe (5.5.c).

Wir bendtigen zunédchst wieder eine Normabschitzung,

(5.2) LeMMA. Seien p=1 und 1 £ K <2 zwei reelle Zahlen. Dann gibt es eine
(von p und K abhiingige) Konstante r<1, so daf fiir alle f e W] (G) mit der
Eigenschaft

() 1715 < K
gilt
(ii) 3 <0705

BewEis. Aus der Antitonie von g — ||af|, (a € [;(X)) folgt
(1) IF13 = 1+0U-D713 £ 1+1U-D1F
Andererseits ist leicht zu sehen, daB fiir 0<y<% und r214 gilt

14y £ (1+y),
woraus man fiir || /||, £3 und r214 erhilt
) LHIU=DT1F S @+1U=DT) = 1715
Aus (1) und (2) erhalten wir zunichst fir || f||; <5 und r24

3) (BT

Falls || f|l, =32, verfahren wir anders. Beachtet man wieder die Antitonie von
g — |lall, (a € [;(X)), so erhélt man fiir alle g=p nach Voraussetzung (i)

) /=D, S U=, £ (K=)'"7 =M.
Wegen M <1 gibt es einen (nur von K und p abhingigen) Exponenten g =p
mit

5) M7 < L.
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Die Holdersche Ungleichung, angewandt auf die Folgen a:=
((f=1))a* 14 und b:=((f—1))4 V4 sowie die Exponenten ¢ und g/(q—1)
ergibt

(6) IA=D13 S 1= 1) (= 1)) e,
und wegen ||(f—1) <1 gilt
) T=D045 < =178

Aus (6), (7) und (4) erhalten wir nun
Il (f—l)Allﬁ < M|(f- 1)'||<q~1)/q ,

d.h.
®) 1£13 € L+M(||f[l, =1y,

Fiir den Fall |||, =3 geniigt es somit zu zeigen, daB es r<1 gibt mit

) My~ < (14yy -1

fir alle y>4. Es ist klar, daB es r; <1 und y,=4 derart gibt, daB (9) fiir r=r,
und y =7, gilt. Andererseits gilt

(10) lim(1+y)—-1=y9
r=1
r<t

gleichmiBig in y € [,7,] und wegen (5) haben wir
(11) My("_“/“ <y
dort. Damit ist (9) gezeigt und wir erhalten zusammen mit (3) die Behauptung

(ii).

(5.3) SATZ. Sei G eine unendliche, kompakte, abelsche Gruppe, sei (T,),.4 2-
dissoziiert, und sei (f.),.4 eine Familie in 3} (G). T, enthalte den Triger von f,
und p sei das von (f,) erzeugte verallgemeinerte Riesz-Produkt. Es gebe p=1 und
K <2 derart, dap fiir fast alle a € A gilt

(i) 02 < K.

Dann ist p stetig.

Beweis. Wir diirfen annehmen

(1 [T sl =00,

acA

da u sonst wegen Proposition (4.1) eine stetige Dichtefunktion besitzt und
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damit wegen der Unendlichkeit von G stetig ist. Nach Lemma (5.2) gibtes r < 1
mit der Eigenschaft

(2 11503 < Il
fir alle e 4 und wegen (1) gibt es fiir jedes ¢>0 eine Menge @ € & mit
(3) [T se.

ae @

Da die Funktion
(4) x = folx'fola=x) (x€G)

fir jedes a € G positiv ist und den Wert 1 in a hat, ist die Behauptung des
Satzes bewiesen, wenn wir zeigen

(%) fl!]!pll;lf&(a—xw(dx} se.

Wegen der Stetigkeit der Funktionen f, und der 2-Dissoziiertheit von (T,)
haben wir nach (2.8)

(6) Jf:p(a—x)u(dx) = pra*f;(a)-
Ferner gilt wegen (2.3.4) und (2.3.1) fiir jedes a € 4
(7 Jux) oy S faxf50),

wegen (2.3.3) und (2) gilt

(8) Jaxf50) = 11303 £ 1/l
und aus (2.3.4) folgt

&) Ifollx = I_Id) Ifall -

Aus (6), (7), (8), (9) und (3) folgt nun (5) und damit die Behauptung des Satzes.

Fiir Riesz-Produkte iiber dissoziierten Mengen folgt aus (5.3) sofort

(5.4) Satz (Brown [2]). Sei 4 eine dissoziierte Teilmenge von X, die héchstens
endlich viele Elemente der Ordnung 2 enthalt. Dann ist jedes Riesz-Produkt iiber
4 stetig.

(5.5) BEMERKUNGEN. (a) Eine vollstindige Charakterisierung der unstetigen
Riesz-Produkte gibt Hewitt [6].
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(b) Satz (5.3) wird ohne die Bedingung (5.3.i) falsch. Brown [1] zeigt, daB
ein Riesz-Produkt [],.n (1+a,r,) auf [0,1[ (wobei r, die n-te Rademacher-
Funktion ist) genau dann stetig ist, wenn [],.nla,/=0 gilt.

(c) Unter Verwendung von (5.4) kann man zeigen, daB3 der Rieszsche Satz
[15] fiir nichtdiskrete, lokalkompakte, abelsche Gruppen gilt, d.h. auf jeder
derartigen Gruppe gibt es ein stetiges MaB p € M, (G) mit der Eigenschaft
i ¢ €;(X). Man verwendet zum Beweis den Darstellungssatz fiir lokalkom-
pakte, abelsche Gruppen.
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