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VERVOLLSTANDIGUNG STRENG
AUSGEGLICHENER LIMESVEKTORRAUME II

STEN BJON!

0. Einleitung.

Jede Vervollstindigung X im Sinne von E. E. Reed [10] eines Cauchy-
Raumes X hat -folgende Abbildungseigenschaft: Jede Cauchy-stetige
Abbildung f: X — Y in einen reguldren vollstindigen Cauchy-Raum hat eine
Cauchy-stetige Fortsetzung f: X — Y. Auf Grund dessen ist es natiirlich, dass
man, wenn man Vervollstindigungen von Limesvektorrdumen (abgekiirtzt
LVR) zu konstruiren versucht, sich auf die Kategorie der reguliren LVR
beschrankt. Andererseits haben wir in [4] gesehen, dass es auch ohne jede
Regularitdtsbedingung moglich ist, eine Vervollstindigungstheorie (im Sinne
von [4]) fiir LVR aufzubauen. Diese Theorie enthélt aber nicht die klassische
Vervollstindigungstheorie fiir topologische Vektorrdume. Die Vervoll-
stindigungstheorie fiir regulire LVR ist kiirzlich von B. Miiller in [9]
entwickelt worden. Sie enthilt die klassische Theorie. Zwei Schwierigkeiten
treten aber in dieser Theorie auf: (a) Nicht jeder reguldre LVR E kann in dem
Sinne vervollstindigt werden, dass die natiirliche Abbildung j: E — E den
Raum E in die (gb-vollstindige [4]) Vervollstindigung E einbettet (die
»Fortsetzungseigenschaft« fiir Abbildungen wird immer von der Vervoll-
stindigung verlangt); (b) Der Bildraum j(E) braucht nicht (adhérenz-) dicht in
E zu sein.

In dieser Arbeit betrachten wir eine abgeschwichte Regularitétseigenschaft
T;. In der Kategorie ¥"&T; der separierten, streng ausgeglichenen T3 -LVR
wird eine Vervollstindigung in demselben Sinne wie in [4] konstruiert. Die
Schwierigkeiten fa) und (b), die in der Vervollstindigungstheorie reguldrer
LVR auftreten, konnen in dieser Kategorie vermieden werden. Weiter enthilt
die Theorie die klassische Vervollstindigungstheorie fiir topologische
Vektorrdume. Die Vervollstindigung eines separierten Tj;-Marinescu-
Raumes ist ein Marinescu-Raum und die Vervollstindigung eines Raumes, der
in der Kategorie der separierten, ausgeglichenen, absolutkonvexen T3 -LVR
bornologisch ist, ist in derselben Kategorie wiederum bornologisch.

Eingegangen am 22. Dezember. 1976.
! Ein Teil dieser Arbeit ist wihrend meines Forschungsaufenthaltes in Mannheim als
Stipendiat der Alexander von Humboldt-Stiftung entstanden.
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Die Limitierung A in einem separierten streng ausgeglichenen LVR E ist ein
induktiver Limes spezieller Gruppentopologien t,, 1 € I, sogenannter Fast-
Vektorraumtopologien, auf E. Die topologischen Gruppen (E, 1)), € I, werden
klassisch vervollstindigt und der induktive Limes (E* A*) der Vervoll-
standigungen wird gebildet. E* ist dann ein VeRtorraum. Der Raum (E*, A%*)
ist eine kommutative Limesgruppe. Er ist separiert und vollstindig, falls E die
Regularititseigenschaft T; hat. Der Unterraum

E = {z e E*| Vz konvergiert gegen 0},

versehen mit der induzierten Limitierung, ist ein gb-vollstdndiger streng
ausgeglichener LVR. Er hat die FEigenschaft T; und ist die gesuchte
Vervollstindigung von E in der Kategorie ¥ &T; .

Ich bin Dr. B. Miiller an der Universitdt Mannheim Dank schuldig. Durch
seine Bemerkung wurde ein Fehler in der urspriinglichen Fassung der Arbeit
entdeckt.

Wir verwenden die Bezeichnungsweise von [2, 3, 4].

1. Vervollstindigung separierter, streng ausgeglichener T -Limesvektorriume.
Wir nennen eine Topologie t auf einem Vektorraum E iiber K eine Fast-

Vektorraumtopologie, falls der Umgebungsfilter %, von x € E gleich x +% ist,

wobei % den Nullumgebungsfilter bezeichnet und falls ausserdem gilt:

U+U = U,
M > U fiir jedes A e K ,
Vi =a.

(die Topologie 7 ist also eine Gruppentopologie). Der Raum (E, 1) heisse ein
fast-topologischer Vektorraum. Jeder fast-topologische Vektorraum (E, 1) ist
uniformisierbar und ist somit vollstindig reguldr. Die C-Filter beziiglich der
natiirlichen Uniformitit sind Filter &# auf E mit & — % >%; zwei C-Filter ¥
und ¢ in (E,7) sind genau dann beziiglich der Uniformitét dquivalent, wenn
F—G>U ist.

Es sei (E, ) ein beliebiger separierter, fast-topologischer Vektorraum. Genau
wie fiir topologische Vektorrdume werden Vektorraumoperationen auf der
Menge E der minimalen C-Filter in (E, 1) eingefiihrt. Durch x — x +% wird
eine injektive, lineare Abbildung j: E —» E erkldrt. Die abbildung o:
E — F(E), die jeden u e E den Filter u € F(E) zuordnet, definiert eine
Mengenabbildung k: 2(E) » 2(E), A+ k(A)={z € E | 4 € a(2)}, die end-
lich durchschnittstreu ist (vgl. [1]).
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LEMMA 1. Der Filter k(%)=[{k(V) | Ve %}], wobei U den Nullumgebungs-
filter in (E,t) bezeichnet, ist Nullumgebungsfilter einer vollstindigen Fast-
Vektorraumtopologie T auf E. Der Umgebungsfilter in (E,7) eines z € E ist der
Filter k(o(2))=[{k(S) I S € a(2)}], die Abbildung j: (E,7) — (E,7) ist eine
Einbettung und (E,?) ist die (klassische) Vervollstdndigung von (E, 7).

BewEs. Seien u,v € E und 4 € K beliebig gewihit. Die Filter o(u+v) und
6(u)+ 0 (v) bzw. o(4u) und Ao (u) sind dquivalente C-Filter. Beriicksichtigt man,
dass Multiplikation mit A+0 den Raum (E, 1) homdomorph auf sich abbildet
und dass fiir jeden C-Filter & der Filter % +% ein minimaler C-Filter ist, so
erhéilt man: o(u+v)=0(u)+0(v), 0(Au) = Ao (u). Aus diesen Gleichungen folgert
man leicht, dass k(A4)+ k(B)c k(A4 + B) und dass k(AA4)= Ak(A) fiir 4, B € #(E)
und A € K ist. Fiir die Filter %,=k(o(2)), z € E, gilt demnach:

(1) €A,+
) aa,

v = Uyy,, firuvekE,

vV =

U, fir leK.

Weil k(A) fiir kreisformiges 4 < E kreisformig ist, so ist nach (2) V&%, = 3170. Aus
6(z)—0(2)>% und >4, folgt mit Hilfe von (1): #,—z>U,—U,>%,.
Andererseits ist nach (1) %, <#,+%,<z+%,, d.h. es gilt: ¥, =z +%,. Jedes
4, ist Umgebungsfilter von z € E beziiglich einer translationsinvarianten
Topologie 7 auf E. Dass es sich tatsichlich um eine Topologie handelt, zeigt
man mit Hilfe der Gleichung %, + %, =%, die unmittelbar aus (1) folgt: Fiir
jedes V e %, gibt es ein W € %, mit W+ W< V. Fiir jedes z € W ist somit z+ W
c V. Vist also eine Umgebung von z fiir alle z € W.

Wir haben jetzt gezeigt, dass (E,7) ein fast-topologischer Vektorraum ist.
Wir brauchen nur noch zu zeigen, dass es die Vervollstandigung von (E, 1) ist.
Die Abbildung j ist eine Einbettung, denn fiir jede Teilmenge A c E ist k(A) N E
der Kern von A in dem Raum (E,t). Nach der Konstruktion ist j(E) dicht in
(E, 7). Weil fiir jeden C-Filter # in (E, 1) der Filter j(%#) in (E, %) konvergiert,
so ist (E,7) vollstindig [5, Ch. 11, § 3.4].

Wir betrachten jetzt einen separierten, streng ausgeglichenen Limes-
vektorraum (E, A). Aus der Definition eines solchen Raumes sieht man sofort,
dass A ein induktiver Limes und ein Infimum (in der Kategorie der
Limesrdume) einer durch > (r,>71, bezeichnet »t, ist feiner als 7,«)
gerichteten Menge 7 von Fast-Vektorraumtopologien auf E ist: A
=inf{t | 1€ 7 }. Die (klassische) Vervollstindigung von (E,1), 1€ Z, sei
(E,?). Fir jedes Paar (1,7) e  xJ mit t>7 sei h,,: (E,?) — (E,,7) die
stetige, lineare Fortsetzung der Identitit (E,7) — (E,7). Mit (E* A%)
bezeichnen wir den induktiven Limes der Limesrdume (E_, ), t € 7, beziiglich
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h.., T<7'. E¥ kann bekanntlich mit einer Vektorraumstruktur derart, dass die
kanonischen h,: E, - E* t € Z, linear sind, versehen werden. Unser Ziel in
diesem Abschnitt ist es zu zeigen, dass, falls (E, A) eine Regularitdtseigenschaft
T3 besitzt, ein gewisser Unterraum von (E*, A*) die Vervollstindigung von
(E,A) in der vollen Unterkategorie ¥'&T; von ¥°&, die aus allen
(E, A') € |¥"&| mit der Eigenschaft T3 besteht, ist.

Die erwidhnte Regularitétseigenschaft T; eines Limesvektorraumes (E, A)
definieren wir auf folgender Weise:

(T5) Fiir jedes F € A0, 4 € A0 ist ay(F) = [{og(F)| Fe F}1e A0.
Dabei ist fiir jedes ¥ € A0 der Adhédrenzoperator ay: 2(E) — 2(E) durch
3) xeag(A) SIX eAxmit Ac # und H#—H > &

erklirt. Fiir alle 4, # € A0 mit ¥ < und Ac B ist ag(A) Doy (A) und ag(A4)
cag(B). Offensichtlich ist auch ay(4)<= A4 fiir 4 € 40. Dabei bezeichnet 4 die
Adhirenz von A in (E, A). Es gilt also:

Satz 1. Jeder reguldre LVR geniigt T; .
Den folgenden Satz beweisen wir durch Lemma 2 bis 8.

Satz 2. Es gibt eine (bis auf Isomorphie eindeutige) Vervollstindigung in
¥ &T5 . Die Vervollstindigung eines topologischen Vektorraumes in ¥ ET3 ist
der klassischen Vervollstandigung isomorph.

Wir betrachten wieder den LVR (E, A) € |¥"&| und setzen voraus, dass er T;
geniigt. Fiir 1€ und ze E, sei 0,(z2) der minimale C-Filter in der
Aquivalenzklasse von z und sei k,: #(E) — 2(E,) die von o, definierte Abbil-
dung (vgl. Lemma 1).

LemMma 2. Fiir jedes te€ J ist der Unterraum N_=h'(0) von (E,%)
abgeschlossen.

BEWEIS. Sei (z,),¢; ein Netz in N,, das gegen z € E, konvergiert. Fiir jedes V
in dem Nullumgebungsfilter %, in (E, 7) gibt es ein 1 € I mit z—z, € k. (V) (vgl
Lemma 1). Es ist also V € o,(z) ~ 0.(z,). Fiir jedes S € 0.(z) und jedes S, € o.(z,)
gilt dann: S§,N (S—V)=*= . Da aus h(z,)=0 folgt o,(z,) € A0 und wegen der
Beziehung o.(z))—0.(z)=%, ist somit 0 € a (S—V) fiir jedes S € 6,(z) und
jedes Ve %.. Hierbei bezeichnet o, den Adhidrenzoperator, den man erhilt,
wenn man in (3) ¥=%, setzt. Weil ¢,(z)—%,=0.(2) ist, ist a,(c,(2)<0. Der
Filter «.(c,(2)) ist aber ein C-Filter in (E, A) auf Grund der Beziehung
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at(at(z))_at(at(z)) > a‘t(o-t(z)—o-t(z)) .

Hieraus folgt: h.(z)=0. N,=h'(0) ist somit abgeschlossen.

Jedes (E,1), T € 7, ist durch eine lineare Abbildung j, in (E,, %) eingebettet.
Fiir jedes Paar (7,7') ist h,oj =h,oj.. Wir setzen j=h,oj..

LemMA 3. Die stetige, lineare Abbildung j: (E, A) — (E*, A*) bettet (E, A) in
den separierten Limesraum (E*, A*) ein.

Beweis. Da N, nach Lemma 2 abgeschlossen und 7 eine Gruppen-topologie
ist, so ist die Quotiententopologie /N, auf E /N, separiert [11, Satz IL.6]. Der
Limesraum (E*, A*) ist der induktive Limes der Rdume (E /N, %/N ) beziiglich
der von den h,.,, 7' <7, definierten h...: E/N, - E,/N, (induktive Limiten und
Quotienten tragen ja Finalstrukturen). Da die kanonischen Abbildungen
h.: E/N, — E* injektiv sind, ist A* separiert.

Der Einfachheit halber identifizieren wir im folgenden gemiss i’ bzw. j den
Vektorraum E /N, bzw. E mit dem Unterraum h,(E,) bzw. j(E) von E*.

Eine hinreichende Bedingung dafiir, dass j eine Einbettung ist, ist
offensichtlich: Fiir jedes t € 4 gibt es ein 7' € J derart, dass die von 7/N, auf
E induzierte Topologie feiner als 7’ ist. Seien Ve %, und x € h (k. (V))NE. Es
gibt dann ein z € N,, so dass x+z € k,(V) d.h. so dass Ve 0.(x)+0.(z). Da
0.(x)+0.(z) € Ax ist, ist x € a, (V) (vgl. Beweis von Lemma 2). Wir haben
damit gezeigt, dass der Spurfilter von h,(k.(%,)) auf E feiner als o, (%) ist.
Wihlen wir nun 7' € J, so dass o (%,)=>%, ist, so ist die oben erwdhnte
hinreichende Bedingung erfiillt und j ist somit eine Einbettung.

Der Raum (E*, A*)ist i.a. kein LVR. Aus (1) und (2) folgt aber, dass A* eine
Gruppenlimitierung auf dem Vektorraum E* ist. Wir diirfen also von C-
Filtern in (E*, A*) sprechen.

LeMMA 4. Der Raum (E*, A¥) ist vollstdndig.

Bewess. Da (E*, A*) der induktive Limes der Rdume (h,(E,),/N,), 1 € 7, ist,
so brauchen wir nur zu beweisen, dass fiir jedes T €  und jeden C-Filter & in
(h.(E),%/N ) ein v’ € T existiert, so dass # von der Inklusion h(E)— h.(E,)
auf einem beziiglich 7/N. konvergierenden Filter abgebildet wird (wir
verwenden die Identifizierungen im Beweis von Lemma 3). Sei also (h,(z)),¢;
ein C-Netz (d.h. ein Netz das einen C-Filter erzeugt) in (h,(E,),%/N,) fiir
irgendein 1€ J. Fiir jedes Ve %, gibt es ein fel, so dass h,(z)
—h,(z,) € h,(k,(V)) fiir alle 1,x>p ist. Es gibt ein z e N, (das von 1 und x
abhingt) mit z, —z,+2z € k,(V), d.h. es ist
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Ve at(zl)_az(zx) + O't(Z) .
Fiir jedes S, € 0.(z), S, € 6,(z,), S € 0,(z) ist nun (V—S5,+5,) NS+ und weil
o.(z) € A0 ist, so gilt demnach 0 € o, (V—(S,-S,)). Da 6.(z)—0,(z,) ein C-
Filter in (E, 1) ist, konnen wir die Mengen S, und S,, so wihlen, dass S,—S, <
s,—s,+V fir 5,€8, s, €8, ist. Da ferner «, translationsinvariant ist, gilt

folglich: S,—S, < a(V—V).

Sei ' € I eine Topologie mit %, <o (%,). Fiir jedes We %, ist dann
at(V— V)+ We ar(zx - zx) +%t' = at’(ht’r(zt —Z”)) .

Es ist also h,.(z,—z,) € k..(o,(V—V)+ W) und demnach ist (h,.(z)),; ein C-
Netz in (E,, ) und somit konvergent. Weil h,. stetig ist, ist dann auch (h,(z,)),;
in (h,(E,),7/N,) konvergent. Der Raum (E*, A*) ist vollstindig.

Fiir jedes z € E* gibt es ein 7 € 7 und ein y € E, mit h,(y)=z. Der Filter
jlo.(0) = (h.2j)(0.(y)) konvergiert gegen z in (E*, A*). Folglich gilt:

LeMMA 5. Der Unterraum j(E) ist dicht in (E*, A*).
Die Vervollstandigung von (E, A4) soll ein T3 -Raum sein:

LEMMA 6. Fiir jedes t € I gibt es ein 1, € I mit
a: (ht(@r)) Z hn (azn) E)

wo a* den mit 9=h,(%,) durch (3) definierten Adhdrenzoperator in (E*, A*)
bezeichnet.

Bewels. Es sei Ve %, und # € A*z, z € E*, ein Filter mit # —# >h (4,
und h,(k,(V)) € #. Sei ferner (h,(z)),c; ein Netz in h,(k,(V)), das einen Filter
definiert, der feiner als 5 ist. Wie im Beweis von Lemma 4 zeigt man, dass
(eoe(z))ieq in (E,,, To) konvergiert, falls man t, € 7 so wihlt, dass %, <a,(%,)
ist. Seiz € E,o der Konvergenzpunkt von (h,,.(z,)),¢;. Fiir jedes V' € %, gibt es
dann ein B € I mit z—h,,(z5) € k,(V’). Es ist also

(4) Ve (S (Z) - ato(htot (zﬂ)) < ato (Z) —0, (zﬁ) .

Anderseits gibt es ein u € N, mit z;+u € k (V). Weil somit V€ o,(z4) + 0. (u) ist,
so gilt V—S§, € ,(zp) fiir jedes S, € o,(u). Hieraus und aus (11) folgt nun, dass
V'N(S,—V+S)+d und ferner, dass (V'—S,+V)N S, fir jedes
S, € 0.(u) und jedes S, € g,,(z) ist. Da o,(u) € A0 und 7, <7 ist, gilt fiir alle
V'eU,, S, € 6,(2) die Bezichung: Q € a, (V' -5+ V). Weil 6,,(z) ein C-Filter
in (E,1,) ist, konnen wir die Menge S, so wihlen, dass S, s+ V' fiir jedes
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s, € S, ist und da ferner a,, translationsinvariant ist, gilt: S, ca, (V' —V'+ V).
Es ist also o, (V' =V'+V) € a,,(2) fir jedes V' € %,,. Sei nun 1, € 7 eine
Topologie mit %, <a, (%,,). Fiir jedes We %, ist dann

Uy (V' =V +V)+We 0,2)+U, = 0,(h,,(2),
d.h.
he(2) € hy, (k. (0o (V' = V' + V) + W)))

fur alle V' € %,, und alle We %,,. Die Mengen o, , (V' =V'+V)+ W, V' € %,
Ve, We ., bilden aber eine Filterbasis des Filters %, und somit ist
o (h () 2 he, (X.,).

Der Raum (E*, A*) wére ein LVR auf Grund der speziellen Eigenschaften
der Raume (E,7), wenn fiir jedes z € E* gilte V-z € A*0. Wir betrachten
deswegen den Unterraum

E ={zeE*| Vze A*0}.

Sei A die von A* auf E induzierte Limitierung. Dann ist (E, A) ein LVR. Wenn
wir mit &, den durch (3) von der Spur des Filters h (%,) auf E definierten
Adhirenzoperator in (E, ) bezeichnen, so ist offensichtlich d,(A4)co*(4)NE
fiir jede Teilmenge A von E. Fiir jedes & e A*0 ist also & (%) >o*(F)z,
wobei # ¢ die Spur von & auf E bezeichnet. Nach Lemma 6 ist (E, A) ein T -
Raum. Der Raum (E, A) ist gqb-vollstindig: Fiir jeden quasibeschrinkten C-
Filter € in (E, A) sei z der Konvergenzpunkt des Filters j(%) in (E*, A*). Sei
F € A*0 ein Filter mit j(¥)>z+ %. Dann ist Z>j(4)+ % und somit ist

Vz > j(VE)+VF € A*0
d.h. z € E. Wir fassen zusammen:

LemMMA 7. Der Raum (E,A) ist ein qb-volistindiger LVR, der die
Regularitdtseigenschaft T; hat.

Der Raum (E, A) ist die Vervollstindigung von (E, A) in der Kategorie
¥'ET5, denn es gilt:

LemMA 8. Fiir jede stetige, lineare Abbildung f: (E,A) — (F, A’) in einen qb-
vollstindigen Raum (F,A’) e | &T5| gibt es ein stetiges, lineares f: (E, A)
— (F, A’) derart, dass das Diagramm

E—is E

N

F
kommutiert.
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Bewess. Sei A'=ind, .4 t', wobei J' eine durch > gerichtete Menge von
Fast-Vektorraumtopologien auf F ist und sei (F*, A'*) der induktive Limes der
Riume (F ~»T), T € I, beziiglich der stetigen Fortsetzungen der Identitdten
(F,7) — (F,1"), ©'>7". Dann ist (F*, A'*) vollstandig (Lemma 4). Fiir jedes
1€ J sei eine lineare Abbildung f,: E, » F* durch f.(y)=lim f(a.(y)
definiert. Fiir Ve %, und jedes z € k,(V) ist f(V) € f(0,(2)). Sei T € I eine
Topologie derart, dass f(a,(z)) ein C-Filter in (F, 7)) fiir jedes z € E, ist. Dann
ist

fi(2) = lim f(o,(2)) € a2 (f(V)),

dh. f,(k.(V))caX(f(V)). Weil demnach f,(%)>oX(f(%,) ist, so ist nach
Lemma 6 die Abbildung f, stetig. Sei f*: (E*, A*) — (F* A'*) die stetige,
lineare Abbildung fiir die f *oh,=f, fiir jedes T € J ist. Weil f,oj =f fiir jedes
1€ J ist, gilt: f*o j={ Sei schliessloch f die Restriktion von f* auf E. Dann ist
f(z) € F fiir z € E, denn wiire f (2) ¢ F, so gibe es nach Lemma 5 ein C-Filter ¢
in (F,A') und ein & € A'*0 mit j(€)>f(z2)+F. Aus

j(VE) = f(V2)+VF € A'*0

wiirde folgen V& € A'0, d.h. (F, A’) wire nicht qb-vollstdndig. Die Abbildung
7: (E,A) — (F,A’) ist also eine stetige, lineare Fortsetzung von f.

BEWwEIs VON SaTz 2. Fiir jedes (E,A)e|¥ &T;| sei jz: E— E die oben
konstruierte Einbettung. Aus Lemma 5, 7 und 8 folgt, dass der Funktor
C: ¥ &T; — ¥ ET; *, der durch C(E, A) = (E, A), C(f)= (jpof) fiir f: E— F
definiert ist, zusammen mit der natiirlichen Transformation j= (jg) eine
Vervollstindigung in ¥ &Tj ist. Aus der Konstruktion des Raumes (E, 1) folgt
sofort, dass die Vervollstindigung eines topologischen Vektorraumes gerade
die klassische Vervollstindigung ist.

Bekanntlich bilden in der Vervollstindigung (E,?) eines topologischen
Vektorraumes (E, 7) die Adhirenzen Vin (E, 7) der Nullumgebungen Vin (E, 1)
eine Basis des Nullumgebungsfilters in (E, 7). Allgemeiner gilt:

Satz 3. Sei (E,A) die Vervolistindigung in ¥ ET; des Raumes
(E,A) € |¥"&T3|. Dann konvergiert ein Filter # in (E,A) genau dann gegen
Null, wenn er feiner als ein Filter o;4)(j(F)) fiir geeignete € A0, 4 € AQ ist.

Bewess. Fiir jedes # € A0 und 4 € A0 ist a;4)(j(F)) € A0, weil (E, ) ein
T; -Raum ist. Wir zeigen, dass umgekehrt jedes # € AO feiner als ein Filter der
Form a(4)(j(#)) ist und verwenden dabei dieselben Bezeichnungen wie bei der
Konstruktion der Vervollstindigung. Es gibt ein t € 7, so dass J# feiner als
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die Spur h(%)r von h(%) auf E ist. Fir jedes Ve, und jedes
h.(z) € h (k. (V))NE gibt es ein u € N, mit z+u € k.(V), d.h. es ist

Veo (2)+o.(u).
Weil j(o,(2)+0,(w) € Ah,(2) ist, gilt: h (z) € a i) (J(V)). Es ist also

he(k. (V) < i (j(V))
fiir jedes Ve %,, d.h.

H = hr(o??r)ﬁ 2 aj(%,)(j(%t)) .

2. Vervollstindigung spezieller Objekte in ¥ &T;.

Aus der Konstruktion der Vervollstindigung in ¥"&T; folgt unmittelbar,
dass die Vervollstindigung eines induktiven Limes topologischer Vektorriume
beziiglich injektiver, stetiger, linearer Abbildungen wieder ein induktiver Limes
topologischer Vektorrdume beziiglich injektiver, stetiger, linearer Abbildungen
ist. Ein solcher induktiver Limes heisst eine pseudotopologische Vereinigung

[7, 8].:

Satz 4. Die Vervollstindigung einer pseudotopologischen Vereinigung in
¥ &8T5 ist eine pseudotopologische Vereinigung.

Sei A eine absolutkonvexe Teilmenge des LVR (E,A) € |[¥" &T;|. Dann
ist — mit den Bezeichnungen des vorigen Abschnitts — die Menge k,(A4) eine
absolutkonvexe Teilmenge von E.. Es gilt somit:

Satz 5. Die Vervolistindigung eines absolutkonvexen LVR aus ¥ &ET; in
¥ &T;5 ist ein absolutkonvexer LVR.

Wir wollen jetzt die Vervollstindigung eines absolutkonvexen LVR
(E, A) € | &T5 | durch Pseudonormen [2] darstellen. Zu diesem Zweck seien
der saturierte, definierende Filter (siche [2]) auf der Menge Q(E) der
Pseudonormen auf E und 4 eine Menge von Fast-Vektorraumtopologien auf
E mit A=ind {z ] 1t e J}. Fiir jedes 1€ J sei %, der Nullumgebungsfilter
beziiglich der Topologie t. Dann wird § von den Mengen

M, ={qeQE)| ¢ '[0,1] e %}

erzeugt. Seien weiter Q, fiir jedes t € J die Menge der quasi-beschridnkten C-
Filter in (E, A) mit #—4>%, und ¢,: Q, — E die Abbildung, die jedem C-
Filter seine Aquivalenzklasse zuordnet. Es gilt:

Math. Scand. 41 - 18
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SATZ 6. Der saturierte, definierende Filter { der absolutkonvexen Limitierung
A auf E ist der Filter
¥ =[{M| teT}],

M. = {peQE)| Ige M,mitp<qg},

G.(x) = inf limg(%), geM,.
eo. ' (x)

BeweEls. Man rechnet leicht nach, dass ¢, wohldefiniert und eine Pseudonorm
auf E ist. Seien 1€ J und q € M, beliebig. Aus §,(x)<3 folgt, dass es ein
% € ¢; '(x) und ein C € € mit q(C)<[0, 1] gibt. Mit den Bezeichnungen des
vorigen Paragraphen sei y € E, so gewihlt, dass h,(y)=x und der C-Filter
mit dem minimalen C-Filter o_(y) (gleich y) in (E, ) d4quivalent ist. Da lim ¢(%)
=lim q(0,(y)) ist, diirfen wir 0.B.d.A. ¥ =0,(y) setzen. Es gibt also ein C € a,(y)
mit Cc Uq=q‘1[0, 1], d.h. U, € o,(y). Folglich ist x € h,k,(Uq)ﬂE und wir
haben damit die erste Inklusion in

) 1U; < hk(U)NE = U,

bewiesen. Ist x € hk (U q)ﬂE, so gibt es ein y € k(U ) mit h,(y)=x. Es ist nun
U, € o.(y) und somit g (x)<limg(o.(y)<1, dh. xe q,'1[0,1]=Uq'. Satz 6
folgt unmittelbar aus (5).

Ein Marinescu-Raum [7] ist eine pseudotopologische Vereinigung
lokalkonvexer, topologischer Vektorrdume. Aus den Sdtzen 4 und 5 folgt:

Satz 7. Die Vervolistindigung eines separierten Ty -Marinescu-Raumes in
¥ &T5 ist ein Ty-Marinescu-Raum.

Eine Teilmenge B eines LVR (E, A) heisst beschriankt, wenn VB € A0 ist.

LEMMA 9. Es sei B eine Teilmenge eines Raumes (E, A) € |¥ T3 | und 4 € AOQ.
Es gilt:

(a) Ist B beschrdnkt, so ist es auch o4(B);

(b) Ist V€=% und 9+ % =19, so ist ay(B) mit B absolutkonvex.

BewEss. (a) Es geniigt ein kreisformiges B und ein 4 € A0 mit V¥ =9 zu
betrachten. Aus (3) folgert man leicht, dass o4 (4AB) > Aoy (B) fiir jedes 4 € K ist.
Es ist also

ag(B) = “s( U AB) > U Jag(B),
=1 A=t

‘d.h. ag(B) ist kreisformig. Fiir jeden Kreis K,={4 e K i |A|<e} is nun
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ag(K;B) = ag(eB) > ug(B) = K,o4(B)

und somit ist Vag(B)=ag(VB) € A0, d.h. agy(B) ist beschrinkt.

(b) Sei B absolutkonvex und X,y € ay(B). Es gibt zwei Filter % € Ax,
HeAdymit F—F2>4, #—-H#>% Be F und B e #. Fiir jedes 4, u € K
mit |4|+|u|=1 ist dann

B = AB+uB e AF +u# € A(Ax+puy)
und

AF +uH)—(AF +u#) 2 9

und somit Ax+puy € agy(B). Die Menge a4 (B) ist also absolutkonvex.

Es sei ¥ 6¢T; die Kategorie der separierten, ausgeglichenen absolutkon-
vexen T;-Limesvektorrdume. Der Begriff des ¥"6¥T; -bornologischen LVR
wurde in [4] eingefiihrt.

Satz 8. Ein Raum (E,A) € |¥" €715 | ist genau dann ¥ E€T; -bornologisch
wenn er ein induktiver Limes (in der Kategorie der LVR) normierter Riume ist
und T3 beniigt.

Beweis. Sei (E,A) e |7 8%T;| bornologisch und sei # die Bornologie
{B<E | VB e A0}. Dann ist die Limitierung A4 der Mackey-Konvergenz
feiner als A und nach Lemma 7 eine T; -Limitierung. Es ist folglich A= Ag4.
Die Limitierung Ag ist ein induktiver Limes normierter Raume [6, 4].

Ist umgekehrt ein T3 -LVR ein induktiver Limes normierter Raume, so ist er
¥ &€-bornologisch (siehe [4]) und damit auch ¥ 4T, -bornologisch.

Unmittelbar aus Satz 8 und aus der Konstruktion der Vervollstindigung
folgt nun:

SATz 9. Die Vervollstindigung E eines ¥"8%Tj3 -bornologischen LVR E in
V' ET5 ist ein ¥ E€T; -bornologischer LVR.

Ist E=ind,.; E, eine Darstellung von E als ein induktiver Limes normierter
Réume E, beziiglich injektiver, stetiger, linearer Abbildungen h,,: E, — E,, so
ist E der induktive Limes der Banachriume E, nach den stetigen linearen
Fortsetzungen der Abbildungen h,, (1<%x). Ist also (E,%) ein konvexer
bornologischer Vektorraum [6], fiir den die Limitierung A4 T; geniigt, so ist
der bornologische Vektorraum (E, %) mit

# = {B<E| VB e 440}
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gerade die Vervollstindigung (»complété« in [6]) von (E,%). Die
Vervollstindigung in [4] liefert dagegen die Mackey-Vervollstindigung
(»Mackey-complété« in [6]) eines konvexen, bornologischen Vektorraumes.
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