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VERVOLLSTANDIGUNG STRENG
AUSGEGLICHENER LIMESVEKTORRAUME I

STEN BJON!

0. Einleitung.

Es werden in dieser Arbeit Vervollstindigungen separierter, streng
ausgeglichener Limesvektorrdume? [4] im folgenden Sinne konstruiert: a) Der
betrachtete Limesvektorraum E ist in der Vervollstindigung E als dichter
limitierter Untervektorraum enthalten; b) E ist ein separierter, streng
ausgeglichener Limesvektorraum; c¢) E braucht nur in dem Sinne »vollstindig«
zu sein, dass jeder quasi-beschrinkte (vgl. [6]) Cauchy-Filter konvergiert (wir
nennen einen solchen Raum qb-vollstindig); d) fiir jede stetige, lineare
Abbildung f: E — F in einen separierten, streng ausgeglichenén, gb-
vollstindigen Raum F gibt es eine stetige, lineare Abbildung f derart, dass das
Diagramm

(A) E —L—+F

%

kommutiert. Fordert man von E Vollstindigkeit, so kann die Bedingung a) i.a.
nicht erfiillt werden. Es gibt aber in diesem Fall eine stetige, lineare Abbildung
E — E, die die Rolle der Einbettung in (A) spielt. Echt vollstindige
Vervollstindigung sind kiirzlich in [7] von S. Gihler, W. Géhler und G. Kneis
konstruiert worden.

Fiir topologische Vektorrdume und eine weite Klasse von
Limesvektorraumen, u.a. die Klasse aller projektiven Limiten von Marinescu-
Riumen [10], sind die Begriffe Vollstindigkeit und gb-Vollstindigkeit
dquivalent. Die Vervollstindigung eines topologischen Vektorraumes ist aber
gleich der klassischen Vervollstindigung nur in dem Fall, dass E/E
endlichdimensional ist. Es sei hier erwidhnt, dass in einer Arbeit, die in

Eingegangen am 27. Oktober, 1976.

! Diese Arbeit ist wihrend meines Forschungsaufenthaltes in Mannheim als Stipendiat der
Alexander von Humboldt-Stiftung entstanden.

2 In [4] stark ausgeglichene Limesvektorrdume genannt.
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Vorbereitung ist, Vervollstindigungen in einer kleineren Kategorie von
Limesvektorrdumen behandlet werden und dass jene Theorie eine echte
Erweiterung der klassischen Theorie ist.

Wie in der Theorie der lokalkonvexen, topologischen Vektorrdume gilt fiir
separierte, ausgeglichene, absolutkonvexe E und F, die einer Abzihlbarkeits-
bedingung geniigen: Jedes Element u in der Vervollstindigung EQF des
projektiven absolutkonvexen Tensorprodukts (siche [3]) kann als absolut-
summierbare Summe

=3 AX,®y,
neN
dargestellt werden, wobei Y|4,/ < oo und die Folgen (x,) und (y,) in E bzw. F
gegen Null konvergieren.

Die Bezeichnungsweise in dieser Arbeit ist gleich derjenigen in den Arbeiten
[2, 3, 4].

An dieser Stelle mdchte ich den Herren Prof. Dr. E. Binz und Dr. B. Miiller
an der Universitdt Mannheim fiir zahlreiche wertvolle Diskussionen iiber das
Thema der Arbeit herzlich danken.

1. Vervollstindigung separierter, streng ausgeglichener Limesvektorriume.

Es sei v'.¢ die Kategorie der separierten Limesvektorrdume (abgekiirz
LVR) iiber dem Korper K der reellen oder komplexen Zahlen und ¥'& die
volle Unterkategorie der streng ausgeglichenen LVR. Morphismen in "% und
¥ & seien die stetigen linearen Abbildungen. Eine Cauchy-Filter (abgekiirzt C-
Filter) in einem Raum (E, A) in der Objektklasse |¥".#| is bekanntlich ein
Filter € mit ¥ —% € A0 (siehe [5]). Ein C-Filter ¥ in (E, A) heisst nach [6]
quasi-beschrdnkt, falls V-€ € A0 ist, wobei V den Nullumgebungsfilter im
Skalarkorper K bezeichnet. Es gilt (vgl: [4, Satz 12]):

SATZ 1. Es sei € ein C-Filter in (E, A) € | &)|. Es gibt dann und nur dann eine
Einbettung j: E — F von (E, A) in einen Raum (F, A’) so dass der Bildfilter j(%)
in (F, A") konvergiert, wenn € quasi-beschrdnkt ist.

Beweis. Wenn eine Einbettung existiert, ist j(V€)=Vj(%¥) € A0 und somit
V& € A0, d.h. € ist quasi-beschrinkt. Ist umgekehrt ¥ quasi-beschrinkt,
so gibt es nach Satz 2 (dessen Beweis sich nicht aus Satz 1 stiitzt) eine
Einbettung j: E — E in einen Raum E, in dem jeder quasi-beschrinkte C-
Filter konvergiert.

Wir wiinschen, dass die Vervollstindigung eines Raumes E den Raum E als
Unterraum enthilt. Auf Grund von Satz 1 fiihren wir folgenden Definitionen
ein:
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DEeFINITION. Ein Raum (E, A) € |7 %] heisse gb-volistdndig, wenn alle quasi-
beschrinkte C-Filter in (E, A) konvergieren.

Es seien % eine Kategorie von separierten LVR, J'* die volle
Unterkategorie der gb-vollstindigen Objekte in X", Iny: X™* - X die
Inklusion und 1, der identische Funktor auf .

DerFiniTiON. Eine Vervollstandigung in ¢ ist ein Funktor C: X — X'*
zusammen mit einer natiirlichen Transformation j= (jp)ge|x: 1y — IngoC
derart, dass fiir jedes E € ||, jg: E — C(E) eine Einbettung ist und jg(E) dicht
in C(E) liegt. Der Raum C(E) wird die Vervollstindigung von E genannt.

Im folgenden verwenden wir statt C(E) auch die Bezeichnung E fiir die
Vervollstindigung von E.

Wir konstruieren jetzt ein Beispiel eines absolutkonvexen, ausgeglichenen,
reguliren LVR (E,A), in dem nicht alle C-Filter quasi-beschrinkt sind.
Absolutkonvex [2] heisst dabei, dass jeder Filter in A0 Oberfilter eines Filters
in 40 mit einer Filterbasis aus absolutkonvexen Mengen ist; ausgeglichen [6,
2] heisst, dass jeder Filter in A0 Oberfilter eines Filters # € AOmit V- F =%
ist; reguldr [S] heisst schliesslich, dass mit einem Filter # auch der von den
Adhidrenzen F der Mengen F € # erzeugte Filter # in A0 liegt.

BEIsPIEL. Wir betrachten einen Hilbertraum H mit einer abzdhlbaren
Hilbertbasis {e, | n € N}. Es seien N, die Menge der endlichen Teilmengen der
Menge N={0,1,...} und

B, ={xeH| |x|=(x|x)<¢}.

Fiir jedes J € N, sei H;<H der von {e, | n € N\J} erzeugte, abgeschlossene,
lineare Unterraum. Wir definieren durch

#, = [{B,NH;NE| ¢>0, JeN, und INJ=g}],
A0 = [{#;| TeNJ],
Ax = x+A40, xeE,

eine Vektorraumlimitierung A auf der linearen Hiille E der Hilbertbasis. Sie ist
absolutkonvex und ausgeglichen. Die Mengen der Form B,NH; sind
abgeschlossen in der Hilbert-Topologie und folglich sind die Mengen
B,N H; N E abgeschlossen in (E, A), weil A nach der Konstruktion feiner als die
von der Hilbert-Topologie auf E induzierte Topologie ist. Der LVR (E, 4) ist
also reguldr. Wir betrachten die Folge (x,)n> 1,
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n
_ -1
X, = ) vile,
v=1

in (E, A). Es sei x der Limes der Folge in der Hilbert-Topologie und r,=x — x,,
Fiir festes I € N, und jedes ¢>0 und jedes J € N, mit INJ=J kann ein
ne € N so gewihlt werden, dass J <[0,n,] und x,,—x, € B, fiir jedes m,n=n,.
Dann ist x,,— x,=r,—r,, € H; N B, fiir alle m, n = n,, d.h. fiir den von der Folge
(x,) definierten Elementarfilter & gilt: & —& > %,. Er ist somit ein C-Filter in
(E, A).

Wire der Filter & quasi-beschrinkt, so gibe es ein 1 e N, mit V- >%.
Fiir jedes J € N mit J NI = gibe es also ein ny, so dass x, € H; N E fiir alle
n=n, wire. Da jedes H; abgeschlossen ist, gilte nun

x=Y vie =limx,e N {H;NE| JeN, und JNI=g},
v=1

d.h. x wire in der linearen Hiille der Menge {e, ] v € I}, was offenbar nicht
wahr ist. Der C-Filter & ist demnach nicht quasi-beschriankt in (E, A).

Es sei (E,A) € |¥"&| und Q die Menge der quasi-beschrinkten C-Filter in
(E,A). Zwei C-Filter € und 2 in Q heissen 4quivalent (¥~%2), wenn
€ —9 e A0 ist. Da die Relation ~ eine Aquivalenzrelation ist (vgl. [5]),
konnen wir die Quotientenmenge E=Q/~ bilden. In dieser kénnen wir auch
lineare Operationen einfithren: Sind ¢ and d die Aquivalenzklassen des C-
Filters € bzw. 2 in Q, wird ihre Summe c+d als die Aquivalenzklasse von
%+ 2 und fiir beliebiges 4 € K das Produkt Ac als die Aquivalenzklasse von
A% definiert. Man verifiziert leicht, dass die hierdurch erkldarten Operatio-
nen wohldefiniert sind und dass E, versehen mit diesen Operationen, ein
Vektorraum iiber K ist.

Fiir jedes x € E sei j(x) die Aquivalenzklasse des C-Filters x=[{{x}}]. Die
hierdurch definierte Abbildung j: E — E ist offensichtlich linear und — weil
(E, A) separiert ist — auch injektiv.

Es seien jetzt L ein Komplementirraum von j(E) in E und B eine
Vektorraumbasis von L. Fiir jedes A in der Menge B, der endlichen
Teilmengen von B sei E, der von j(E)U A4 erzeugte lineare Unterraum von E.
Weiter werde fiir jedes 4 € B, eine Abbildung 7,: E — F(E) durch

T4(2) = %+ Y, A, falls z = j(x)+ ), Aa€Ey ist,
acA acA
74(2) = [{E}], falls z € E\E, ist,
definiert. Dabei ist (5#,),.p eine beliebig gewihlte, aber feste Familie von C-

Filtern mit 5, € a fiir jedes a € B. Jede Abbildung j,: E — F(E) definiert
durch (vgl. [1])
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ka(X) = {zeE| Xeju2)}, Xe2E),

eine Abbildung k,: #(E) > 2(E) zwischen den Potenzmengen 2(E) und
#(E). Fiir beliebige X und Y in 2(E) gilt: k(X NY)=k,(X)Nk,(Y).
Ausserdem gilt: Sind P und R in B, und ist P< R, dann ist kp(X) < kg(X) fiir
X € 2(E), weil jp(z) <jg(2) fiir jedes z € E ist. Durch (vgl. [14, S. 86])

Az = z+ 40, zeE,

~

A0 = {F eFE)| 3% A0 und 34 € B, mit F > [k (9]}

wird eine Limitierung A: E — 2(F(E)) auf E definiert. A ist tatsdchlich eine
Limitierung. Fiir jedes P und R in B, und beliebige Filter # und % in A0 ist
ndmlich

[kp(#)] N [kr(9)] = [kpyr(F N D] .

Der Durchschnitt zweier Filter in Az, z € E, ist also in Az. Die iibrigen
Axiomen einer Limitierung sind ebenfalls erfiillt: Jeder Oberfilter eines Filters
in Az ist in Az und der triviale Ultrafilter Z ist in Az.

Der Limesraum (E, A) ist, was ja aus der Konstruktion folgt, induktiver
Limes in der Kategorie der Limesrdume [10] der Unterrdume (E4, 4,):

(1) (E,A) = ind (E,Ay).
A€eB,

Fiir jedes 4 € B, ist
A0 = {F eF(Ey| 39 € A0 mit F>[k,(9)]},

wo ky: P(E) > P(E,) die von der Restriktion y, von j, auf E, definierte
Abbildung ist. Fiir jedes X € 2#(E) ist also k (X)={z€ E, | X € y4(2)}. Die
Abbildung y, (4 € B,) hat die Eigenschaften:

) Pa(X)+74(0) < valx+y), xeEy yekEy,

) y4Ax) = Ay, (x), x€ E;, AeK.

Aus (2) und (3) folgt:

@) ky(X)+ky(Y) € ky(X+Y), X eP(E), YePE),
%) k AX) = Aky(X), X eP(E), AeK.

Wir beweisen z.B. (4). Der Beweis von (5) erfolgt mit Hilfe von (3) auf dhnlicher
Weise. Ist z=x+y € ks(X)+k4(Y) mit x € ky(X) und y € ky(Y), dann ist
X+ Yey, (x+y)=7,4(z) nach (2) und folglich z € k(X +Y).

Das Ziel unserer Bestrebungen ist der
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Satz 2. Es gibt eine (bis auf Isomorphie eindeutige) Vervollstandigung in der
Kategorie V8.

Wir beweisen den Satz schrittweise durch Lemma 1 bis 3 um den Vorgang
iibersichtlicher zu machen.

LemMa 1. Der Raum (E, A) in (1) ist ein separierter streng ausgeglichener LVR
und die lineare Abbildung j: (E,A) — (E, A) ist eine Einbettung. j(E) ist ein
dichter Unterraum von (E, A).

Im folgenden schreiben wir statt [k,(F)] kurz k (&%)

BewEis. Der Raum (E, A) ist ein LVR, falls jedes (E4, A,), 4 € B,,ein LVR
ist. Es sei A € B, beliebig. Fiir jedes # und ¥ in A0 ist nach (4)

ko(F)+ka(9) = ky(F+9).

Die Summe zweier Filter in 440 ist demnach auch in 4,0. Ist # + % =% und
F <0, so gilt speziell: k,(F)+k,(F)=k,4(F). Nach (5) ist Ak, (F)=k,(AF)
fiir jedes A € K und & € A0, d.h. mit einem Filter & ist auch A# in 4,0 fiir
jedes A € K. Es sei fiir ¢>0 K, der Kreis {1 € K |[1|<¢} und Fe F € 40
kreisformig. Dann ist nach (5)

Kiky(F) = U Ak (F) = U k4(AF) = ky(F).
jal=1 jal=1

Die Menge k,(F) ist also kreisformig und fiir jedes £>0 ist folglich K,k ,(F)
=ky(K F). Hat & eine Basis aus kreisformigen Mengen, so ist Vk (%)
=k (F).

Es sei z € E4. Fiir jedes G € y4(2) ist z € k4(G), d.h. es gilt 2>k 4(y4(2)). Da
y4(2) ein C-Filter ist, gibt es ein # € A0 mit y,(z)—y,(z) = %. Nach (4) und (5)
ist nun

ka(a(@)—2 2 kq(4(2) —ky(v4(2) = ko(F).
Weil k(X)Nj(E)=j(X) fir jede Teilmenge X —E ist, so gilt:
(6) J(ra(@) = i+k4(F) .

Man erhilt auch die Relation z>k,(#)—j(y4(2)) und daraus Vz>k,(VF)
—j(Vy4(2))- Da k(X)Nj(E)=j(X) fir X < E ist, so sind die Filter in 40 genau
die inversen Bilder unter j von den Filtern k (%), # € A0, in A4,0. Die
Abbildung j: (E,A) — (E4, A,) ist also eine Einbettung. Da y,(z) quasi-
beschrinkt ist, so ist folglich ¥z € 4,0. Die Limitierung A, hat somit alle
Eigenschaften einer streng ausgeglichenen Vektorraumlimitierung. Sie ist auch
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separiert. Nach [15, Satz I1.1] ist A, separiert, falls aus z € 4,40 folgt z=0: Ist
2>k (F), z€e E4, F € AQ, so ist F <y,(z), und da (E, A) separiert ist und
y4(2) fiir z ¢ j(E) nicht konvergiert, muss z=0 sein. Da jedes (E 4, 4,) separiert
ist, so ist der induktive Limes (E, A) separlert Weil jedes (E4, 4,), A € B,,
Unterraum von (E, A) ist, so ist j: (E, A) — (E, ) eine Einbettung. Nach (6) ist
der Bildraum j(E) dicht in jedem (E,, A4,), A € B,. Er ist folglich auch dicht
n (E, A).

LeMMA 2. Der LVR (E, A) ist gqb-volistindig.

Bewess. Es sei € ein C-Filter in (E, /). Dann gibt es ein 4 € B, und ein
F € A0, so dass fiir F € & ein C € € mit C — C <k, (F) existiert. Fiir ein festes
ce C sei P e B, so gewihlt, dass c € Ep und P> A4 ist. Man erhilt:

C c c+ky(F) < Ep.

Der Filter % hat also eine Spur 9 auf Ep. Nach dieser Uberlegung geniigt es,
um die gb-Vollstiandigkeit von (E, A) festzustellen, zu zeigen, dass jeder quasi-
beschrinkte C-Filter 2 in einem (beliebigen) Raum (E4, A4,), A € B,, dem
Bildfilter j(&) eines quasi-beschrinkten C-Filters & in (E, A) dquivalent ist.
Weil j(€) nach (6) in einem Raum (Eg, Ag), R > A, konvergiert, so ist nach [6,
S. 295] der von 2 in (Eg, Ag) erzeugte C-Filter konvergent und € in (E, A)
konvergent.

Es sei jetzt 2 ein quasi-beschridnkter C-Filter in (E 4, A4). Es gibt ein & € A0
mit F +F =F, so dass #,— H# ,> F fiir jedes a € A ist. Fiir jedes z € E 4 ist
nun y,(z) —y4(z) = Z. Weil damit die Beziehung (6) fiir jedes z € E, gilt, so ist

(z+kq(F) NJ(E) + &  fiir jedes z € E4 und jedes F e & .

Der Filter 2 + k(%) hat somit eine Spur auf j(E). Das inverse Bild & unter j
von 2 +k, (%) ist dann ein quasi-beschriankter C-Filter in (E, A) und j(€) und
2 sind iquivalente C-Filter in (E,, 44). Lemma 2 ist damit bewiesen.

Lemma 3. Fiir jede stetige, lineare Abbildung f: (E,A) — (F, A’) in einen qb-

vollstindigen Raum (F,A’) e |V &| gibt es eine stetige, lineare Abbildung
f: (E,A) - (F, A"), so dass das Diagramm

N

N —tm

kommutiert.
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Bewess. Da (E, A) der induktive Limes der Unterrdume (E4, A,4) ist, so
geniigt es zu zeigen, dass es fiir jedes 4 € B, eine stetige, lineare Abbildung
fa: (E4, Ay ) — (F, A) gibt, so dass f=f,ojund fyoiy =f, fiir jedes 4,4' € B,
mit AcA’ ist. Fiir jedes 4 € B, sei f4(z), z€ E4, als Limes des quasi-
beschrinkten C-Filters f(y4(z)) definiert. Man erkennt sofort, dass f, ausser
der Stetigkeit alle die oben genannten Eigenschaften hat. Die Stetigkeit fordert
eine Begriindung. Wir wollen beweisen, dass fiir # € A0 der Filter f(k,(%)) in
A'0 ist. Zu diesem Zweck sei ein Filter 4 € A'O mit ¥+ 9=% und V¥ =9 so
gewdhlt, dass f(H#,)—f4(@)=9 fiir jedes ae A4 ist. Aus z € ky(F) folgt:

S(F) € f(y4(2). Weil f(y4(2))=f4(2)+ ¥ fiir jedes z € E 4 ist, gilt:

f4(2) e f(F)—G fiiralle Ge & .
Es ist somit f,(k,(F)) = f(F)—G fiir jedes F € % und jedes G € %, d.h. es ist
fakq(F)) = f(F)—% € A0.
Die Abbildung f, ist demnach stetig.

Die Abbildung 7ist die einzige stetige lineare Abbildung mit der Eigenschaft
in Lemma 3, weil j den Raum (E, A) dicht in (E, /) einbettet.

BEwEIs VON Satz 2. Fiir jedes E € |¥ &) sei jg: E — E die injektive, stetige,
lineare Abbildung, die wir oben betrachtet haben. Ein Funktor C: ¥'&
— ¥ &* wird folgendermassen definiert: Fiir jedes (E, A) € |¥°&)| sei C(E, A)
= (E, /1), und fiir jede stetige lineare Abbildung f: (E, A) — (F, A’) zwischen
Objekten in ¥'& sei C(f)= (jrof). Das Diagramm

E —I=—C(E)
f JC(f)
F —IE—C(F)
ist fiir alle E, F € |¥°&| und jedes stetige lineare f: E — F kommutativ, d.h.

j=(): 148 — InygoC ist eine natiirliche Transformation. Der Funktor
zusammen mit j ist somit eine Vervollstindigung in ¥°¢.

2. Die Vervollstindigung spezieller Objekte in 7°&.

Der Begriff des absolutkonvexen LVR sowie der Begriff des ausgeglichenen
LVR wurden im vorigen Abschnitt erkldrt. Es sei (E, A) ein ausgeglichener,
absolutkonvexer LVR. Ist 4 € A0 ein Filter mit V% =¥, so gilt V# =% und
F € A0 fiir den von den absolutkonvexen Mengen in ¥ erzeugten Filter .
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Weil F+ F=2F fiir jede absolutkonvexe Menge FcE ist, so ist F +F =Z.
Jeder ausgeglichene, absolutkonvexe LVR ist somit streng ausgeglichen.

Satz 3. Die Vervollstindigung (E, A) in ¥ eines separierten, ausgeglichenen,
absolutkonvexen LVR (E, A) ist ausgeglichen und absolutkonvex.

Bewels. Wir verwenden die Bezeichnungen des vorigen Abschnitts. Es
geniigt zu zeigen, dass jeder Raum (E,4 A4,), A € B,, ausgeglichen und
absolutkonvex ist, wenn dies fiir den Raum (E, A) gilt. Es sei DcE eine
absolutkonvexe Menge. Fiir alle 1,,4, € K mit |A,|+]4,|=1 ist dann nach (4)
und (5)

k4(D) = kq(4,D+4,D) > Ajk4(D)+4,k4(D),

d.h. k4(D) ist absolutkonvex. Der Filter k(%) hat also eine Basis aus
absolutkonvexen Mengen, wenn & € F(E) eine solche Basis hat. In dem Beweis
von Lemma 1 wurde gezeigt, dass Vk,(F)=k, (VF) ist, falls # € F(E) eine
Basis aus kreisformigen Mengen besitzt. Die Vervollstindigung (E, A) ist

folglich ausgeglichen und absolutkonvex.

Eine pseudotopologische Vereinigung [10, 13] ist ein induktiver Limes (in der
Kategorie ¥".#) von topologischen Vektorrdumen. Es ist klar, dass jede
pseudotopologische Vereinigung streng ausgeglichén ist. Nach [12, S. 114] gilt
sogar: Ein LVR (E, A) ist genau dann eine pseudotopologische Vereinigung,
wenn jeder Filter in A0 Oberfilter eines Filters &% € A0 mit ¥ +% =%,
VF =% und
W) N KFe#F

Fe#
ist.

SaTz 4. Die Vervollstindigung in ¥'& einer separierten pseudotopologischen
Vereinigung ist eine pseudotopologische Vereinigung.

Bewess. Es seinen (E,A) eine pseudotopologische Vereinigung, 4 € B,
beliebig, # e A0, # <0, ein Filter, fiir den y4(z) —y4(z) = Z fiir jedes z € E ist
und fiir den die Relationen & + F =%, V# =% und (7) gelten. Wie aus dem
Beweis von Lemma 1 hervorgeht, ist

k(F)+ky(F) = ko (F)  und  Vig(F) = ky(F).

Fiir jedes kreisformige F € & ist k4(KF)<Kk4(F). Ist ndmlich z € k,(KF), so
gibt es ein W e y,(z) mit W< KF und W— WcF. Fiir beliebiges w=4Ax € W,
x € F is dann F € y,4(z— Ax), d.h. es ist

Math. Scand. 41 - 17
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z € Ax+ky(F) = Kky(F) .

Der Durchschnitt der Mengen K-k, (F), F € &, enthilt die Menge k,(F,),
wobei F, den Durchschnitt in (7) bezeichnet, und ist somit eine Menge in

k,(#). Die Vervollstindigung ist eine pseudotopologische Vereinigung nach
[12, S. 114].

Ein Marinescu-Raum [10] ist eine pseudotopologische Vereinigung
lokalkonvexer, topologischer Vektorrdume.

KoroLLAR 4.1. Die Vervolistandigung in ¥ & eines separierten Marinescu-
Raumes ist ein Marinescu-Raum.

Jede Vektorraumlimitierung A auf einem Vektorraum E iiber K definiert
eine Vektorraumbornologie auf E [8], ndmlich die Bornologie

By = {X<E| VX e A0}
der beschrinkten Mengen in (E, A) (siche [9]).

DerFiniTION. Ein LVR (E, A) in einer Kategorie # von LVR heisse -
bornologisch  (bornologisch in A), falls A die feinste unter allen
Vektorraumlimitierungen A’ ist, fiir die (E, A’) € |47 ist und alle X € 4, in
(E, A’) beschréankt sind.

Jede Vektorraumbornologie # auf einem Vektorraum E definiert eine
Vektorraumlimitierung A, auf E. Das Ideal 440 ist dabei als die Menge
{F € F(E) | IX e mit F>VX} derjeniger Filter auf E definiert, die
beziiglich # gegen Null Mackey-konvergieren [8, 9]. Diese Limitierung ist
offensichtlich die feinste Vektorraumlimitierung auf E, fiir die alle X € #
beschriankt sind.

Es sei jetzt der Raum (E,A) bornologisch in der Kategorie der
absolutkonvexen LVR. Weiter seien y eine Basis der Bornologie 4 ,, die nur
absolutkonvexe Mengen enthédlt und EycE fiir jedes X € y der linearen
Unterraum KX. Dann ist VX Nullumgebungsfilter in bezug auf eine
seminormierte Vektorraumtopologie ty auf Ey. Der induktive Limes (in der
Kategorie der LVR der Rdume (Ey,tx) nach den Inklusionen Ey — Ey,
X Y, ist absolutkonvex (und ausgeglichen) und somit gleich (E, A).

SATz 5. Die Vervollstindigung in ¥'& eines separierten Raumes (E, A), der
bornologisch in der Kategorie der absolutkonvexen LVR ist, ist bornologisch in
derselben Kategorie.
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Beweis. Das Ideal A0 besteht genau aus den Oberfiltern von Filtern VX,
wobei X die Menge y der absolutkonvexen beschriankten Teilmengen von E
durchlduft. Mit den Bezeichnungen des vorigen Abschnitts ist fiir beliebiges
A€ B,, ky(VX)=Vk,(X). Die Limitierung A, auf E, wird also von der
Bornologiebasis {k4(X) | X €y} definiert. Der induktive Limes der Rdume

(E4, A4) — d.h. die Vervollstandigung — ist folglich gleich (E, Ag4), wo # die
Bornologie

{Z<E| 3X ey 34 € B, mit Zok,(X)}

bezeichnet. Im Beweis von Satz 3 wurde gezeigt, dass k4(X), X €y,
absolutkonvex ist.

Die Vervollstindigung in Satz 4, Korollar 4.1 und Satz 5 sind nach Satz 6 (a)
nicht nur gb-vollstindig sondern vollstindig.

Satz 6. (a) Es sei (E,A) der induktive Limes eines induktiven Spektrums
((E,, A),1,.)1e1 in der Kategorie der LVR. Falls die Abbildungen i,, injektiv sind,
so ist jeder C-Filter in (E, A) quasi-beschrinkt, wenn dies in jedem (E,, A), 1 € I,
gilt.

(b) Es sei (E,A) der projektive Limes eines projektiven Spektrums
((E,, A),Pix)ier in der Kategorie der LVR. Jeder C-Filter in (E,A) ist quasi-
beschrdnkt, wenn dies in jedem (E, A,), 1 € 1 gilt.

Beweis. (a) Es sei fiir jedes 1 € I, i,: E, — E die kanonische Abbildung und ¢
ein C-Filter in (E, A). Es gibt dannein: € I und ein & € A0 mit € — € >i,(F).
Fiir beliebiges F € & gibt es ein C € 6, so dass fiir beliebiges ¢ € C, C =c +i,(F)
ist. Wahlen wir nun x € I, »>1, so dass c¢ € i,(E,) ist, so gilt: Cci,(E,). Der
Filter i, !(%) ist ein C-Filter in (E,, A,), weil i, injektiv ist. Dieser Filter ist
quasi-beschriankt, und da

% > i (i; (4)+% firein e A0

ist, so ist auch ¥ quasi-beschrénkt.

(b) Es sei p,: E — E,, die kanonische Abbildung und & ein C-Filter in
(E, A). Dann ist fiir jedes 1 € I, p,(¥) ein C-Filter in (E,, A,) und somit p(V%)
=Vp,(€) € A0. Es ist also V€ € A0, d.h. ¥ ist quasi-beschréinkt.

Die Vervollstindigung in ¥°& eines topologischen Vektorraumes ist i.a.
nicht gleich der klassischen Vervollstindigung.

SAtz 7. Die Vervollstindigung in ¥"& eines topologischen Vektorraumes (E, 1)

ist genau dann ein topologischer Vektorraum, wenn E/j(E) endlich-dimensional
ist.
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Bewers. Ist E/j(E) endlichdimensional, so ist B € B, und kg(%) (% ist der
Nullumgebungsfilter in (E,t)) ist dann der grobste Filter, der in der
Vervollstindigung gegen Null konvergiert. Die Vervollstindigung trédgt eine
Hauptideallimitierung [5] und ist damit nach [6] topologisch. Ist andererseits
E/j(E) unendlichdimensional, so ist der Vervollstindigung nach (1) induktiver
Limes echter Unterrdume und ist somit nicht topologisch.

Es sei (E, A) ein ausgeglichener, absolutkonvexer LVR. In [2] wurde gezeigt,
dass die Limitierung A durch einen Filter  (definierender Filter) auf der
Menge Q(E) der Pseudonormen gq: E — R, (=Menge der nicht-negativen
reellen Zahlen und +o00) definiert werden kann. Hier in dieser Arbeit
bezeichnet »definierender Filter« immer den Filter ¢ der Mengen M < Q(E), fiir
die

Fy=[{U,| geM}]e A0,
wobei U,=¢~'[0,1] ist.

LeMMA 4. Es sei (E, A) ein ausgeglichener, absolutkonvexer LVR mit dem
definierenden Filter V. Fiir jedes A € B, sei MW e y eine Menge mit y,(z)

—y4(2) = F y fiir jedes z € E4 (so eine Zuordnung existiert!). Der Filter ),
der durch :

limg(y,(2)), falls ze E, ist,
qa(2) = .
00, falls z € E\E, ist,

M, = {PGQ(E)l Ige M mit p<q,}, (McMW)
¥ = [{MA| AeB, Mey und McMW}],

(g e MY)

erkldrt wird, ist definierender Filter fiir A 3.

Beweis. Wir beweisen zunichst, dass der Filter g(y,(z)) fiir jedes g € M4
konvergiert. Aufgrund der speziellen Wahl der Menge M gibt es fiir jedes
¢>0ein C € y4(z) mit C—C < U . Ist nun g(x) endlich fiir irgendein x € C,so st
auch

q(y) = q(y—x)+4q(x) = e+q(x)
endlich fiir jedes y € C. In diesem Fall ist g(y,(z)) aufgrund der Relation
1g(C)—q(C)l = q(C—C) < [0,¢]

ein C-Filter und konvergiert somit. Falls g(C) = {00} ist, so konvergiert q(y4(2))

3 Ich danke dem Referenten fiir den Hinweis auf einen Fehler in der urspriinglichen Fassung
des Lemmas.
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gegen 00. Man verifiziert leicht mit Hilfe von (2) und (3), dass q, eine
Psedonorm ist.

Es sei ¢ € M. Aus z € k4(U,) folgt [0,1] € q(74(2)) und daraus q4(z)<1.
Esist also ze U,,. Aus z e U,, folgt q,(z) <1 und daraus die Beziehung: Fiir
jedes C € y4(2) ist U,N C + . Wir wihlen C, so dass C—Cc U, ist. Dann ist
fir beliebiges c € U,NC, Ccc+U,=2U, und folglich ist z € 2k, (U,). Es gilt
also: ky(U)<=U,, =2k (U,). Aus dieser Relation folgt unmittelbar, dass
ka(F M)=F =2k (F ) fiir M = M™ ist. Der Filter § definiert demnach die
Limitierung .

Als Abschluss der Arbeit werden wir einen Satz iiber die Vervollstindigung
des projektiven, absolutkonvexen Tensorprodukts beweisen. Zunichst aber
einige Vorbereitungen:

LemMA 5. Es sei q: E — R, eine Pseudonorm auf einem Vektorraum E und
fi L — K eine Linearform auf einem Unterraum L<E, so dass |f(x)| < q(x) fiir
x € L ist. Dann gibt es eine lineare Fortsetzung g: E — K von f, fiir die |g(x)|
=q(x) fiir jedes x € E ist.

Beweis. Es sei H der lineare Unterraum {x € E | q(x)<oo} von E, f; die
Restriktion von f auf LNH und L, <L ein linearer Unterraum von E mit
H®L, =H+L. Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es eine lineare
Fortsetzung f,: H — K, so dass |f,(x)|<q(x) fiir jedes x e H ist. Die
Linearform f3: H+L — K sei durch

@ = f,()+f0), z=x+p xeH yel,,
definiert. Weil g(y)=oo0 fiir y+0, y € L, ist, so gilt:
1@ = 1L+ £ 9(x)+q(y) = q(2) .
Jede lineare Fortsetzung g: E — K von f; hat die gewiinschte Eigenschaft.

Es seien jetzt (E, A) und (F, A’) absolutkonvexe LVR mit den definierenden
Filtern  bzw. . In [3] wurde die projektive, absolutkonvexe
Tensorproduktlimitierung AQ A’ auf EQF als die von dem Filter

YRy = [{MON| Mey, Ney}]

definierte absolutkonvexe Vektorraumlimitierung definiert. Dabei ist M@N
als die Menge

{re QEQF)| Ipe M, 3ge N mit r<p®q}

und p®q als die Pseudonorm
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(P®4)(2) = inf Y p(x)q(yy)

auf EQF definiert, wobei das Infimum iiber alle Zerlegungen z=3 x,®y, von
z genommen wird. Ist r(x®y)<p(x)q(y) fir alle x e E, y € F, so ist r<p®gq.

Satz 8. Das projektive, absolutkonvexe Tensorprodukt (EQF, A®A') ist
genau dann separiert, wenn die absolutkonvexen LVR (E, A) und (F, A’) separiert
sind.

Bewess. Nach [3, S. 13] sind die Faktoren im Tensorprodukt separiert, wenn
das Tensorprodukt separiert ist. Wir nehmen jetzt an, dass (E, A) und (F, A")
separiert sind. Das Tensorprodukt ist separiert, falls fiir jedes z € EQF, z#0,
und jedes M €  und N € ¢’ Pseudonormen p € M, g € N existieren, so dass
(r®q)(z)=1 ist. Bekanntlich gibt es eine Zerlegung z=31x,®y, von z
dergestalt, dass

{xkl k=1,...n} und {yk| k=1,...,n}

in E bzw. F linear unabhéngig sind. Weil A separiert ist, ist die von A auf der
linearen Hiille L der Menge {x, l k=1,...,n} induzierte Limitierung die
euklidische Topologie [11]. Die durch f(x,)=0,, definierte Linearform f:
L — K ist stetig und es gibt folglich eine Pseudonorm p € M, so dass |f(x)|
S p(x) fiir jedes x € L ist [2, Satz 10]. Nach Lemma 5 gibt es eine lineare
Fortsetzung f;: E — K von f*, so dass | f; (x)| < p(x) fiir jedes x € E ist. Analog
zeigt man, dass es eine Linearform g,: F — K und eine Pseudonorm g € N
gibt, so dass |g; (y)| < q(y) fiir jedes y € F und g,(y) =0, fir k=1,...,nist. Da

I(/1®8)(x®y)| < p(x)q(y) firalle xeE, yeF

ist, so ist p®gq grosser als die Pseudonorm u — |(f; ®g,)(u)| und somit ist
(P®9)(2) 2 |(/1®8)@)| = [(/;®8)(x,®)y)l = 1.

Die Limitierung A® A’ ist separiert.

DerFiniTION. Es sei (E, A) ein separierter, absolutkonvexer LVR mit dem
definierenden Filter . Eine Familie (x,),.; mit x, € E fiir alle 1 € I heisst
absolutsummierbar, falls es ein M e § gibt, so.dass Y, q(x,)<oo fiir jedes
q € M ist.

Wir brauchen die Abzdhlbarkeitsbedingung (vgl. [4]):

() Jeder Filter in A0 ist Oberfilter eines Filters in A0, der eine abzéhlbare

Filterbasis besitzt.

Satz 9. Es seien (E, A) und (F, A') separierte, ausgeglichene, absolutkonvexe
LVR, die der Bedingung (1) gentigen. Dann kann jedes u in der Vervollstdndigung
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EQF in & des projektiven, absolutkonvexen Tensorprodukts (EQF, A®A')
als die Summe einer absolutsummierbaren Folge

u = Z ’lnxn®yn >
n=0
dargestellt werden, wobei Y., .N |4, <00 ist und die Folgen (x,),cn Und (Vp)en in
(E,A) bzw. (F, A") gegen Null konvergieren.

BewEls. Das Tensorprodukt kann vervollstindigt werden, weil es nach Satz
8 separiert ist. Wir verwenden wieder die Bezeichungen des vorigen
Paragraphen. Es ist also B eine Vektorraumbasis eines Komplementidrraumes
zu j(E®F) in EQF. Die Menge A4 € B, sei so gewihlt, dass u € (EQF), ist.
Wie in Lemma 4 bezeichnen wir mit PY=M®N, M ey, N e/, eine
beliebige Menge von Pseudonormen auf EQF, fiir die

74(2)=74(2) = Fpw

fiir jedes z € (EQ®F), ist. Weil die Rdume E und F ausgeglichen sind und der
Bedingung () geniigen, so diirfen wir annehmen, dass M =AM und N = AN fiir
jedes A>0 ist und dass es aufsteigende Folgen (p,),.n und (g,),en in M bzw. N
gibt, so dass fiir jedes r € M bzw. r € N ein n € N mit r<p, bzw. r <gq, gibt. Es
sei P'=(P"),. Wie im Beweis von Lemma 1 folgt nun, dass

JraW) = u+ky(F 0) 2 u+Fp

ist. Der Filter u+ % p hat eine abzidhlbare Basis und die Spur des Filters auf
J(E®F) existiert. Es gibt folglich eine C-Folge (u;),en in (EQF, A®A') derart,
dass es fiir jedes r € P und jedes ¢>0 ein n, € N gibt mit r,(u—j(u,)) <e fiir
alle n=n,. Dabei ist wie in Lemma 4 die Pseudonorm r, auf (E®F), durch
rq(z)=limr(y4(z)) definiert. Fiir jedes ne N sei r,=p,®q, Es gibt eine
Teilfolge (u,),en VON (U)),cn, SO dass

raalu—ju,) < (n+ 1)"22-n+2)

fiir jedes n € N ist. Es sei uy=Y o, Aix;®y; irgendeine Zerlegung von u, und
fir jedes n e N sei v,=u,,,—u,. Es gilt:

rn(vn) é L] (u _.](un)) + Tha (u '—j(un + l))

S roalu—j@)+rpeiau—jl, 1) < (n+1)72270+0

Weil r,(v,)=inf Y p,(x)q.(y) ist, so gibt es fiir jedes ne N eine Zerlegung

l.rH'l

v, = Z Aix;®y;

i=i,+1
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so dass
in+1
YAl < 270

i t1
Pa(x) £ (n+1)7%  und g, (y) £ (n+ 17!

fir i=i,+1,...,i,,, ist. Weil die Folge (u,) in der Vervollstindigung EQ F
gegen u konvergiert, ist

u = Z A.ixi®yi .
i=0

Nach der Konstruktion ist 3 ;N |4 <00; die Folgen (x;) und (y;) konvergieren
gegen Null in (E,A) bzw. (F,A’), und die Folge (4,x;®y; ist absolut-
summierbar in EQF.
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