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ZUR ALGEBRAISCHEN VIELFACHHEIT
EINES PRODUKTES VON OPERATORSCHAREN

PAUL SARREITHER

E. I. Sigal hat in [11, Theorem 4] gezeigt, dal sich die algebraische
Vielfachheit eines Produktes von holomorphen Operatorscharen (unter
gewissen Bedingungen) additiv aus den Vielfachheiten der Faktoren
zusammensetzt. Dieses Resultat ist seither mehrfach verfeinert und erweitert
worden (siche etwa [8], [4], [S]). Die bislang allgemeinste Fassung stammt
von H. Bart, M. A. Kaashoek und D. C. Lay, die in [3, Theorem 6] eine
derartige Additionseigenschaft fiir die »reduzierte algebraische Vielfachheit«
bei einem Produkt von meromorphen Operatorscharen nachgewiesen haben.

Vor kurzem hat nun R.J. Magnus gezeigt, daBl auch bei gewissen
reellparametrigen C*-Scharen ein Additionssatz fiir die algebraische
Vielfachheit gilt ([7, Theorem 2.4]). In dieser Arbeit wird ein neues Resultat in
der gleichen Richtung vorgestellt: Die Differenzierbarkeitsforderungen sind
gegentiber [ 7] modifiziert, einige der iibrigen Voraussetzungen gegeniiber allen
bisherigen Ergebnissen abgeschwicht. Bemerkenswert scheint dabei die relativ
elementare Beweismethode, die mit Untersuchungen iiber das Transformations-
verhalten endlicher Ketten zusammenhéngt.

1. Bezeichnungen und Grundbegriffe.

Im Folgenden bezeichnet K stets den Korper R oder C, sowie U eine offene
Umgebung des fixierten Punktes i, € U. Ist Z ein Banachraum iiber K, so
heiBt eine Abbildung F: U — Z von der Klasse D,(4,) (1=n<oc), wenn F
stetig, (n— 1)-mal stetig differenzierbar ist und an der Stelle 4, selbst eine n-te
Ableitung besitzt; die Entwicklungskoeffizienten von F an der Stelle 4, kiirzen
wir mit F, (k=0,...,n) ab. Fiir K=C und n>1 ist F natiirlich analytisch;
dennoch halten wir auch in diesem Fall an der obigen Notation fiir F fest, um
bei der Formulierung von Voraussetzungen die tatséchlich bendtigten Ablei-
tungen anzugeben.

Seien X und Y Banachriume iiber K, B(X, Y) der Banachraum der stetigen
linearen Abbildungen: X — Y, sowie L: U — B(X,Y) von der Klasse D, (4¢)-
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Wie in [9], [10] nennen wir ein Tupel u:= (u,. . .,u,_;) € X" eine (L, Ay)-Kette
der Ldinge r, wenn (i) r<n+1, und (ii) die folgenden r Gleichungen erfiillt
sind:

k
1) Y Ly, =0 (k=0,....r—1).
i=0

Es scheint sinnvoll, solche Tupel hier als Spaltenvektoren aufzufassen; aus
schreibtechnischen Griinden werden wir sie als Zeilenvektoren mit Transpo-
sition T notieren. Dann lassen sich niamlich die Gleichungen (1), in Anlehnung
an [6], auch schreiben als

) 2u =0,
wobei £, € B(X',Y") durch die folgende Dreiecksmatrix gegeben ist:
L, 0\\- 0
3) g, = L‘L" \ 0 ;
L. LML,

genauso wie bei (1) verzichten wir darauf, die Abhdngigkeit von 4, explizit
anzudeuten.

Demnach ist u € X" eine (L, Ay)-Kette der Lénge r genau dann, wenn u € X"
im Nullraum N(£,) liegt. Die Dimension DIM (L, 4y, r) des von den (L, 4y)-
Ketten der Lédnge r erzeugten linearen Teilraumes von X" stimmt mit
dim N (&,) iiberein.

Diejenigen (L, Ay)-Ketten, deren Anfangsglied u,+0 ist, werden wesentlich
genannt. Wenn es keine wesentlichen (L, ,)-Ketten der Lidnge (n+1) gibt,
dann ist die maximale Lange wesentlicher (L, Ay)-Ketten definiert; diese
maximale Lénge, hier mit a(L,4,) bezeichnet (»ascent«), 148t sich auch
charakterisieren als

a(L, %) = inf{k=0,...,n| Yue N(Lg,): up=0} .

Ist a(L,4,) definiert, so stagnieren die Dimensionszahlen DIM (L, 4,,r) fir
a(L,A)Sr=n+1. Die algebraische Vielfachheit m(L, J,) wird dann durch

m(L,Ay) := DIM (L, Ay,a(L, 4y)) = sup {DIM (L,lo,r)| 1=5rgn+1}

definiert; sie ist endlich, wenn dim N (L,) <oo.

Bei einer analytischen Operatorschar L fallen die hier gegebenen
Definitionen fiir Ketten, maximale Kettenlinge und algebraische Vielfachheit
mit den sonst gebrduchlichen zusammen — es kann allerdings vorkommen,
daB a(L,4,) und m(L, 4,) liberhaupt nicht definiert sind; dies ist genau dann
der Fall, wenn wesentliche (L,/A)-Ketten beliebiger Lénge existieren
(vergleiche hierzu [1], [6, Abschnitt 2], [9]-[11]).
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2. Eine Variante des Additionstheorems.

Seien X, Y, Z Banachrdume iiber K, sowie A4: U — B(Y,Z) und B:
U — B(X,Y) von der Klasse D,(4,). Dann ist die Produktschar C:=A4B:
U — B(X,Z), die definiert wird durch C(1):=A(1)B(A), ebenfalls von der
Klasse D,(4y). Mit A, B,, €, werden die nach (3) gebildeten Matrixopera-
toren zu A, B, C bezeichnet. Wir beginnen mit zwei elementaren Hilfssdtzen:

LemMmaA 1. Fir 1Sr<n+1 gilt (im Sinn der Matrizenmultiplikation)

€ =U-B,.
Beweis. Man benutzt, daB sich die Entwicklungskoeffizienten von C aus

k
C,=Y AB,_, (k=0,....n)

i=0
bestimmen, und verifiziert die Behauptung elementweise direkt.
LeMMA 2. Sei B, Fredholmoperator mit dem Index i(B,). Dann ist fiir 1 Sr<

n+1 auch B, Fredholmoperator, und zwar mit dem Index r-i(B).

Beweis. Es ist leicht einzusehen, daB fiir alle ¢ € K\{0} eine Zerlegung B,
=3,(e)- B, (¢)- 3, (¢) besteht, wobei
Sr(g) = dlag (IX)SIX" . ~9£r—1IX) € B(XraXr) >
3,(e) = diag (Iy,e y,...,e"*1Iy) € B(Y",Y"),

sowie

LD T e Bix YY)

Der Diagonaloperator B,(0) ist Fredholmoperator mit dem Index r-i(Bo);
auBerdem sind 3,(¢) und 3, (¢) fiir ¢+0 bijektiv. Daraus folgt nach bekannten
Sétzen iiber Fredholmoperatoren die Behauptung.

Ferner bendtigen wir noch eine Aussage iiber die maximale Lénge
wesentlicher Ketten bei einem Produkt von Operatorscharen. Fiir unsere
Zwecke ist das folgende Lemma ausreichend:

LEMMA 3. Seien a(A,2,) und a(B,A,) definiert; es gelte sogar a(A4,4q)
+a(B, o) Sn. Dann ist auch a(AB, i,) definiert und geniigt den Ungleichungen
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(4) a(B, /10) é a(ABs /10) é a(A9'{0)+a(B’ '10) .

Bewers. Setze
p:=a(Ad, ), ¢q:=aB,iy), s:=p+q+1l.
Nach Lemma 1 impliziert €x=0, daBl y:=B.x € N(U,)< Y*; wegen s>p ist
daher y,=...=y,=0. Partitioniert man nun x= (x',x")T, wobei x' e X*!
und x” € X?, so bilden die (q+ 1) ersten Zeilen von B x =y gerade B, ;x'=0;
nach Definition von ¢q heiBt das (x), =x,=0. Also folgt aus €, x =0 stets x, =0,
und damit die rechte Seite von (4).

Die Abschidtzung von a(AB, 4,) nach unten ergibt sich wieder iiber Lemma 1
aus der fir alle r mit 1=<r<n+1 giiltigen Implikation N(B,)=N(C,).

Die Ungleichungen in (4) konnen strikt ausfallen; das gilt insbesondere fiir
die Abschdtzung nach oben, wie das folgende elementare Beispiel zeigt, das die

entsprechende Behauptung aus [7, Theorem 2.4] wiederlegt:

BEispIEL 1. Seien X = Y=Z =K?; ferner

A0 10
A) 1= (0 1), B() := (0 /1>,

A0
CA):= <0 A>'

Dann ist a(4,0)=a(B,0)=1, aber a(C,0)=1<2!

also

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zu dem angekiindigten
Additionssatz. Die Grundvoraussetzungen iiber 4 und B vom Beginn dieses
Abschnitts 2 bleiben weiterhin bestehen.

THEOREM. Seien a(A,Ay) und a(B,A,) definiert, und es gelte a(A,2,)
+a(B, Ag) Sn. Auferdem sei B, Fredholmoperator mit dem Index 0. Dann ist

m(AB, ) = m(A, o)+ m(B, 1) .

Bewkis. Nach Lemma 3 ist a(AB, A,) < n; daher geniigt es, die Losungsvielfalt
von €, x=0, bzw. wegen Lemma 1 diejenige von A, B,x=0 zu untersuchen.
Wir zeigen, dal B,x=y fir jedes ye N(UA, Ilosbar ist, und die
Losungsmannigfaltigkeit also die Dimension dim N(2,)+dim N (%B,) besitzt.

Zur Abkiirzung sei wieder p:=a(4, A), q:=a(B, 4,) gesetzt. Nach Lemma 2
ist B, fiir 1<k<n+1 Fredholmoperator mit dem Index 0. Wegen dim N(B,)
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=dim N (8B, ,,) ist also auch dim N ((8B,)*)=dim N((B,.,)*). An der speziellen
Gestalt der adjungierten Matrixoperatoren (B,)* ist leicht abzulesen, daB} mit
@ € N((Bp*) stets (¢,0)T € N((B,,)*), und fiir jedes

¢ = (@0 s @p-1)" € N((B,)¥)

daher ¢,=...=0¢,_,; =0 gilt.

Andererseits impliziert y € N(2,) stets yo= ... =y,_,_; =0. Damit 1Bt sich
die Losbarkeit von B,x=y direkt verifizieren; denn fiir jedes y € N(2,) und
jedes @ € N((B,)*) gilt

n—1 n—1
oy = 2 Gooo = 2 g =0.
1= L=n—p

In diesem Theorem ist B, als Fredholmoperator mit dem Index 0
vorausgesetzt; die Bedingung a(B, 1,)<oo impliziert dann, daB 4, ein in K
isolierter Punkt des Spektrums von B ist — im Fall analytischer
Parameterabhingigkeit ist sie sogar damit gleichwertig (siehe [9, Satz 1 und
2]). Die Voraussetzungen iiber die Operatorschar 4 sind demgegeniiber
erheblich schwicher. Daher umfafit das soeben bewiesene Additionstheorem
das Theorem 4 aus [11]. Dagegen iiberschneidet es sich mit Theorem 2.4 aus
[7]; denn dort ist A, als Fredholmoperator mit dem Index O und B als C*-
Schar vorausgesetzt, andererseits wird jedoch nicht 4 € D,(4,) gefordert, und
der am Ende von Abschnitt | erwdhnte Sonderfall ist zugelassen.

Etwas schwieriger ist ein Vergleich mit Theorem 6 aus [3] anzustellen. Er ist
naturgeméB nur fiir solche Operatorscharen moglich, die bei 4, holomorph
sind, und die auBerdem wesentliche Ketten nur bis zu einer gewissen
Maximalldnge besitzen. In diesem Fall beinhalten die Voraussetzungen des
Theorems 6 aus [3], daB A, eine Polstelle von B™!, und B, Fredholmoperator
mit dem Index 0 ist — man kann dies etwa mit Hilfe von [2, Proposition 1.8]
und [1, Theorem 2.3 und 3.1] folgern. Gleichzeitig ist dabei die Operatorschar
A als »diagonable operator function« vorausgesetzt; das heiB3t insbesondere,
daB A, einen abgeschlossenen Bildbereich besitzt (siehe dazu [2, S. 224ff.] und
[3, S. 141f.]). Beziiglich A4 sind die Anforderungen also schérfer als bei dem hier
bewiesenen Additionstheorem, wihrend sie beziiglich B wiederum gleichwertig
sind.

Die relativ starken Voraussetzungen iiber B, die bei allen Varianten dieses
Satzes auftreten, scheinen prinzipiell bedingt zu sein. Einen Anhalt dafiir bietet
schon das von E. L. Sigal in [11, Abschnitt 4] gegebene Beispiel. Aber auch ein
Tausch der asymmetrischen Bedingungen fiir 4 und B im obigen Theorem ist
nicht mdglich, wenn die Additionseigenschaft erhalten bleiben soll; dies belegt
das folgende elementare



190 PAUL SARREITHER

BeispieL 2. Seien X =K, Y=Z=K?; ferner

AA) = (é 22), B(4) := (g),
C(A) := <g>

Man verifiziert leicht, dal a(4,0)=2, a(B,0)=a(C,0)=1, sowie m(4,0)=2,
m(B,0)=1 und m(C,0)=1<3!

also

3. Einige Erginzungen.

Wir wollen die bisherigen Resultate noch kurz in einen anderen
Zusammenhang stellen. Seien 4, B und C=AB wieder wie zu Beginn von
Abschnitt 2 definiert, jeweils Operatorscharen der Klasse D, (4,). Falls 4, oder
B,, stetig invertierbar ist, lassen sich sdmtlichen (4B, 4y)-Ketten direkt mit Hilfe
der (A4, Ao)-Ketten und der (B, 1,)-Ketten angeben (siche etwa [9, Abschnitt 2]).
Im allgemeinen kann man jedoch keine solch einfachen Beziehungen zwischen
den Ketten von A4, B und C herstellen. Dagegen hat man fiir die
Dimensionszahlen nach Lemma 1 wenigstens die Ungleichungen

(5) DIM (B, A, r) < DIM (4B, Ay,r) < DIM (A4, Ay, r)+ DIM (B, A, )

fir 1=sr<n+1 zur Verfiigung. AuBerdem bestehen, wie generell bei
Dimensionszahlen einer Operatorschar, die Monotoniebedingungen

(6) DIM (C,1,k) < DIM(C,4p,k+1) £ DIM (C, 4y, k) +dim N(C,)

fir 1 £k <n. Weiter Einschriankungen ergeben sich, wenn a(4, 4,) und a(B, 4,)
definiert sind, und daher untere wie obere Schranken in (5) ab einem gewissen
Index r, stagnieren. Daraus erhalten wir eine ergiinzende Aussage iiber die
algebraische Vielfachheit, ndmlich das folgende

LemMA 4. Seien a(A,iy) und a(B,Ay) definiert; auferdem sei a(A,A,)
+a(B, Ag)<n. Dann gilt

(7 m(B,4o) < m(AB, 4,) < m(4, 4o)+m(B,4) .
Beweis. Nach Lemma 3 ist a(AB, A,) definiert. Wéhlt man nun ry:=a(4, 4,)
+a(B, 1,), dann ist
ro 2 max {a(4, Ag),a(B, Ao),a(C,A)} ,

und die Behauptung folgt unmittelbar aus (5).



ZUR ALGEBRAISCHEN VIELFACHHEIT EINES PRODUKTES ... 191

Die algebraische Vielfachheit verhilt sich also bei einem Produkt von
Operatorscharen im allgemeinen subadditiv. Unter gewissen zusitzlichen
Bedingungen (wie etwa bei dem Theorem aus Abschnitt 2) tritt volle
Additivitdt ein; andererseits kann auch eine echte Ungleichung vorliegen und
sogar die untere Schranke in (7) erreicht werden, wie das Beispiel 2 (am Ende
des Abschnitts 2) zeigt.

Ubrigens ist unter Umstéinden eine Verbesserung der unteren Schranken in
(5) und auch in (7) moglich. Falls nimlich B, Fredholmoperator mit dem
Index i(B,) ist, so folgt aus Lemma 1 und 2 leicht die Abschidtzung

(8) DIM (AB, 2, 1) = DIM (A4, Ay, r)+r-i(B,)

fir 1<r<n+1. Auf weitere Details soll hier aber nicht eingegangen werden.

SchlieBlich wollen wir im Rahmen dieser Uberlegungen noch eine Variante
zu Lemma 3 angeben, welche die Abschdtzung von a(AB,1,) nach unten
betrifft. Sie ist etwa von Interesse, falls 4, Polstelle von 4~ und von B! ist,
und man die Ordnung des Poles von C~! verniinftig eingrenzen mdochte;

gerade eine Aussage liber eine gewisse Mindestordnung ist durchaus nicht
trivial.

LEMMA 5. Seien a(A, Ay) und a(B, A,) definiert, und sogar a(A, Ao)+a(B, o) S n.
Auflerdem sei B, Fredholmoperator mit dem Index Q. Dann gilt

a(AB, 4y) 2 max {a(4, ), a(B, o)} .

Beweis. Wir setzen wieder p:=a(4,4,), g:=a(B, ), s:=a(AB, ,), Wegen
Lemma 3 geniigt es, s=p zu zeigen. Wire also s<p, so hitten wir nach (5)
m(AB, A,) = DIM (AB,,,s) < DIM (4, Ay, s)+ DIM (B, 4, 5)

< DIM (4, 4g,p) + DIM (B, 44,q) = m(A, o)+ m(B, i)

im Widerspruch zu dem Theorem aus Abschnitt 2!

Beispiel 2 zeigt, daB die Voraussetzung i(B,)=0 fiir die Verschérfung
gegeniliber Lemma 3 wesentlich ist.

LITERATUR

1. H. Bart, Poles of the resolvent of an operator function, Proc. Roy. Irish Acad. Sect. A, 74 (1974),
169-184.

2. H. Bart, M. A. Kaashoek, and D. C. Lay, Stability properties of finite meromorphic operator
functions (1, 11, 11I), Nederl. Akad. Wetensch. Proc. Ser. A, 77 (1974), 217-259.

3. H. Bart, M. A. Kaashoek, and D. C. Lay, Reduced algebraic multiplicity of operator functions,
University of Maryland, Technical Report TR 74-56 (1974).



192 PAUL SARREITHER

4. 1. C. Gohberg and E. 1. Sigal, An operator generalization of the logarithmic subtraction and the
theorem of Rouché, Math. USSR-Sb. 13 (1971), 603-625.

5. 1. C. Gohberg und E. I. Sigal, Uber die Null-Vielfachheit eines Produktes von meromorphen
Operatorfunktionen [Russisch], Mat. Issled. 6 (1971), 2(20), 33-50.

. H. Jeggle and W. Wendland, On the discrete approximation of eigenvalue problems with
holomorphic  parameter ~ dependance, Technische Hochschule Darmstadt, (1976).
[Uberarbeitete englische Fassung des Preprint Nr. 220 (1975)].

7. R. J. Magnus, A generalization of multiplicity and the problem of bifurcation, Proc. London
Math. Soc. (3), 32 (1976), 251-278.

8. A.S. Markus und E. I Sigal, Uber die Vielfachheit eines chqrakteristischen Wertes einer
analytischen Operatorfunktion [Russisch], Mat. Issled. 5 (1970), 3(17), 129-147.

9. P. Sarreither, Uber das Wachstum von Resolventen in der Nihe einer isolierten Singularitdt,
Manuscripta Math. 11 (1974), 261-272.

10. P. Sarreither, Transformationseigenschaften endlicher Ketten und allgemeine Verzweigungs-
aussagen, Math. Scand. 35 (1974), 115-128.

11. E. L Sigal, Uber die Vielfachheit eines charakteristischen Wertes eines Produktes von
operatorwertigen Funktionen [Russisch], Mat. Issled. 5 (1970), 1(15), 118-127.

12. E. L Sigal, Faktor-Vielfachheit eines charakteristischen Wertes einer meromorphen Operator-
funktion [Russisch], Mat. Issled. 5 (1970), 4(18), 136-152.

=)

INSTITUT FUR ANGEWANDTE
MATHEMATIK UND STATISTIK
AM HUBLAND

D-8700 WURZBURG
BUNDESREPUBLIK DEUTSCHLAND



