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GANZE FUNKTIONEN
MIT NEGATIVEN NULLSTELLEN

LUTZ VOLKMANN
Herrn Professor Dr. Rolf Nevanlinna zum 80. Geburtstag in Verehrung gewidmet.

1. Einleitung

Es sei f(z) eine ganze Funktion, M (r, f)= M (r) der Maximalbetrag, n(r,0, f)
=n(r,0) die Anzahl der Nullstellen von f(z) im Kreis |z|<r und N(r,0, f)
= N(r,0) die Anzahlfunktion. Mit

o loglog M (r) ... loglogM(r)
Mf)y=4= llrg?p ogr #(f) = u = liminf Togr
log N(r,0) log N(r,0)

#i(f) = py = liminf

M) =4 = hrgsogp fogr rewo  logr

werden die Ordnung, untere Ordnung, Nullstellenordnung und untere
Nullstellenordnung von f(z) bezeichnet.
In dieser Arbeit werden folgende Sitze bewiesen.

Satz 1. Ist f(z) eine ganze Funktion mit negativen Nullstellen der nicht
ganzzahligen Ordnung A, dem Geschlecht q=[A] un der unteren Ordnung u, so
gilt fiir alle g, mit u<g=<A

(L.1) fiminf >0 _ < Isinmel

< ir q+1,
o og M) = fur q%

. . . nr0) sin g
1. <
12) hrn-l»glf logM(r) = mcosog

3
fiir g=1 und g§|cxl§zn.

Satz 2. Ist f(z) eine ganze Funktion mit negativen Nullstellen der nicht
ganzzahligen Ordnung 1, dem Geschlecht q=[A] und der unteren Ordnung yu, so
gilt fiir alle o, mit pn<o<4i

Eingegangen am 15. Januar, 1976.
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. .. N0 |sin m| .
. 1 f <
(13) 1'1{10;1)1 logM(@r) = = fir q+1,
. .. N(@O 2sining .
14 1 f < =1.
(14) 1?—1'::] logM(r) = mo fir q=1

Ostrovskii [5] hat fiir ganze Funktionen nicht ganzzahliger Ordnung mit
negativen Nullstellen die beiden Ungleichungen
. . N(@,0 < |sin A|

. .. h(r0 |sin 74| )
<
(1.5 hfl-lvglf logM(r) = = ~ hrn»lglf logM(r) = =i

bewiesen und Williamson [8] hat folgende Verbesserung der zweiten
Ungleichung von (1.5) gegeben. Fiir alle g, mit u<go=<2 gilt
. . N0 < Isinngl'

1.6 i <
(16) ll?—l»glflogM(r)“ no

Im Fall g=1 sind also die Sdtze 1 und 2 Verbesserungen von (1.5) und Satz 2
gerade Ungleichung (1.6).
Gilt fiir eine beliebige ganze Funktion p, <y, so erkennt man durch eine
elementare Rechnung, daB sogar
.o n(r0) .. N(,0)

7 i g -
(L7 liminf S M@ ~ M e

ist. Daher kann man beim Beweis von Satz 2 (vgl. Abschnitt 5.) pu,=p
voraussetzen, da im Fall u, <pu die schirfere Aussage (1.7) gilt.

Bei den Beweisen der Sétze 1 und 2 werden wir von folgendem Satz von
Edrei und Fuchs [3] (S. 308) gebrauch machen.

Sarz A. Ist f(z) ein kanonisches Produkt mit negativen Nullstellen vom
Geschlecht q, so gilt

(1.8) q

IIA

u.

Zunichst soll dieser Satz mit einer einfacheren Methode neu bewiesen
werden.

2. Beweis von Satz A.

Es kann g2 1 vorausgesetzt werden, da im Fall g=0 nichts zu beweisen ist.
Nun gilt bekanntlich (vgl. Valiron [7, S. 238]) fiir —n<argz<=n
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® p(t, 0)z1+!

log f(z) = (—1)* JO m .

Betrachtet man auf beiden Seiten die Realteile und setzt z =re™®, so erhilt man
daraus fiir |o| <7

n(t,0)t cos (g + 1)a+rcos qu it
1t 242 4 2trcosa

1) loglf(re®]| = (= 1)t r
0

Ist g gerade, so erhidlt man aus (2.1) fiir a=0

®  n(t,0)
(2.2) logM(r) = log|f(r)| = r**! L A iien
Ist g ungerade, so erhélt man aus (2.1) fir a=4n/3(q+1)
A 1 ®  n(t,0)
(2.3) logM(r) = log|f(re3@+D)| = ir"“ L o™
Damit ergibt sich aus (2.2) und (2.3) fiir alle g=1
1 ®  n(t,0)
> gq+1 AT
(2.4) logM(r) = 5" L 4
1 " n(t,0) 1 " n(t,0)
; -2‘7'11"'1 J‘O 2rt‘1+l dt = qu J‘O tq—+1dt .
Nun ist aber (vgl. Nevanlinna [4, S. 226])
® n(t,0)
V]

divergent und daher folgt aus (2.4)

rd

@3) lim ) ~ O

womit Satz A bewiesen ist.

3. Ein Hilfssatz.

Der folgende Hilfssatz, der von Shea [6] bewiesen wurde, spielt bei den
Beweisen der beiden Sitze eine zentrale Rolle.

Hivrssatz. Ist G(t) fiir t2t,>0 eine reellwertige, stetige, positive, monotone
und unbeschrinktt wachsende Funktion und bezeichnet man mit

Math. Scand. 40 - 10
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log G(t .. logG(t
A = limsup g G(t) bzw. u = liminf g G(t)
row logt roo  lOgt
die Ordnung bzw. die untere Ordnung von G(t), so existieren zu jedem endlichen g,
mit u<p=A, eine Folge (r,) (eine Folge von Podlya peaks zweiter Art der
Ordnung @) und zwei Folgen (a,) und (A,), mit

A .
lim a, = lim—r—'1 = 00, hmf:l =0,

n—oo n=o0 'n n—-oo'n

so daf die Ungleichung

G@) = (1+0(1))(—t—)06(r,,) (n— 00,a,sSt<A,)

U

gilt.

4. Beweis von Satz 1.

Die ganze Funktion f(z) besitzt eine Darstellung der Form (vgl. Nevanlinna
[4, S. 233])

(4.1) f@) = 2¢"Q(2),

wobei n=0, P(z) ein Polynom vom Grad p<q und Q(z) ein kanonisches
Produkt mit negativen Nullstellen der Ordnung A und dem Geschlecht g=[A]
ist. Aus (4.1) folgt nun durch leichte Abschitzung mit Hilfe von (2.5)

logM(r, f) ~ logM(r,Q) .

Daraus folgt aber

.. .on0,f) . . . n@r0,0)
lm it Me, )~ i M. 0)

und mit Satz A u(f)=u(Q)=4.

Daher geniigt es Satz 1 fiir ein kanonisches Produkt mit negativen
Nullstellen zu beweisen.

Es sei also im folgenden f(z) ein kanonisches Produkt mit negativen
Nulistellen und man setze

... n(r,0)
4, B D A,
“2) l‘f‘f‘,g‘ flogM ) ’

wobei B0 vorausgesetzt werden kann, da im Fall B=0 nichts mehr zu
beweisen ist. AuBerdem ist B endlich, da (vgl. Boas [1, S. 17]) BSpu, <4 gilt.
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Nun wihle man &> 0, mit B—¢> 0 und es folgt aus (4.2), daB ein r, existiert, so
daB fiir alle rzr,

4.3) n(r,0) = (B—¢)logM(r)

gilt.
Betrachtet man zunichst gerade g, so folgt aus (2.2) und (4.3) fiir r=r,

© log M(t)

w1 | n(t0)
(44) logM(r) g rt 1 J‘ i m .

o UL+

dt 2 (B—egr1*! j

Wendet man nun den Hilfssatz auf die Funktion G(t)=log M(¢) fiir a,=r,,
u<9=<Jund r=r, an, so folgt aus (4.4)

logM(r) = (1+o()B-ologM(r) [ (L) ()"
ogM(r) 2 (1+0(1)(B~e)logM(r) j ) (7) (7> T
Mit der Substitution ¢=sr, und n — oo erhdlt man daraus fir u<e =<1

s¢

s+1 ds .

12 (B—9 r
0

Da nun fiir g<g<g+1 (vgl. Dinghas [2, S. 179])

45 R 1 L
4.5) L 1 = (e=qr(g+1-9) = Py

gilt, folgt fiir u<e<1 und g<g<q+1, mite— 0

. . . n(r0) sin 7g
<
iminf M) = n

und damit (1.1) fiir den Fall, daB g gerade ist.
Nun sei ¢ ungerade und man wihle « so, daB

4.6) @] < 7, cosqe < 0 und cos(g+1)a =<0
gilt, dann folgt aus (2.1) und (4.3) fiir alle r2r,

© log M(t) —tcos (g + 1)a—rcosqo
, ! t?+r?+2trcosa

logM(r) 2 (B—eri*! J

Da der Integrand des letzten Integrals positiv ist, kann man darauf den
Hilftssatz wie im obigen Fall anwenden und man erhélt fiir u<p<41

’

R +1)d—cosqa
n > (B— e-q—1 —SC08 (g
@7 12 (B-0 L s s +1+2scosa

wobei a der Bedingung (4.6) geniigen muB. Der Residuensatz liefert nun fiir
p*<1 und |fl<n
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4.8)

®© s? nsinpf
5 ds = — —.
o S“+1+2scosf sin pz sin f8

Mit Hilfe von (4.8) folgt aus (4.7) nach einer elementaren Rechnung fiir
u=psiund g<g<qg+1, mite— 0

n(r,0) < 1 sin g

49 liminf
“9) e logM(r) = mcosag’

wobei a der Bedingung (4.6) geniigen muB. Damit ist im Fall g=1 die
Ungleichung (1.2) bewiesen. Ist nun g = 3, so erfiillt « =n/g die Bedingung (4.6)
und (1.1) folgt mit diesem o aus (4.9). Damit ist Satz 1 vollstandig bewiesen.

5. Beweis von Satz 2.
Geht man wieder von der Darstellung (4.1) aus, so erkennt man, daB auch

. . . N@O,f) . . N(,0,0)
T logM(r, f) ~ rae log M(r, Q)

gilt. Da p, (f)=p,(Q) ist und da bekanntlich A, (f)=4;(Q)=4(f)=4(Q) gilt
(vgl. Nevanlinna [4, S. 227]) geniigt es wieder Satz 2 fiir kanonische Produkte
mit negativen Nullstellen zu beweisen.

Somit sei also im folgenden f(z) ein solches kanonisches Produkt.

Ist zundchst g wieder gerade, so folgt aus (2.2)

o e [ n(00)
(5.1) logM(r) = r L gl
© N(t,0) q(t+r)+t
— +1
e [N st

Wendet man nun den Hilfssatz auf die Funktion G(t)=N(t,0) an, so folgt fiir
r=r,und y,<p<i, =41 aus (5.1)

A, e—q-1
logM(r,) = (1+0(1))N(r"’0)j ( ) g%i;‘rri);—t

t
— dt .
rll

Die Substitution t=sr, und n — oo liefert dann fiir u, Lo <4

(5.2) lim sup 28 M ®) J go-a-1 4G+ D+s

v

r=00 N(V,O) 0 (S+ 1)2

0 e—q-1 ©  @—q
d —ds .
qL s+1 S+L (s+1)2ds
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Mit Hilfe des Residuensatzes erhilt man fiir g<go<g+1
s n(e—q)
5.3 —ds = ——————.
(53) Jo (s+1)? > = sin n(e—q)
Aus (4.5), (5.2) und (5.3) folgt filr u; <e<i und g<g<qg+1

. log M(r) g
I >
MSUP N0 = sinmo

und damit (1.3) fiir gerade q.
Ist ¢ ungerade, so folgt aus (2.1) fiir |¢|<n

* n(t,0)tcos (g + L)+ r cos qu
54) logM() 2 —rvt | ™ dt
(54) logM() = —r L 9t 24 r? 4 2trcosa

= —r““J N'(t,00K(t,r,q,®) dt

0

_ et *® N(t,0) ) grecosqa+(g—1)tcos (q+1)a
gt t*+r?+2trcosa

(2 cos (g + 1)a + tr cos got) (2t + 2r cos )
- 2, .2 2 dt
(t* +r*+2trcosa)

pati j N(t,0K'(t,r,q,0) dt .
0

Um den Hilfssatz wieder anzuwenden, muBB K'(t,r, q,2)=0 gelten, was sicher
dann der Fall ist, wenn

(5.5) cosga < 0, cos(g+1)a < 0 und cosa = 0
gilt. Wenn also « der Bedingung (5.5) geniigt, folgt aus (5.4) und dem Hilfssatz
fir r=r, und y; <=4

A

logM(r,) Z (1+o(1)N(r, O)ri*! _[ n (ri\)aK'(t, rwq,0)dt,

an

woraus durch partielle Integration

log M A, e—1

folgt. Die Substitution ¢t=sr, und n — co liefern dann

. log M(r) © . __scos(g+1)a+cosqa
5. —_— > - 1-q d
(56) lurris;xp N(r,0) ~ _[0 s Z+1+2scosa
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Aus (4.8) und (5.7) folgt wie beim Beweis von Satz 1 fiir u; Se<A4,g<o<q+1
und |o| <7

. log M(r) cos og
. 1 = - .
7 1rrrisogp Nr0 ~— e sin g

wobei o die Bedingung (5.5) erfiillen muB. Im Fall g=1 folgt aus || <=7 und
Bedingung (5.5) notwendigerweise a = +n/2 und damit (1.4) aus (5.7). Im Fall
q=3 erfiillt a=n/g die Bedingung (5.5) und |¢| <7 und damit folgt (1.3) aus
(5.7). Damit ist auch Satz 2 vollstindig bewiesen.
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