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MULTIPLICATEURS SUR CERTAINS GROUPES
TOTALEMENT DISCONTINUS. APPLICATIONS

JACQUES PEYRIERE

Ceci est la rédaction avec quelques additions d’une note (C.R. Acad.
Sci. Paris Sér. A 270 (1970), 992-994). Dans la premiére partie on géné-
ralise & certains groupes abéliens localement compacts métrisables et
totalement discontinus les théorémes que Paley [8] a établis pour le
groupe (Z/2Z)N. Dans le second chapitre on construit des multiplicateurs
de Z(L?) pour certains groupes discrets, en particulier pour Z; cette
construction se fait en considérant pour ces groupes des compactifica-
tions convenables auxquelles on peut appliquer certains résultats de la
premiére partie. Enfin dans le dernier chapitre on étudie quelques pro-
priétés de convergence ponctuelle des séries de Fourier.

1. Multiplicateurs sur certains groupes totalement discontinus.
1.1. @ et I' désignent deux groupes abéliens localement compacts
duaux; & désigne la transformation de Fourier de L% @) dans L¥(I"). °
Si E est un ensemble mesurable de I' et si fe L¥(@), on pose fgp=
FYygFf). Si E a une mesure finie, on pose Ky=% "Y(yg), c’est une
fonction continue.

1.2. Une classe de groupes totalement discontinus.

A est un intervalle de Z contenant 0; A'=4n(4-1).

G est un groupe abélien localement compact muni d’une suite stricte-
ment décroissante (G,),.4 de sous groupes ouverts compacts telle que

1° UneAGn=G7 nneAGn={O}7
2° k(G) =supneA’(Gn+l : Gn) < co.
@G est totalement discontinu. On choisit sur @ la mesure de Haar telle
que m(G,)=1; on pose, pour n € 4, i,=(m(G,))" et pour ne d’, k,=
(Gpiq1:G,,) de sorte que l'on a ¢, =k,%,.

I est le dual de @, I', orthogonal de @, . Les sous groupes I, sont
ouverts et compacts, I'indice de I, dans I, est k,.
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On choisit sur I"la mesure de Haar telle que m(I'y) =1, alors m(I",) =1,,.
SizeGetsiz+0,xeG,\G,,, pour un n € 4’, on pose alors |z|=1,~1;
on pose |0]=0. La fonction (z,y) » |z —y| est une distance ultramétrique
sur @ définissant sa topologie.

On définit de méme une distance sur I

1.3. Intégrales singuliéres.

H; et 5, sont deux espaces de Hilbert séparables; Z(5#,,5# ;) désigne
I’espace de Banach des applications linéaires continues de 5#; dans 5#,.

Une application K: G -~ ZB(H;,5,) est dite mesurable si, pour tout
(By, k) € S, x 3, Vapplication xr (K(x)hy,h,) est mesurable; la con-
volution K =f, ou f est une fonction mesurable de G dans 5#;, est definie
lorsque cela est possible au sens faible. On a le théoréme suivant.

1.4. TaforEME. Soit K une application mesurable de G dans B(H 1,5 ,)
telle que K »f soit défini pour un ensemble de fonctions, &, dense dans tous
les espaces LP(G,5;), 1S p<oo.

On suppose en ouire que

1° Pour tout f € &, |K *f || Lxa, o S AallfllLxe, 20 »
2° SUDpe 48UPyeq, Sca,. |K(x—y)— K(z)|gdz = 4; < oo.

Alors, pour tout p € 11,00[, il existe une constante 4, >0, telle que, pour
tout fe &,
WK *f o, 9 < Apllf lzre, 20 5

A, ne dépend que de p, A,, A, et k(G).
De plus si p et p' sont conjugués A=A, et A,=0((p—1)"?) lorque p
tend vers 1.

Ce théoréme est la version pour les groupes totalement discontinus d’un
théoréme de Calderon et Zygmund [2], sa démonstration se trouve dans
Particle de Riviére [10].

Dans la suite, 4, désignera une constante telle que 4, =0(p*p—1)-?)
quand p tend vers 1 ou infini.

1.5. LEMME. Soit (X, ,u) un espace mesuré, u étant une mesure posi-
tive. Soit (P,),5o une famille de projecteurs de L*u) deux d deux ortho-
gonaux; soit H Uadhérence dans L*u) de la somme de leurs images.

On suppose que, pour tout p € ]1,00[, il existe C,>0 tel que pour tout
fe L¥u)nL?(u) on ait

1(Znzo 1Paf IPMHlLogy = Cplif o -
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Alors, pour tout p € ]1,00[, pour tout f € LP(u)nH, on a
IFlzogy = CplZnzo [Puf1Pilizegy o 1/p+1p" = 1.

Soit en effet P 1’application de L*(u) dans L%(u,l?) définie par Pf=
(Ppf)nzo; il résulte de I'orthogonalité des projecteurs P, que la norme
de P est 1.

Un calcul facile montre que si g=(g,),50 € L%(u,l?) on a P*g=
Snz0Pndn, cette derniére série convergeant dans L2(u).

L’hypotheése faite signifie que P se prolonge en une application linéaire
continue de L?(u) dans LP(u,1?) de norme inférieure & 4,,. Par conséquent
si g € L¥u,l?)nL?(u,l?) on a

\P *Q!ILP(,,) = Ap’”g“LP(y, i) -
Sife HNLP(u) on a f=3, 4P, f dans L*(u). Prenons g = Pf alors
Prg =3, 0Puf=f

d’ol1 le résultat.

1.6. DEFINITION. &,(I") est ’ensemble des parties E de I" telles que

E = UmeA' Ulgjg).(m) Om.f
ou

1° 02 A(m) £k, et inf{n ; pour tout m2n, A(m)=0}< o,
2° Oy, ; est une classe de I, dans I',,,,

3° Les classes C,, ; figurant effectivement dans la réunion sont deux
& deux disjointes.

Ces ensembles sont des ouverts relativement compacts, leur frontiére
a au plus un élément. La décomposition précédente d’un tel ensemble
peut n’étre pas unique lorsque infA4 = —co. Il est commode d’écrire

Cm,}' = E,n'j""rm, Sm,] € Pm+1 .
1.7. On a Kg=3,, 4 zlgjsl(m)im‘fm.ixam'

1.8. LEMME. St B € &o(I") et n € A les relations y € G, et x ¢ G, entrainent
K y(@—y) — K g(x)=0.

En effet chacun des termes de la décomposition 1.7. a cette propriété.

1.9. LEMME. Soit (E,),, une suite (éventuellement finie) d’éléments deux
@ deux disjoints de &(I"). Alors, pour tout 0 de G, 3,50 Kg,(2)[2 < co.

Math. Scand. 35 — 12
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St G est discret on a ausst 3, 0| Kg,(0)[2 < co.

Soit en effet
En = UmeA' Ulé)’slﬂ(m) (‘fn,m,j"'rm) .
Les E, étant deux & deux disjoints on a nécessairement 3, .o4,(m) <k,
pour tout me A’'. Soit z, non nul dans G:z,€ @, \G, ;; pour un
mye A’
KE,.(xO) = ZmeA’ 215151n(m) im Sn,m,j(xo) ’
m=mg
d’olt
|KE,.(x0)12 s zmleA’ zmgeA' imlimgln(ml)ln(mz)
mismg maSmy
ano |-I(E,.(xo)l2 -é Zml 2m3 imlimg ano l«n(ml)}'n(mz)
= zﬂu ng iml img kml kﬂlq

S (e bmea)® < 4igpgyy -
ms=my

et

Si @ est discret I" est compact et 3, (m(E,) Sm(I'), done 3,4 | Kg (0)| £
m(I'), par suite 3,/ Ky (0)|2< (m(I'))>.

1.10. ProrosiTION. Soit (E,),5, une suite d’éléments deux & deux dis-

joints de &o(I"). On a, pour tout p € 11,00[, et pour tout f € L @),
(X nzo Ife,Hizee = 4pllf Lo -

D’aprés le lemme précédent, pour presque tout x dans G, (Kg,(%))n0
appartient & [%. Prenons 5#,=C, 5#,=1? K(x)=(Kg () définit une
application mesurable de G dans Z(5#;,7,).

8i fe LX@), K+f=(fg,)nzo ¢t I'on a

1K *f*Lo@, 15 = Znzo IfElPrae
= Snzo SmlFOP dE < 1 IPracry = I1f IPraey -

D’autre part y € G, et z & G, entraine K(x—y)— K(x)=0 et ’on conclut
en appliquant le théoréme 1.4.

1.11. CoROLLAIRE. Soit (E,),-, une suite d’éléments deux & deux dis-
joints de &y(I) telle que m(I'\U,, o, E,)=0.
Alors, pour tout p € 11, 00[, pour tout f € L¥G), on a
Ap“INfHLP(G) S “(zngo IfE,,P)i”LP(G) = Ap”f”LP(G) .

Cela résulte de 1.5 et 1.10; en effet les projecteurs f - fz de L*@)
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sont mutuellement orthogonaux et la somme de leurs images engendre
L¥@).

1.12. DErFINITION. &(I") désigne ’ensemble des translatés des éléments
de &y(I'). Les éléments E de &(I") sont ceux qui se décomposent ainsi

E = Umea Uisision Cm,s
ol

1° 02 A(m) =k, et inf{n; pour tout m=n, A(m)=0}< oo,

2° C,,; est une classe modulo I', et, pour tout m,e 4’,

UmeA’ U 1<7<54am) Om.J
m=mqg

est contenu dans une classe modulo I, .,

3° les classes C, ; qui figurent effectivement dans la décomposition
sont deux & deux disjointes.

1.13. Lemme. Soit B € &(I).
St 2@, \G, 1, | Kg(®)| £2i,,,, st G est discret |Kg(0)| =m(I).

C’est un cas particulier du lemme 1.9.

1.14. THEOREME. Pour tout p € ]1,00[, pour tout suite (E,,f,)aze de
&I x L¥G) on a

1(Znzo 1fn*Kg,lizoey S 4pl(Znzo lfal® e, -

On a E,=E,'+¢&,, E,'€&y(I'). Le lemme 1.13. assure que pour
presque tout z de @ il y a un seul opérateur continu, K(x), de I tel que
K(x)(e,)=Kg, (x)e, ol (e,),zo désigne la base orthonormale canonique
de I2,

L’application z —~ K(x) est manifestement mesurable et, d’aprés le
lemme 1.8.,5si y €@, et z ¢ G, on a K(x—y)—K(x)=0.

D’autre part, si g=(g,)nz0 € L*G,1?) on a

Kxg(@) = (Kg,*9a(®))nzo
et aussi :

17:¢ *QHZLZ(G, 1 = ano ”KE,,'*gnnsz(G) = ano Ilgn||2L2(G') = “9”21,2(0,12) .

On peut donc appliquer le théoréme 1.4.

”(Engo IKE,.’*gnlz)}“LP(G)§ Ap”(zngo [gnlz)*”};p(o) .
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et ’on obtient le résultat en prenant g, =&, f,. En effet
KEn’*gn = EnKE,.*fn .

1.15. Ordres sur I.

On considére le sous groupe I' de IT,..(Z/k,Z) constitué des suites
dont au plus un nombre fini de termes d’indices positifs sont nuls; soit
I, 1e sous groupe de I" constitué des suites (w,,),. 4 telles que, pour tout
m2n, w,=0; on munit I" de la distance associée & la suite (I';),cq, I,
est ouvert compact.

Identifions Z[k,Z & 1’ensemble ordonné {0,1,...,k, —1}, considérons
sur I' Pordre dont la restriction & chaque I, est ’ordre lexicographique.
Soit @(I") 'ensemble des isométries de I" sur I". Soit O(I") ’ensemble des
ordres sur I" obtenus & partir de l’ordre de I’ par transport sur I" au
moyen des éléments de @D(I).

1.16. ProPOSITION. Pour tout € € O(I') et pour tout y € I' 'ensemble
{fel'; Eey et £y}
appartient a E(I').

D’apres la caractérisation des éléments de & donnée en 1.12. toute
isométrie de I" sur I transporte &(I") sur &(I); il suffit donc de remarquer
que la proposition est vraie pour I'ordre de I

Soit 4 P’application de I" dans R* définie ainsi:
h((w'n)) = ZneA’ Wpln

I’application % est croissante.

1.17. THEOREME. Soit (A,),.z Une suite croissante lacunaire & la Hada-
mard de nombres >0. Soit ¢ € D(I'), notons

En = (ho‘P)—l([lwln-rl[)s E—oo = (h°‘P)_1({O}) .
Alors, pour tout p € 11, 00[, pour tout f € L¥G), on a

Cp  Iflieey £ NZ-cogn<e fE,DHliae £ Cpllflizre

o C,< ApHp—1)-2.

Ce théoréme est vrai dans le cas ol la suite (4,),,.z est un prolongement
3 Z d’une sous-suite de la suite (7,),.,; en effet, les ensembles
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{B,— (hop)™(0)} _o<n<oo Satisfont alors les hypothéses de la proposition
1.11.

En vertu de 1.5. il suffit de démontrer 'inégalité de droite.

Supposons que A,.,/4, 26> 1 et soit K=[Logk/Logd]. Prolongeons si
besoin est la suite (i,),.4 & Z en une suite encore notée ¢, telle que
2=14,1/i, k. Chaque intervalle [¢,,i,,,[ contient au plus K intervalles
[AmsAma[; il existe done une partition de Z: Z=UJ 4, telle que

1° si n € 4, Vintervalle 14,,4, ;[ contient au moins un %,

2° 8i K>0 et si m et n sont deux éléments distincts d’un méme
4; (1=5j=K) les deux intervalles [4,,4,,,,[ et [4,,4,.,[ sont contenus
dans deux intervalles [¢,,,%,, [ et [4,,7,..,[ distincts.

Si x € R+, notons

8. f = f(how)—lao,x[) .
Posons

Jo* = Jiho oy1llin, insa

en vertu de la remarque du début nous avons

1(Znez fn*Pillzaey £ Apllfliza, -

Soit je{1,2,...,K}; si ned;, o(n) est P'entier tel que [A,,4,.,[<
[Potn)s tatmy+1[- On & alors

fE,. = S;,,,H(f) “Si,(n)(f) - (S;.,,(f) "St,,(,.)(f))
= Sz,,ﬂ(f:(n)) _Sln(f:(n))
(zneAi IfE,,‘z)* é (zneAj ISA,,.,_l(f:(n))]z)*"' (zneA, ISAnfa‘En)lz)*
done, en vertu de 1.14. et 1.16.
"(zneA, le,.Iz)*”LP(G) s 2Ap” zneA7 |fa(n)| *"LP(G') 2Ap "f"LP(G)

Etudions maintenant le cas ot j=0. Si n € 4,, o(n) et 7(n) sont les deux
entiers tels que

et

Tom) S Ay < Tomsr bew) S Ansr < Vetmyn -

On a
Fin = Sl = B+ (i) = i) = (83 ) = S ()

et ’on opére comme précédemment. On obtient

NS nea, fm,l2+ 1 fE 0o 1% Lee S 342 lline
En définitive

N2 s cosn<oo Do S (2K +3)A,%fllog -



182 : JACQUES PEYRIERE

Cet énoncé généralise un théoréme de Paley [8]. Les cas oh 4,=1, se
trouve dans [9].

1.18. LEMME. Soient (m; »)i_1,9, ..., 1;nz0 4 Suites de fonctions de L™(I")
telles que:

1° pour chaque j, m; , converge vers m; pour la topologie o(L>, L),
2° pour un p € ]1,00[, il existe B> 0 tel que pour tout n et pour toutes
fonctions f; e LXQ), j=1,2,..., on ait

"(2}-1 |F 2 my o F )M Ipe S BII(E}-l I£52)H Lo -

Alors, dans les mémes conditions

I }-1 If_l(mjgfj)lg)*”m(o) = BH(}:}-l Ifjlz)*”w(e) .

C’est une version vectorielle d’'un lemme de De Leeuw [6].

Soient 5#; et oy deux espaces de Hilbert séparables, une condition
nécessaire et suffisante pour que m: I" - B(s#,,5,) soit un multiplica-
teur de F(L?(Q,5¢;)) dans F(L?(G,5,)) est que, pour toute fe
L?n L¥Q,5#,) et pour toute g € L?'nL¥Q,5¢,), (1/p+1[/p’'=1), on ait:

1S e<m(v)-F2), 00 syl < Bllf llzaca, seolllee, s -

La démonstration est identique & celle du cas des multiplicateurs sca-
laires.

Ici nous prenons o, =#"3=C* et m,(x)=(m; ,(x));.y,s,....2- L'hypo-
thése 2° implique

[Z}-l Sl'mj,n(y)fj(‘}’)gj(y)dyl = B”f ”L?(G, ch llgnLr'(o,cl)

pour toutes fonctions f; € LPnLA(@) et g; € L*'nLA@).

L’hypothése 1° permet de passer & la limite dans l'intégrale, en effet
f30; € LNI).

Ce lemme est valable pour tout groupe G abélien localement compact.

1.19. TEEOREME. Soit (A,),.z une suite croissante lacunaire a la Hada-
mard de réels supérieurs d 0.
Soit m une fonction de R+ dans C telle que

1° |mlle, = M,
2° la variation de m sur chaque intervalle [A,,2,.,[ est majorée par M.

Alors pour tout ¢ € D(I"), pour tout p € ]1,2], mohog est un multiplicateur
de F(L?(@)).
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La démonstration est trés proche de celle du théoréme de Marcinkie-
wicz relatif aux multiplicateurs de % (L?(T)) [11, p. 232].

Etudions le cas olt I" n’est ni discret ni compact, les autres cas s’en
déduisant facilement.

La mesure image par hogp de la mesure de Haar de I” est la mesure de
Lebesgue de R+.

Introduisons les notations suivantes: soit ¢ une section de hog

E, = p([An:An)); 4, = fE,,’ 8y(f) = fvp([O,t[) >

4, = FY mohop:yg,  F(f)) .
On a

8y(f) (@) = S[O,t[ ('I’(T),x)f oy(r)dr
A, @) = S M) (9(2), 2)f 0 p(z) d .
Intégrant par parties, nous obtenons
4, (x) = Skn+1(An)(x)m(}'n+1~)_S[}.”,).,H.l[Sr(An)(x) dm(r)
d’oli, par application de l'inégalité de Schwarz et utilisation des hypo-
théses faites sur m,
14,/ @) = 2M(M|8,,, (4,)(@)12+ §1,, 100t Se(d) (@) 2 dm(7)])

Znez 14 @)|2 £ 2M(Zpez(M|84,,,(40)@)12+ i, 2012 dn) (@) [ dm()]) ) -

Si la mesure dm est atomique on a, par application de 1.14

1(Snez 140 1D Hzogy S CUPAN(Snez 14a12(M + S, 100 18m(2))) I oiay
d’olr
1(Znez 145" 1 Iy S 2MAL|(Znez 1401 HIzne

et ’on conclut par application de 1.17.

Dans le cas ol la mesure dm n’est pas atomique, on approche m au
sens ¢(L*(R+),L(R+)) par une suite m; de fonctions de R+ dans C de
fagon que chaque m; vérifie les hypothéses 1° et 2° quitte & remplacer
M par 2M et de fagon que les mesures dm, soient atomiques. Alors les
fonctions mjohop sont des multiplicateurs uniformément bornés de
FL»(G) convergeant vers mohog au sens o(L>(I"),LI")) ce qui prouve
que mohog est un multiplicateur (Lemme 1.18.).

2. Applications a certains groupes compacts.

2.1. Soient @, et @, deux groupes abéliens localement compacts et j un
homomorphisme continu de @, dans G,; j désigne I’homomorphisme dual
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de j; si u € M(@,), f(u) désigne la mesure image de u par j. On sait que
dans ces conditions (f(u))" = fio}.

2.2. LeMME. Soit H un sous groupe fermé du groupe localement compact
abélien G tel que G[H soit compact; on note x la surjection canonique de G
sur G[H et 'on suppose qu’il existe une section borélienne s de m; on note s*
Papplication de CH dans CG définie par s*(a) () = o(x —son(z)). Alors

1° Pour tout n entier =1, pour toute application y de C* dans C on a
yos*t=s*oy.

2° Si o est mesurable s*(x) Uest aussi. Si de plus on choisit les mesures
de Haar mg, mg, mg g de fagon compatible on a, pour tout p >0,

lls*()llLogy = (M m(GIH))P |[ocl| Lo, -

PREUVE. 1° est évident modulo I’abus de notations suivant: y désigne
aussil’application de (CH)" dans CH définie par («y,. . . ,06,) = 9(0q,. + +,0%p)

2°,
§o ls*(x) (@) da = (4 |a(x—son(z))? d ,
(o [s*(x)(@)|P dx = (g dmg g(u) g |x(x+ b —son(x + h))|P dmg(h)
ol u=n(x). Remarquons que n(k)=0 et que x—son(x) e H

$o ls*(x)(@)|P dz = mg, g (G[H) (g |x(h)|? dh .

2.3. LEMME. Les hypothéses sont celles du lemme précédent; 1 désigne
Uingection canonique de H dans G. Pour toute mesure ue M(H), pour
toute fonction « continue bornée sur H, on a:

8*(ox g pu) = 8%(x) *g i(u) .
En effet

8*(x) * H(u)(@) = (go(z—t—som(z—1))du(t) = xxu(x—son(z)) .

2.4. G et I' sont deux groupes duaux satisfaisant les hypothéses 1.2;
I’ est compact, c’est & dire A= —N. On considére un groupe abélien
discret denombrable I" (sans rapport avec le groupe du méme nom déja
considéré) plongé de fagon dense dans I'; on note i I'injection de I* dans
I' et j I'injection d’image dense, duale de i, de G dans G dual de I*.

Soit &,=j(@,). G est compact métrisable. On suppose que, pour
chaque 7 < 0, il existe une section borélienne o, de la surjection canonique
de G/@, sur (§/G,)/(G,_,/@,) de sorte que, posant s,=identité de & et
8,_1=8,00, pour n<0, le diamétre de s,(G/G,) tende vers O lorsque n
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tend vers —oo. 8, est une section borélienne de la surjection x,: G —
aa,.

Soit A", (G) I’ensemble des fonctions de G dans C & support dans G,,;
on identifiera une fonction & support dans @, a une fonction définie sur
a,.

Dans ces conditions, I’'ensemble de fonction U, ¢, *( ,(G)) est dense

dans tous les espaces L?(G), p € [1,0[. On suppose, en outre, que le fait
suivant est vrai: si m<n

8. (@) < 8,* (A (@) -

2.5. DEFINITIONS.
EoI) = (i~YE); Ee &y}

&I = {i-\(B); Be &

()

}
&\l = -WE); Ee&N)}yu &l

2.6. PrROPOSITION. Pour tout p € ]1,00[, pour toute suite ( f,,,]Z’,,),,zo de
LAG)yx &) on a

”(ano |fn * KE',,|2)*“LP(6) s Ap”(ano lfnlz)‘"Lp(E) .

11 suffit de démontrer ce résultat pour une suite finie avec une constante
indépendante du nombre de termes. D’aprés le lemme 1.18. il suffit de
considérer le cas ou E,=i-Y(E,), E, étant la réunion finie de classes de
sous groupes de I

Soit done N le nombre de termes de la suite et I, le plus petit sous
groupe apparaissant dans la décomposition des X,. Le support de Kp
est dans Gy. Soit f, € U,,8,,%(H (@), pour un m < M

Jon = 8m*(n),  a, € (G).
D’aprés 2.1. et 2.3. nous avons

fn *Ap = 'gm*(KE,. *00y) .
D’aprés 2.2.

(Sh-i 1 fa * K5, = 83021 1K g, * DY),
”(an=1 [fn * Kﬁ,‘lz)}”w(&'f) = (malam(@/@m))llp l:(ZnNal ]KE,. * “nlz)*"u(o)
or, en vertu de 1.14.

(-1 | K g, * oal®Hliag S Apl(Zer [0l o)

et 'on conclut par une nouvelle application du lemme 2.2.
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2.7. COROLLAIRE. L’énoncé précédent est vrai en remplagant &) par

& T).

En effet on obtient les éléments de &,(I°) en ajoutant au plus un point a
ceux de &(I"). On utilise aussi I'inégalité

Snzo IFalE)IBY £ A, 13020 IfulDHIza -

2.8. ProrosrrioN. Si f € LAG) posons f,=fr\5 _, pour n<0.
On a, pour tout p € ]1,00[, pour tout f € L¥(G),

HZnSO Ifnlz)*”LP(Ef) S 4,1 e, -

Soit f € U,, <08, *(F (@), pour tout m <my, f=8,*x) ol & € H ,(Q).
Soit x, la mesure sur G dont la transformée de Fourier est y.\r, ,>
son support est G, ; f,=f*j(u,); par conséquent, si n>m, f,=
8p¥(x * u,) en vertu de 2.3.

d’ou
© Smengo fallt = X (Smenzo 1o * #alDH)

et I’on conclut en utilisant 1.10., 2.2. et le lemme de Fatou.

2.9. COROLLAIRE. Avec les notations précédentes, pour tout f € L¥(@) telle
que f(0)=0, on a

Ap“lllfllm(&) = ”(ZnSO Ifnlz)*ul;p(é) s Ap”f”Lp(&) .
Cela résulte de 2.8 et 1.5.

R. Spector m’a communiqué une démonstration du fait suivant:
Tnsot XFnFa, €8t un multiplicateur de F(L?({)) pour tout p € J1,00[.
Cela résulte aussi des théorémes trés généraux de N. Lohoué [7] relatifs
au transport des multiplicateurs. De 14 en utilisant la technique des
fonctions de Rademacher on pourrait déduire les proposition 2.6 et 2.8.
On a préféré une démonstration élémentaire qui fournit une meilleure
évaluation des constantes.

2.10. Soit O(I") les ordres de O(I') transportés sur I° au moyen de .
11 résulte de 1.16. que pour tout & € O(I"), pour tout y € I’ les ensembles

{tel; tey) et {fel'; Eey et &£y}
appartiennent & &,(I).

2.11. TeROREME. Soit (4,),<, une suite croissante lacunaire d la Hada-
mard de réels supérieurs a 0 telle que Ay=1. Considérons une partition de
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10,1] ou 10,1[ par des ensembles de la forme 1A,,A,.1[ ou JA,,A,.1] ou
[An’}'n-rl[ ou [ln’AnJrl]- -

Soit ¢ € D(I'), soient K, les images réciproques par hopot de ces ensembles,
E_ = (hopoi)™1 ({0}) et éventuellement E,=(hopot)~1 ({1}). Alors, pour
tout p € 11,00[, 4l existe Cp,> 0 tel que, pour toute fonction f € L¥(Q), on ait

Co M @y S WX -coznser 15D zo = Collfllize -

Compte tenu de 2.7. et 2.9. ceci se démontre de la méme fagon que 1.17.

2.12. THEOREME. Soit (E,),., une partition de I telle que, pour un
p € ]1,00[, il existe B et C >0 tels que, pour tout f € L¥@),

B fllzag) = 1(Znzo 1)o@ = Clfllie -
Soit m une fonction de I dans C telle que
1° |lmll, = M,

2° pour tout n >0, il existe ¢, € O(I) tel que la variation de m| =, rela-
tivement d &, |g, soit majorée par M.

Alors m est un multiplicateur de FL?(G) dont la norme est majorée par
2MBCA,.

PreuvE. A(G) étant dense dans L?(G) il suffit de montrer que, pour
tout f € A(G),
# - m- Ff)ra@ = 2MBOA,|fllng) -

Posons 4, =fg,, 4, =F ~m-4,); & cause de ’hypothése faite sur les £,
il suffit de montrer que

II(ZM IAn'|2)*“LP(§) = 2MAp”(Zn>0 IAnlz)*“Lp(&) .

11 suffit de faire la démonstration dans le cas ou m est & valeurs réelles.
Si ee O(I) et & e I' posons

se,f(f) = zteéf(C)C7 8;5(1‘) = se,E(f)—f(é)'E .
4, = Ziem, MES()E .

Pour alléger les notations la relation d’ordre & sera notée <.
Soit >0, il existe pour chaque n une partie finie F, de E, telle que

DB Fn If(&)] < n2—n-1.

On a

On a manifestement

14,7 = e, MEFEEl ooy < nM21.
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Soit
F‘n = {El,méz,n" . "Eln,n}’ 51.7,, < Ez'n < ... < Eln.n .
Posons

5™ = FickeifEnnbm  Sin = 84, n(dn)
gij=1, 8™ =8y ,=0.

Alors
Seer, mEFEE = iy (5= )m(E;, ) -
Mais
llg;™ — 8§01 = (85,0 = 85-1,n)lzco@ = Ze,_l W<E<En IFE)I
d’olx
. ”An'_z;"h (81,1 = 85-1,n)M(&5, 0l Loo@ S 2Mn2~"
e

14, ] 1 31 n( (5j,n)*m(fj+1,n))-81,,n (EA,,,n)”.LOO(G) 2-"Mn .

En définitive, pour tout >0, on peut écrire:

An' = Zeezr,. o‘(é)ae,e(An) +wn

Seery 10O S 2M et Iyl < 2My2-nL.
Alors, I'inégalité de Schwarz donne

14,12 £ (Stery 10(E) + Mn27)(Zecr, 18, e(|(€) [} 4,) 12+ My2-—")

Zn<0 IA 'Iz S (2M+Mﬂ)(2n>0 ZGEF,, lsc.E(l“(‘E ]‘A )]2+M77)
Cuso [4a" B = MU+ (nso Deer, 19, 10(€) 11 4,) 2+ (M)t .
D’ol1, en vertu de 2.6.

Znso 140" BMs@ S (2M + Mt (|(Znso Decr, [4EAalDHIzo@ + (20)H)
d’ot

et

“(Zn>0 lAn'lz)}”LP(a) é 2M”(Zn>0 lAnlz)}”LP(a) .

2.13. EXEMPLES.

1°. Soient I%, I des groupes vérifiant les hypothéses 2.4.; alors
I x 2 et I x I'? satisfont aussi ces hypothéses; on peut prendre dans
It x I'? ]a suite de sous groupes:

IMxI? M xI? I xI?y, I, xI?,, I ,xI?,,
etc.

II;., % et TII® satisfont aussi ces hypothéses & condition que
sup;;k(I™) < o0; on prend la suite de sous groupes suivants



MULTIPLICATEURS SUR CERTAINS GROUPES ... 189

TI, Iy xTLadd?, Ty x 2oy xTTael% Ty x T2y xTLisel

YRS Y LIPS | FRYAARY LIPS NS LIRS | PRV LA
I xI? g x I3 x 1587, ete.

2°.8i D, =TI{(Z[nZ), 13,, est un sous groupe dense de D,, et les hypo-
théses 2.4. sont satisfaites.

3°. Soit 4, un groupe d’entiers a-adique (la définition de 4, se trouve
dans [4, p. 108]) tel que supa, ,/a, <oo. Z est un sous groupe dense de
4,; les hypothéses 2.4. sont satisfaites.

3. Convergence ponctuelle.

3.1. LEMME. Soit &F une famille de classes de fonctions mesurables
supérieures ou égales a 0 sur Uespace mesuré (X, o ,u), u=0 o-finte.

Soit F, une partie de F telle que tout élément de F soit approchable en
mesure par une suite d’éléments de F . Alors

esssups. zf = esssups g, f -

Par extraction de sous suites presque partout convergentes et appli-
quant le théoréme d’Egoroff on voit que tout élément de # est approch-
able presque uniformément par des éléments de &, c’est & dire Vf e &,
Ve>0,34 e, uld)<e, Yn>0,3ge F,, |f—g|<n hors de 4.

Soit F'=esssup;. #f; on sait que F=sup,.,f,.

Soit ¢>0, il existe des ensembles 4, € o7 tels que u(4,)Ze- 2™ et
tels que pour tout # > 0 il existe g, € #, tels que |f,—g,| <n horsde 4,,.
Done

SUDp>1fn S 1 +8UPL21T0

pour tout % hors de I’ensemble U4, dont la mesure est inférieure ou
égale & £. On en déduit que

F = essSupy, g, J presque partout .

Soient G et I' des groupes vérifiant les hypothéses 1.2. Il résulte des
articles de Billard [1] et de Hunt et Taibleson [5] que le théoréme de
Carleson est vrai pour G' compact.

3.2. TakOREME. Si G est compact il existe C>0 ne dépendant que de
k(@) tel que pour tout e € O(I'), pour toute f € L¥Q)

m({suPeer |8, ()l >2}) S CA||f|Prxe) -
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3.3. CoROLLAIRE. Le théoréme précédent est valable pour tout groupe véri-
Jiant les hypothéses 1.2.

L’espace L2 faible étant complet, il suffit de démontrer le résultat pour
les fonctions & support compact.
Soit f € L* @) dont le support est dans @, , sa transformée de Fourier

est constante sur les classes de I, .
Soit & € O(I"), ¢ induit un ordre ¢, de O(I'/T,). Posons

8™ =g, . 8i&ell,.

8 = 8,0

On a la propriété suivante: s,™(f) est, lorsque n <n,, une somme par-

tielle de f pour I'ordre ¢ et toute somme s,f est approchable dans L@G)

(donc en mesure) par de telles sommes lorsque » tend vers — co.
Appliquons le théoréme 3.2. & G,

M(SUDseryr, 18(f)| > 4) = m(GL)CA2 | fIPLagyy = CA*IfIPLae

et I’on conclut par application du lemme 3.1.
Soient @, I', @, I" des groupes vérifiant les hypothéses 2.4.
3.4. PROPOSITION. L’énoncé précédent est valable pour G.

Preuve. 11 suffit de considérer f € U,,(8,,*(H ,u(@)). Soit ¢ € O(I'); les
ensembles

{eel; tel et £}

sont des réunions de classes de groupes [,. En vertu du lemme 3.1. il
suffit de considérer parmi ces ensembles ceux qui sont réunions finies de
telles classes.

Soit %, (n < 0) ’ensemble des {£ € I zetet £+ {} qui sont réunions de
classes de sous groupes I',, avec m 2 n. Il suffit de démontrer que

(SuPEEQI,,IfEI >A) = Cﬂ-"””f"m(a)

SiEe¥,, E=i"Y(F) ol Ky ason support dans G,,. Pour tout m < m, < n,
J=8,%x), « € X (@), alors fp=8,* (x*Ky) (lemme 2.2.) et d’aprés le
méme lemme
SUPgeq, |[fz] = 8> (8upoxKp|)
or
m(|sp*(®)] > 1) = mgg, (G/G,,) card (|«| > 1)
d’apres 3.3.
card (sup|a* Kp| >4) £ OA~2||a|Lsq)

et I’on termine en utilisant 2.2.
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3.5. ProPOSITION. Supposons que U'on ait dans I' une suite (E,)pz0
croissante de parties finies dont la réunion est I telles qu’il existe A >0 tel
que pour tout f € L¥@)

mg(sup|fg,|>2) = A2 fIPLag) -

Alors il existe des bons ordres sur I' tels que

MGEUP 7| fieg | >4) = BA2|fIPLaq) -

Par suite les sommes partielles suivant cet ordre de la série de Fourier
d’une fonction de L¥G) convergent presque partout.

On se donne une suite (¢,),=, d’éléments de O(f"). Construisons sur I*
un ordre (<) de la fagon suivante

1° Sitek, et (¢ E,, £<C,
2° Si & et { appartiennent & E, ,\E,, £ES¢ < &¢,¢.

Cet ordre est un bon ordre sur I,
Soit
fn+1 =fE,.+1\En’ f0=on'
8(f) = fie;e<sy -

8(f) = 8., (fa) + Sz,

Alors

SiéeE,\E,_;, ona

alors
Supee;lse(f)l = sup,sup; lssn.E(fn)] +sup,, le,,' .
D’apres 3.4.
m(sup;s,, (o) >2) £ CA2|follPLe) »
d’olt

m(sup,sup;ls,, fu)l>2) < CA-2 3 |fullfra@ = CA2If 1P
et

m(supgzlss(f)] >2) £ HA+CA2|fIPLas) -

3.6. ExEmMPLE. Prenons
f: ZZ’ F:AaXAb.

Fefferman [3] a montré que 1’on peut prendre dans la proposition précé-
dente pour E, une suite de rectangles dépendant d’un paramétre; on a
ainsi construit sur Z2 des bons ordres tels que la série de Fourier d’une
fonction L%(T2) sommée suivant ces ordres converge presque partout.
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