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VERALLGEMEINERTE KONVEXE FUNKTIONEN

ERNST-AUGUST WEISS JR.

1. Einleitung.

X und Y seien zwei Vektorraume iiber R, die ein Dualsystem bilden.
Auf X und Y werden zuldssige lokalkonvexe Topologien eingefiihrt.
Einer reellwertigen Funktion f mit Definitionsbereich D(f)< X ist nach
Fenchel [4], Brondsted [2], Dieter [3] die konjugierte Funktion f* zu-
geordnet. Sie ist definiert auf

D(f"):= {ye Y| sup{{z,y)—f(x) | x € D(f)}< o0}
durch

o) := sup{(z,y) —f(x) | x€ D(f)}.

Die Konstruktion von f~ geschieht offenbar durch Hiillenbildung mit
Hilfe der durch y - {x,y)—r gegebenen Hyperebenen, die jedem (z,r) €
X x R zugeordnet sind. In Paragraph 2 koénnen wir diese Konstruktion
betriachtlich verallgemeinern: Wir setzen X und Y lediglich als topolo-
gische Réume voraus und ersetzen die Hyperebenen ganz allgemein
durch stetige Funktionen Y — R, die jedem (z,7) € X xR zugeordnet
sind, analog fiir (y,s) € Y x R. Wir stellen an sie einige in diesem Zusam-
menhang recht selbstverstdndliche Forderungen. Dann gibt es K: X x
Y - R, so daB die Funktionen durch y+ K(x,y)—r bzw. x » K(z,y)—s
gegeben sind. Wir konnen dann die Konjugierte f~ durch

[ () := sup{K(x,y)—f(2) | =€ D(f)}

angeben. »Konvexe« Funktionen sind dann im Wesentlichen die Funk-
tionen, die von den durch K gegebenen Funktionen eingehiillt werden.

In Paragraph 3 vergleichen wir Funktionen, die beziiglich verschiedener
K konvex sind; speziell ergibt sich daraus, welche K dieselben Mengen
von konvexen Funktionen definieren. Wir finden eine weitere Charakteri-
sierung unserer konvexen Funktionen.

Erfiillt die Konjugierte der Funktion f spezielle Voraussetzungen, dann
konnen wir in Paragraph 4 die verallgemeinerten Teile des Epigraphen

[f1; = {=r) e XxR| rzf(x)}
betrachten.
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In Paragraph 5 ergibt eine Anwendung unserer Theorie eine allge-
meine »infsup=supinf Gleichung« und einen Sattelpunkt-Satz fir im
iiblichen Sinne nicht konvex-konkave Funktionen. Sitze dieser Art sind
niitzlich fiir viele Anwendungen in der Spieltheorie, bei denen an eine
Vektorraumsstruktur garnicht zu denken ist.

Ich danke Herrn A. Brendsted fiir seine hilfreichen Bemerkungen zu
Satz 12 und der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir ihre finanzielle
Unterstiitzung wiahrend des Entstehens dieser Arbeit.

2. Definition und Eigenschaften der konjugierten Funktion.

2.1. Im Folgenden sind X und Y zwei topologische Riume. Jedem
Paar (z,7) € X x R sei die auf ganz Y stetige reellwertige Funktion (z,7)"
zugeordnet. Analog sei (y,s) € ¥ x R die auf ganz X stetige reellwertige
Funktion (y,s)” zugeordnet.

BemMERKUNG. X und Y koénnen auch mit der diskreten Topologie ver-
sehen sein. Daher gilt alles Folgende auch fiir Mengen und reellwertige
Funktionen ohne topologische Einschrénkungen.

VERABREDUNG. Im Folgenden sollen alle Eigenschaften, die sich auf
X beziehen, sinngemiB auch fiir ¥ gelten. Wir schreiben dies nicht ge-
sondert auf.

Sei
F(X):={f| f:D(f) >R, @+D(f)= X},
und fiir f e F(X) definieren wir
[f1s:= {(®,r)e X xR | z e D(f), r2f(x)} .

DerintTION 1. Sei f e F(X). Die (konvex) konjugierte Funktion f~ von
f wird definiert durch

D(f*):={ye Y | sup{(@.7) ()| (z.r) e[fli} <o},
f2@) := sup{(@,1)"(¥) | (@) efls}.
In Abschwichung der Eigenschaften der Hyperebenen in dualen topo-

logischen Vektorraumen fordern wir von der obigen Zuordnung der Funk-
tionen folgende Eigenschaften:

EicenscHAFT (E1). Sei (,7)e X xR, ye Y und s:= (2,7)"(y). Dann
soll gelten (y,s)” (x)=r.
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EicenscHAFT (E2). Sei x € X und r;,r, € R. Dann soll gelten r; —7, <
("I"’rz)A - (x’rl)A-
Sarz 1. Fir (z,r,),(x,r5) € X x R gilt

(x,79)" = (2,7)" +(ry;—1y) ,
speziell
(2,75)" = (2,0)" -1y .

Brewzis. Es gebe ein y, € Y, so dal mit A, := (z,7;)" und &, : = (z,7,)"

gilt
ri—7s < ho(Yo) — y(y,) -
Nach (E2) findet man fiir (y,,4,(%)), (Yo, h2(%o)) € ¥ x R die Ungleichung
ho(Yo) = ha(¥o) = (Yo, P1(Y0))™ — (Yo, hal¥o))”™ -
Mit (E1) ergibt sich also
ha(Yo) = Pa(¥o) = (Y0, P1(Y0))” (%) = (Yo, ha(¥o)) ™ () = 71—y

im Widerspruch zur Annahme iiber y,. Mit (E1) folgt die Behauptung.

KoROLLAR. Fiir fe F(X) ist f~ einfacher beschrieben durch
o (y) = sup{(®,0)" (y) —flx) | xeD(f)}.

Beweis. Fiir (x,r) € [f], hat man nach Satz 1
(x’r)A = (x»O)A_,r s (an)A ‘—f(x) .
SATz 2. Filr (xg,7,) € X x R gilt (9,79)" " () =7
Bewris. Benutzt man Satz 1, so schreibt sich (E1) mit den dortigen

Bezeichnungen (y,0)" (z)=(«,0)" (y). Nach dem Korollar ist

(s 70) " " () = Sup{(y,O)‘(xo)—(%Jo)‘ (%) ‘ ye Y}
sup {(y,0)" (%,) = (%0,0)" () +7 | ye ¥}
=7,

nach obiger Bemerkung.

Speziell gilt
0 = (24,0)"" (%) = sup{(¥,0)" (o) — (0, 0)" (%) | y€ Y} .

Also
(¥,0)" (x) £ (#,0)"(y) firalltzeXundyel.
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Analog
(,0)% (%) =2 (%,0)"(y) firallezeXundyeY.

Wir definieren nun K: X x ¥ - R durch
K(z,y) := (y,0)" (x) = (2,0)"(y) fir zeX, ye¥.
Dann ist also sowohl fiir f € F(X) die Funktion f~ durch K gegeben:
fo(y) = sup{K(z,y)—f(z) | ze D(f)},
als auch fiir g € F(Y) die Funktion g* durch K gegeben:
9" (@) = sup{K(z,y)—g(y) | y € D(g)}.

Mit dieser Funktion K hatten wir in [7] in einem spezielleren Fall
eine Theorie verallgemeinerter konvexer Funktionen ohne tatsichliche
Verwendung linearer Struktur begonnen, allerdings, ohne die hier vor-
liegende geometrische Begriindung zu bringen. Moreau gibt in [6, 4c]
nach Vorgabe der Funktion K die Definition der konjugierten Funktion
[~ von fin der wenige Zeilen weiter oben stehenden Form mit Hilfe von K.

Wir konnen offenbar auch statt (E1) und (E2) die Geltung der beiden
Sitze fordern und kommen dann ebenfalls auf die Funktion K.

2.2 Fiir f € F(X) fithren wir auBler [f], noch ein
[f1-:= {@=n) | zeD(f), r<f(x)}
und definieren auf F(X) zwei Halbordnungen:
fi <4 fe = [fide 2 (el
N <_fo = [Al- 2 [fal-.

DeriNiTION 2. Die (konkav) konjugierte Funktion f~ von fe F(X)
wird definiert durch

D(f*):= {ye Y |inf{- K(z,y)—f(x) | x€ D(f)}> — oo},
[ (y) 1= inf{- K(z,y)—f(z) | e D(f)}.

BeEMERKUNG. In Zusammenhang mit Optimierungsaufgaben, wo neben
S~ auch f~ benétigt wird, definiert man sonst die Funktion f,” durch

fy) = int{Cw,y)—f() | =€ D(f)}
= inf{(—z, —y)—fl@) | z e D(f)}
=f(-9.
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Wir kénnen nun analog zum Fenchelschen Fall (siche Paragraph 1)
folgende beiden Sitze beweisen:

Eine (untere) Schranke von fe F(X) ist eine »Hyperebene« z+
K(z,y)—s mit [f], =[x K(x,y)—s],. Es gilt:

SaTz 3. Die Punkte von [f*], und die unteren Schranken von fe F(X)
entsprechen einander eineindeutig. (y,s) € [f"], st daber die Schranke
x> K(x,y) — s zugeordnet.

Speziell ist D(f™) genau dann leer, wenn f keine Schranke besitzt.

Bewgis. Sei (y,s) € [f"],. Dann gilt fiir alle (,7) € [f],
s2f"(y) 2 K(z,y) -

d.h. . K(z,y) —s ist Schranke von f.

Umgekehrt sei x > K(x,y) —s eine gegebene Schranke von f, d.h. fiir
alle (x,r)e[f], sei r=K(z, y)—s oder s= K(z,y)—r. Dann ist aber
yeD(f") und s=f"(y), also (y,8) e [f"],.

Satz 4. Sei fe F(X) mit D(f")+Q.
Dann gilt f~* <, fund f~*"=f*, analog fir <_ und ~.

Bewzis. Sei z € D(f), dann gilt fiir alle y € D( f*) daB f(x) = K(x,y) —
f"(y), woraus folgt x € D(f~") und f(x)=f""(x), daher ist D(f"")+@
und f** <_f. Indem man dies auf f*~ anwendet, folgt fror<Lrr.

Andererseits folgt aber einfach aus f*"<_f, dal f* <, f~"*".

DeriNiTION 3. f (f) heiBt oberer (bzw. unterer) Abschluf von fe F(X)
genau dann, wenn:

Der AbschluB von [f], (bzw. [f]_.) in X x R ist [f]+ (bzw. [l‘]_)

Ist f=f (f=f), so heiBt f von oben (bzw. von unten) abgeschlossen.

Offenbar braucht nicht fe F(X) bzw. fe F(X) zu gelten. Bei dem

spiateren Gebrauch etwa des Ausdrucks f* ist f € F(X) vorausgesetzt.
Es gilt f~ =f~, da f und f dieselben (stetigen) Schranken z - K(z,y) —
besitzen.
Aus Satz 3 folgt die Beziehung

[fA]+ = n(z,r)e[f]+ [2/ g K(x’y) '_7']4- s

[f*]1, ist also als Durchschnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen.
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f~, und ebenso f~~ sind also von oben abgeschlossen, speziell unterhalb
stetig.
Nun konnen wir unsere wichtige Definition geben:

DEFINITION 4. f € F(X) ist konvex :<=> der AbschluB f hat die Eigen-
schaften f=f| D(f) und f=f"".
feF(X) ist konkav :<> der Abschlull f hat die Eigenschaften f=

fID(f) und f=f~.

BeMERKUNG. Die hier gegebene Definition fordert im Fall dualer
topologischer Vektorriume X,Y mit Bilinearform gegeben durch
K(z,y) := (x,y) einerseits weniger als die tibliche Definition, denn D(f)
braucht Punkte nicht zu enthalten, die den AbschluB f bzw. f nicht be-
einflussen. Andererseits fordert sie aber mehr, da z. B. im konvexen Fall
Unstetigkeiten nach unten nicht zugelassen sind, d.h. Punkte x € D(f)
mit f(x) +f(z). Die vorliegende Definition 4 ist aber natiirlich in diesem
Zusammenhang, wenn wir an das Ergebnis von Fenchel [4] denken: f
konvex und abgeschlossen genau dann, wenn f=f"".

SATz 5. f ist konkav genau dann, wenn —f konvex ist.

Bewris. Man zeigt die Gleichung —f~=(—f)" und folgert f~~=
—(=f)"". Daher gilt f=f~"=f genau dann, wenn —f=(—f)""=
(=f)"". Man beriicksichtigt noch —f= —f.

3. Vergleich und Charakterisierung konvexer Funktionen.

In diesem Paragraphen legen wir die topologischen Réume X und
Y,, Y, zugrunde, sowie die in jeder Variablen partiell stetigen Funktionen
K,:XxY,->Rund Ky: X x ¥y - R,

Wir bezeichnen fiir t1=1,2

EX,Y,K,):={heF(X)|3 (y,8)e Y;xR:h=K,(-,y)—s}.

3.1. Offenbar laBt sich eine Funktion fe F(X) genau dann zu einer
K ;-konvexen Funktion erweitern, wenn:

Fiir jedes « € D(f) und jedes ¢> 0 gibt es h=K,(-,y)—se€ E(X, Y, K,)
mit (y,8) € [f"],, so daB A|D(f)=f und f(x)—h(z)<e.

Im folgenden Spezialfall kénnen wir mehr zeigen:

Satz 6. Ist fe F(X) unterhalb stetig auf dem abgeschlossenen Defini-
tionsbereich D(f), dann ist f zu einer K ,konvexen Funktion erweiterbar
genau dann, wenn gilt:
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Fir jede kompakte Teilmenge T <X und jedes ¢ >0 gibt es endlich viele
Funktionen hy,. .., h, € BE(X,Y;,K,), so daf

b |D(f) = f, j=1,...,n,
und

f=sup{hy,.. b} < e auf T nD(f).

BewEers. Wir verallgemeinern Satz 7 aus [1] auf die hier vorliegende
allgemeinere Situation.

Sei zunéchst f, T'< X und ¢ wie im Satz gegeben. Zu jedem x € T'nD(f)
gibt es b, € E(X, Y, K,) mit k| D(f) < f und f(z) — h,(z) < e. Da die Funk-
tionen f—h,|D(f) unterhalb stetig sind, gibt es zu jedem z e T'nD(f)
eine in D(f) offene Umgebung U, mit f—h,|D(f) <& auf U,. Da T nD(f)
kompakt ist, gibt es endlich viele z,,...,z, € X, so daB

TnD(f)y<U,n...nU0,,.

Die Funktionen A, : = h;; geniigen dann unserer Behauptung.
Die Umkehrung gilt offenbar, weil einpunktige Mengen kompakt sind.

Wir wollen nun Funktionen aus F(X) vergleichen, die beziiglich K,
konvex (kurz: K,-konvex) sind, und beziiglich K, konvex sind.

Satz 7. Die folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) Alle fe F(X), die K -konvex sind, sind auch K,-konvex.
(b) Ist he E(X,Y,,K,), so tst h K,-konvex.

BeweEis. (a) = (b): Jedes h € E(X,Y,,K,) ist K,-konvex.

(b) = (a): Sei fe F(X) K,-konvex. Zu x € D(f) gibt es h, e E(X,Y,K,),
so daB h,|D(f) <f und f(x)— h,(x) < e. Da h, nach (b) auch K,-konvex
ist, gibt es h,’ € B(X,Y,,K,), so daB h,' £h, und h(x)—h, () < }e. Zu-

sammen gibt es also zu jedem z e D(f) ein h,' € (X, Y, K;) mit
k,' | D(f)<f und f(x) —h,’ (x) <e. Damit ist f=f"~" beziiglich K,.

Durch Wahl von K,(x,y) := {(z,y) im Fall dualer topologischer Vek-
torrdume gewinnt man:

KoOROLLAR. Die K,-konvexen fe F(X) lassen sich durch Abschluf zu
im ablichen Sinn konvexen Funktionen fortsetzen genaw dann, wenn die
he E(X,Y,,K,) im ublichen Sinn konvex sind.

3.2. Wir gewinnen weitere Aussagen durch folgende »beidseitige« Vor-
aussetzung iiber unsere beiden »K-Systeme, die in 3.2. gelten soll:
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ForperuNG (F1). Fiir ¢ =1,2 soll gelten:
Fiir alle (y;,8;) € Y; xR gibt es (y,,s;,/) € Y; xR, so daB
—Ki("y))—s = K(-,9) -3,
d.h. esist E(X,Y,;,K,)= —E(X,Y;,K,).

Die Forderung ist z. B. zu erfiillen durch die folgende schirfere Forde-
rung: Es gibt Involutionen Iy : ¥; - Y, mit

_Ki("?/i) = Ki(‘,IY‘yi) fur &lle yie Yi .

DEerinNITION 5. (a) Sei f: X — R. f heilt K -beschrinkt; fe B(X,Y,,K,);
genau dann, wenn es hy,h, € E(X, Y, K,;) gibt, so daB h, <f<h,.
(b) Die Elemente von
B (X, Y, K):= {f e BX, Y, K) | f=f*"=f bagl. K}}
heiflen B(X, Y, K,)-affine Funktionen.

Wegen (F1) konnen wir nun alle (X, Y, K,)-affinen Funktionen folgen-
dermaflen charakterisieren:

Sarz 8. f: X — R st BE(X,Y,K,)-affin genau dann, wenn: Fir jede
kompakte Teilmenge T < X und jedes £ >0 gilt: Es gibt endlich viele Funk-
tionen hy,....h, und h,....h,' € B(X,Y,;,K,;), so daf h;<f<h; fur
j=1...,n und

inf{h,",...,h,"}—sup{h,,... .h,} < e aufT.

Bewezis, (vgl. [1, Satz 4]). Statt der Funktionen f—h,|D(f) im Beweis
zu Satz 6 hat man die stetigen Funktionen %, — h, zu betrachten.

Satz 9. Die folgenden Aussagen sind dquivalent :

(a) Alle fe F(X), die K,-konvex sind, sind auch K,-konvex.
(b) B*(X,Y,,K,)=B*(X,Y,,K,).

Bewzris. (a) = (b). Sei fe B~(X,Y,,K,). Da f K,-konvex ist, gilt
f=f"" bzgl. K,. Da f K,-konkav ist, ist auch f=f bzgl. K,. Also ist
B*(X,Y,,K,)<B"~(X,Y,,K,).

(b) = (a). Es geniigt offenbar zu zeigen: f ist K,-konvex genau dann,
wenn f=f|D(f) und

f = sup{hEBA(X, Yi,K,-) l hID(f)§f} .

Dies folgt durch ein Argument wie in Satz 7, da E(X,Y,K;) <
B*(X,Y,;,K,) wegen (F1).
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Es ist nun interessant, unter welcher Bedingung die Funktionen aus
E(X,Y, K,) die einzigen auf X definierten Funktionen sind, die gleich-
zeitig konvex und konkav sind.

Es ist

falls fiir alle y,,4," € Y, mit y,+y," gilt
sup{K,(-,y;) — Ki(,y;)} = .

Diese Bedingung garantierte uns bereits in [7], da8 Funktionen mit
einpunktigem Definitionsbereich enthalten in Y, in unserer Theorie kon-
vex und abgeschlossen sind.

Ist X,Y, ein Paar dualer topologischer Vektorraume mit K,={-,-),
so ist daher B~(X, Y, K,)=E(X,Y,,K,).

4. Die Teile des Epigraphen einer konvexen und abgeschlossenen
Funktion.

Zur Vorbereitung der Paragraphen 4 und 5 bemerken wir zunéchst, dafl
wir im Fall der konvexen Konjugation immer auf dem ganzen Raum,
etwa X, definierte Funktionen betrachten konnen, indem wir den Funk-
tionen in den bisher nicht definierten Punkten den Wert + o« geben;
im Fall der konkaven Konjugation analog den Wert — oo.

Wir kommen also ganz natiirlich dazu, Funktionen aus

FX):= {f| f: X > (—o00,00)=R}

zu betrachten. Nimmt f € F(X) an einer Stelle den Wert — oo an, so ist
fo=+00. Ist f= 400, 80 ist f*= —occ. Wir betrachten demnach die
Funktion, die konstant gleich + oo, bzw., die konstant gleich — oo ist,
als konvex und abgeschlossen; und ebenso auch als konkav und abge-
schlossen.

DerFiNtTION 6. Sei fe F(X) und z,€ X.
Yo € Y heiBit Subgradient von f in z,, falls f(x,) € R und

[z K(-,y0) — K(xo,Y) +f(,) -

of (x,) sei die Menge dieser Subgradienten in x,.
Speziell kann also eine Funktion, die einen Subgradienten besitzt,
nicht den Wert — oo annehmen.

In dem restlichen Teil dieses Paragraphen setzen wir X und Y als
hausdorffsch voraus.
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DEFINITION 7. g: ¥ — RU{+ oo} heilt inf-kompakt, falls fiir alle s € R
die Menge {y € Y | g(y) s} kompakt ist.
g heiB3t inf-kompakt in Richtung x € X, falls g — K(x, ) inf-kompakt ist.

Sarz 10. Wenn g: ¥ — RUu{+ oo} inf-kompakt in Richtung z,€ X ist,
dann gibt es zu der maximalen Schranke K(x,,-)—7 von ¢ ein y,€ Y, so

daf K(xy,90) —T=9(¥o)-

Bewgris. Nach Voraussetzung ist
inf{g(y) — K(zo,y)+7| ye Y} = 0,

und in der Klammer ist g — K(x,, -) + 7 =: k eine inf-kompakte Funktion.
Nun zeigt man, da A ihr Minimum annimmt, indem man in einer nicht
leeren, kompakten Menge {y € Y | h(y) < s,} die abgeschlossenen Mengen
{y € Y | h(y) £ s} mit s <s, betrachtet.

Satz 11. Sei f: X - RU{+ oo} eine Funktion mit f=f"" und f* inf-
kompakt in allen Richtungen. Dann gibt es zu jedem xq€ X eine Schranke
K(-,y,)—s von f mit K(xy,y,)—s=Ff(x,)-

Bewes. Eine Funktion A: X — RU{+ o} besitzt in x, den Subgra-
dienten y, genau dann, wenn k(z,) € R und

K (g, y0) — h(xo) 2 sup{K(w,y,)—h(z) | x€ X},

d.h. h(zo) + k" (Yo) — K(Z,Yo) = 0.
In unserem Fall hat f*: ¥ - Ru{+ oo} die Eigenschaft

domf~:={yeY | f (y)eR} + B.

Daher gibt es zu jedem z, € X eine maximale Schranke K(x,,*)—7 von
f~. Nach Satz 10 schreibt sich diese in der Form K(x,, -) — K(xy,,) +
f*(y,) mit y, € domf”~; d.h. f* besitzt den Subgradienten z, in y,. Nach
unserer Bemerkung zu Beginn des Beweises gilt also: Zu jedem z,e X
gibt es yo€ ¥, so daB f(yo)+/""(x) — K(z,yp)=0. Wegen flz)=
f " (x,) und unserer anfanglichen Bemerkung folgt die Behauptung.

KoroLLAR. Wenn f die Eigenschaften wie in Satz 11 hat, dann ist
fX)=R.

BrispieL. Ist Y in Satz 11 kompakt, so ist f*: Y — RU{+ oo} inf-
kompakt in allen Richtungen, da f* unterhalb stetig ist.

Speziell: X', Y’ bilde ein Dualsystem, wihle X := X’ und Y kompakt
in Y'.
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DEerFintTION 8. Fiir zwei Punkte (x,,7),(2p,75) € [f], sei (xy,7)~;
(%g,75) genau dann, wenn gilt:

Ist h=K(-,y,)—s eine Schranke von f, so ist h(x;)=r, genau dann,
wenn h(x,)=r, ist.

BeMERKUNG. Jeder Punkt (z,r) € [f], mit r=f(x) besitzt bei Giiltig-
keit der Voraussetzungen von Satz 11 eine solche Schranke, ein Punkt
(#,r) €[f], mit r>f(x) jedoch nicht. Daher bilden die Punkte von
{(x,7) | f(x) <7} eine Aquivalenzklasse. Fiir die Punkte des Graphen von
f gilt

(21, f (1)) ~ f(25,f(25)) genau dann, wenn of(x,) = f (x,).

DerintTION 9. f habe die Eigenschaften wie in Satz 11.

a) p(x,r) sei die Aquivalenzklasse, die (x,7) € [f], enthilt.

b) Es gelte p(x,f(x,)) < p(%4,f(5)) genau dann, wenn of(x,) = of (x,) und
of (=) =+ of (x,)-

¢) Die minimalen Elemente in der Halbordnung heilen Extremal-
mengen.

Offenbar gilt of(x,) =N of(x;), wobei der Durchschnitt iiber alle z,
gebildet wird mit p(,,f(x,)) < p(2s.f(25)).

Die Extremalmengen brauchen nicht einelementig zu sein. Als Bei-
spiel sei nimlich Y = {y} einelementig und X nicht einelementig. Dann
bildet {(,f(x)) | x € X} eine Aquivalenzklasse, die Extremalmenge ist.

Es folgt ein Satz vom Typ Krein—-Milman:

Satz 12. Sei M <X und f: X - RU{+ o} eine Funktion mit f=f"".
f und f~ seien inf-kompakt in allen Richtungen.

Es gilt f=(f|M)"", wenn die Projektion jeder Extremalmenge auf X
mit dem Abschlufs M von M in X einen nicht leeren Durchschnitt hat.

(Wir erlauben uns, f| M: X — Ru{+ oo} gleich f auf M und + oo sonst
zu setzen.)

BewEeis. Nach Satz 3 gilt f*=(f|M)", falls f und f|M dieselben
Schranken der Form K(-,y,) —s haben. Dies ist der Fall:

Sei K(-,y,)—s nicht Schranke von f. Nach Satz 10 (f ist inf-kompakt
in Richtung y,) gibt es z; € X mit y, € of(x,). Da K(-,y,) — s nicht Schranke
ist, muB f(x,) < K(z,y,) — s gelten.

Die Mengen ¢(z,f(x)) := Up(',f(x')) (wobei die Vereinigung tiber alle
z' € X genommen wird mit p(z’,f(z')) < p(z,f(x))) sind kompakt und ab-
geschlossen wegen der inf-Kompaktheit von f in allen Richtungen. Man
definiert g(z,’, f(z,")) < g(zy, f(xy')) durch p(x,’, f(x,")) < p(xs', f(22))-
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Satz 11 und Definition 9 liefern daher mit Hilfe des Zornschen Lemmas
ein minimales Element q(,,f(x,)) mit g(x,,f(x,)) = q(x,,f(2;)) und damit
die Extremalmenge p(z,,f(,)) mit p(x,,f(2,)) = p(,,f(2;)), und fiir je-
des (z,f(x)) € p(zs.f(x,)) ist y, € Of(x) und f(z) < K(z,y,) —s. Mit der Vor-
aussetzung iiber M folgt, daB K(:,y,)—s nicht Schranke von f|J ist,
d.h., daB

inf{f(z)— K(x,y,)+s| xe M} < 0.
Da f— K(-,y,)+¢ unterhalb stetig ist, gilt auch

inf{f(x)— K(z,y,)+s| xe M} < 0,
d.h. K(-,y,)—s ist nicht Schranke von f| M.

Herrn A. Brgndsted verdanke ich folgendes Beispiel, welches zeigt,
daB die Bedingung des Satzes 12 nicht notwendig ist:

Br1spiEL. Sei X das abgeschlossene Intervall [—1,1], und das zwei-
punktige Y := {y,,y,} sei mit der diskreten Topologie versehen. K sei
gegeben durch K(z,y,) := —x und K(z,y,) := z fiir x € X. Die Funktion
f mit f(x) := |x| ist, ebenso wie f*, inf-kompakt in allen Richtungen.
Mit M := {—1,1} gilt f=(f|M)"", aber die Projektion {0} der Extre-
malmenge {(0,0)} schneidet M =M nicht.

BeMEREUNG. Sind X und Y topologische Vektorraume, die ein Dual-
system bilden, dann ist die vorliegende Einteilung in Aquivalenzklassen
die bekannte Einteilung in Teile der konvexen Menge [f],.

5. Ein allgemeiner Sattelpunkt-Satz.

In diesem Paragraphen setzen wir zwei »K-Systeme« voraus:

X, Y sind topologische Rdume und K,: X x ¥ - R ist in jeder Vari-
ablen partiell stetig; U,V sind topologische Réume und K,: Ux V>R
ist in jeder Variablen partiell stetig.

Hieraus kénnen wir weitere »K-Systeme« ableiten, z. B. das bestehend
aus den Rdumen X x U und Y x V und der Funktion

((x,u),(y,”)) g Kl(x,?/)*'Kz(u,v) ’

oder dasjenige bestehend aus den Rédumen X x V und Y x U und der
Funktion

((x;”)’(y,u)) - Kl(x»?/)"’Kz(“,“’) .
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Die folgenden drei Sdtze sind Verallgemeinerungen von Sitzen, die
fiir den Fall dualer topologischer Vektorrdume von Moreau und Joffe—
Tikomirow gefunden wurden, vgl. [5, IT 1.3].

Wir weisen nochmals darauf hin, daB das Folgende auch ohne topolo-
gische Voraussetzungen gilt; die Begriffe vkonvexe Funktion« und »kon-
vexe und abgeschlossene Funktion« fallen dann zusammen.

Sa1z 13. Sei fe F(X x U) und fir alle x € X sei u — f(x,u) konkav und
abgeschlossen (bzgl. U, V, K,). Dann ist f,~ € F(Y x U) mit
flA (y’u) 1= SUPgex {Kl(xfy) _'f(x’u)}

konvex und abgeschlossen (bzgl. X x V, Y x U, ((z,v),(y,u)) > K,(z,y) +
K2(u,v)).

Bewzss. Es ist zu zeigen, daB es ein g € F(X x V) gibt mit ¢" =f,";
wir nehmen ¢ := —f,” (gebildet bzgl. K,). Nach Voraussetzung ist fiir
alle zre X

f(x>u) = infveV { - Kz(u, v) "f2~(x’v)} .
Wir setzen ein:

f1A(?/,u) = SUPgex {Kl(z» y) - infveV { - KZ(ur 'U) —f2~(£17, ’U)}}
= SUPge x SUPyey {Kl(x’ y)+ Kz(u, ) +f2~(.'L‘, v)} .

Fiir f € F(X x U) bezeichnen wir
domf := {(x,u) | f(x,u) e R}

und z. B. die Projektion von domf auf X mit domyf. Die Voraussetzung
von Satz 13 besagt dann fiir « ¢ domy f, dal entweder f(x,-) = + oo oder

flz, )= —oo.

Fiir das Weitere benotigen wir folgende

ForperunG (F2). (X,Z,), (Y,%), (U,%), (V,?%,) sind punktierte
Réaume. K, und K, mégen die Eigenschaft haben:

Fiir alle x € X und y € Y gilt K,(x,7,) = K,(Zy,y)=0.
Fiir alle w e U und v € V gilt Ky(u,) = Ky(%,v)=0.

Solche Funktionen erhilt man leicht: Sei K': X x ¥ — R und sei ge-
wihlt Z, € X, 9, € Y. Dann ist
(x,?/) - K’(x’y) - K,(x! ?70) "K’(fo,?/) + K'@o,go)

eine solche Funktion.
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Auch Fixpunkte der in 3.2. nach (F1) angegebenen Involutionen hitten
die in (F2) geforderte Eigenschaft.
Mit (F2) folgt dann fiir f € F(X)
(1) [ (F) = sup{Ky(x,%,) - f(x) | z€ X}
= sup{—f(x) | z € X}
= —inf{f(z) | x € X}.

Dies wird benutzt im Beweis von

SaTz 14. Fir jedes u € domy f set x b f(x,u) konvex und abgeschlossen.
Bezeichne

hy) := inf{f;"(y,u) | wedomyf}, heF(Y).
Dann gilt
infxedomxf Supuedomyff(x’u) = Supuedomuf infwedomxff(x’u)

genaw dann, wenn h(iy) =h"" ()

BewEgis. Wie im Fenchelschen Fall zeigt man einerseits

infxedomxf supuedomyff(x: u) = infxeXhA(x) = _hAA(go)

und andererseits

S8UDPyecdomyf infxedomxff(x7u) = supuedomyf'—flA(g07u) = _k(yo) .

Fiir f € F(X x U) setzen wir analog zu [5]

g(y, U) = SupueU {K2(u>v) _flA (y7 u)} .

Sei domf+ @ und: Fiir alle x € X sei u  f(x,u) konkav und abgeschlos-
sen und fiir alle u € U sei x — f(x,u) konvex und abgeschlossen. Es be-
rechnet sich dann
My) = —9(y,%), yev¥,
und wir setzen noch
k@) := g(gy,v), veV.

Hat f einen Sattelpunkt in (xy,u,) € X x U, d.h. fiir alle xe X, ue U
gilt

J(@o,w) £ f(@o,u9) £ fl2,) ,

80 ist f(xy,u,) € R.

Sarz 15. Sei fe F(X x U) wie oben angegeben. Die Menge der Sattel-
punkte von f ist 0h(i,) x k(D).



VERALLGEMEINERTE KONVEXE FUNKTIONEN 143

Bewszis. Er wird aus dem Fenchelschen Fall ([5, Th. 2.3]) abgeleitet.
Wir zeigen nur das Hinreichen der Bedingung und setzen demnach
x, € oh(Y,) und u, € 0k(v,) voraus, d.h.

(2) Mgo)eR und h 2 K,(xo,-)+h(F,)

(3) k(@) eR und k = K,(u,,-)+k@©,) .

Wegen domf+ @ gibt es u’ € U, so daB f(-,u') == + oo. Daherist f;"(-,%') >
— oo, und fiir jedes y € Y ist f,"(y, -) nlcht 1dent1sch —oo. Da diese Funk-
tionen nach Satz 13 bzgl. K, konvex und abgeschlossen sind, gilt fiir

jedesy € Y, daB f,"(y,*)> —oo. Aus f,7(-, ) > — oo folgt fiir jedes y € Y,
daB

hy) := inf{f,"(y,u) | w € domyf} = inf{f;"(y,u) | we U},
und daher
(4) hMy) = fi"(y,u) firalle yeY, ueU.
Satz 13 und (3) liefern

(5) f1”" oo %) = SUPyep {Ko(%,0) —9(F0,v)} = — k(W) = h(F,) -
Aus (4), (56) und (2) folgt fir alleye Y, ue U
(6) fim@u)—f1" Fouo) Z R(y) —h(Fy) 2 Ky(%,y) -

Da f(-,u) fiir jedes u € U konvex und abgeschlossen bzgl. K, ist, haben
wir

f@o,u) = supycy {Ky(@o,y) —f1" (y,0)} .
Wegen (6) folgt hieraus

(7) f@gu) £ —f1"(Fouy) fiiralle ue U .

(1) angewandt auf f(-,u,) ergibt —fi" (7o, %) =fl(x,uy) fir alle ze X.
Dieses und (7) liefern dle gesuchten Ungleichungen

flxg,u) = —f1"(Fo, %) = f(@o,%0) = flw,up) fiir xeX, uel.
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