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MINIMAXPRINZIPE ZUR BESTIMMUNG DER
EIGENWERTE J-NICHTNEGATIVER OPERATOREN

BJORN TEXTORIUS

1. Einleitung.

In den Arbeiten [5] und [6] haben P. D. Lax und R. S. Phillips Mini-
maxprinzipe zur Bestimmung der Eigenwerte J-nichtnegativer, vollste-
tiger Operatoren im Hilbertraum bewiesen. Anliegen dieser Note ist die
Ubertragung dieser Resultate auf einen allgemeineren Fall. Die Minimax-
prinzipe lassen sich u.a. zur Untersuchung des Spektrums des Monodro-
mieoperators gewisser kanonischer Differentialgleichungen im Hilbert-
raum anwenden (siehe [7]).

Die Arbeit wurde durch Mittel der NFR unterstiitzt. Der Verfasser
ist Professor Dr. Heinz Langer sehr zu Dank verpflichtet fiir die Unter-
stiitzung, die er ihm zuteil werden liess.

2. Minimaxprinzipe.

Wir verweisen z.B. auf [3] fiir eine Darstellung der Grundbegriffe der
Theorie der J-Riume. Es sei # ein komplexer Hilbertraum beziiglich
des positiv definiten Skalarproduktes (z,y) (x,y € 5£). Der beschrinkte
Operator J sei die Differenz zweier selbstadjungierter komplementérer
Projektoren P, P_:

J=P,—P_, P, +P_=1,

wo P, P_=+0. Mit Hilfe des Operators J sei ein indefinites Skalarprodukt
[%,y] (x,y € 5) durch die Beziehung

[=, ?/] = (J:L‘, y)

erklirt. Den mit diesen beiden Skalarprodukten versehenen Raum ¢
nennen wir einen J-Raum.

Es bezeichne [#] die Menge aller beschréinkten linearen Operatoren 4
mit Definitionsbereich D(A4)=# und Wertebereich E(4)< .

Ein Operator 4 heisst J-nichtnegativ wenn [Ax,2]20, z € D(4) gilt.

Eingegangen am 20. Januar, 1974.
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Wir definieren die Mengen 2., #_, #,<# folgendermassen:
P, = | al20), 2= (o] @als0), Po=fz] [ra]=0},

und bezeichnen durch ., (bzw. .#_) die Menge aller maximalen Teil-
rdume aus &, (bzw. Z_).

Es sei 4 ein J-selbstadjungierter und J-nichtnegativer Operator aus
],
N4 ={x| xe, [Ax,x]=[z,2]=0}.

Fir zeN, setzen wir [Az,x][x,x]"1=0. Aus den Eigenschaften der
Spektralfunktion des Operators 4 ([2]) folgt, dass

[maxo(4)][mino(4)] £ 0
gilt, wobei ¢(A4) das Spektrum von A bezeichnet. Wir fiithren auch die
Bezeichnung o,(4) fir das Punktspektrum ein.
SaTz 1. Es gilt
maxo(4) = infgy, 4, sup, o[Ax,z]/[z,2],

mino(4) = supg, 4 inf, o[Ax,x]/[x,2] .

Brwrrs. Wir fithren den Beweis nur fiir den Fall maxo(4) durch.
Die Beziehung fiir mino(4) folgt durch eine ahnliche Uberlegung. Be-
kanntlich (siehe [4]) gibt es einen maximalen J-nichtnegativen Teilraum
&£ max derart, dass

AL mex < F mex,  g(4| L, mex) < [0,00)
gilt. Es sei %, der isotrope Teilraum von £ ,max, d.h.
Ly = {r| xe L, [x, L *]=0}.
Offensichtlich gilt Zy=A",n L max, Wir zeigen zuerst
maxo(4) Z sup,. o, mx{[Az,z]/[z,x]} .

Es sei A, =A|% ,msx, Durch eine von M. G. Krejn stammende Uber-
legung folgt wie in [6] fir x ¢ £, die Beziehung

[4 x,x][[x,2] S r(4,) = maxo(4).
Fiir z € &Z, ist diese Ungleichung definitionsgemiss erfiillt. Folglich gilt

(1) maxo(4) Z sup,. g, mex{[dz,z]([x,2]}
2 infg, 4, sup, o[4z,z]/[z,2] 2 0.
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Falls maxo(A4)=0 ist, bleibt nichts zu beweisen. Falls maxo(4)> 0 ist,
verfahren wir folgendermassen. Es sei & € .#, beliebig,

4 = [maxo(A4)—n, maxg(4)] (maxo(4d)>n>0)

und A(4)=AE(A), wo E die Spektralfunktion von A4 ist. Auf Grund der
Zerlegung von A4 beziiglich der Spektralfunktion gilt

(2) [Ad)x,z])/[x,x] £ [Az,x][[x,2], ze€ZL.

Fir x € ZnA" steht auf der rechten Seite 0. Aus der Beziehung [Az, 2] =
[A(4d)z,x] 2 0 folgt & <A 44, und daher steht auch auf derlinken Seite
definitionsgemaéss 0.

Bekanntlich gibt es ein maximales duales Paar {4",#} von Teilrdu-
men, so dass E(4)5 in & enthalten ist, 4~ (bzw. ) gleichméssig J-nega-
tiv (bzw. J-positiv) ist und 5 ="+ 2 gilt, wobei + die direkte und +
die J-orthogonale Summe bezeichnet. Es sei K o, der Winkeloperator von
Z € M . beziiglich diser Zerlegung, folglich besteht fiir jedes x € & die
Beziehung

x=x,+Kgox,, x,€P.

Offensichtlich gilt E(4)s# <« P < und daher E(4)? =E(A4)5#. Es folgt
AP <P und auch A(4)AN ={0}.

Das Skalarprodukt [-,-] erzeugt auf & eine Metrik, die mit der ur-
spriinglichen &quivalent ist. Somit gilt

(3) maxo(4) = sup, .»[A4(4 N LN

[Ad) (>, + K gz, ), 2, + K px.]
EENES [K_?xw K_S,ﬂx-t-]

= sup,. o [4(d),2][2,2]

Aus den Beziehungen (2) und (3) folgt maxo(4)<sup,. o [Az,z]/[x,z].
Daraus ergibt sich

Supw_,.e,@

IA

(4) maxo(4) £ infg, 4, SUP,e o [42,2]/[x,2] .

Die Beziehungen (1) und (4) beweisen die Behauptung.

BemerguNG. Im Falle 0 ¢ 0,(4) ist A" 4={0}. Sind die von Phillips
getroffenen Kompaktheitsvoraussetzungen erfiillt, so besteht der Unter-
schied zwischen Satz 1 und dem entsprechenden Ergebnis aus [6] darin,
dass hier alle % € #, betrachtet werden, wihrend Phillips nur die streng
J-positiven Teilrdiume aus ., benutzt.



108 BJORN TEXTORIUS

FoLGERUNG. Besteht fir jedes x € P, (bzw. jedes x € P_) die Beziehung
[Ax, 2] 2[4z, 2] 20 (44,4, € [£]), dann gilt

maxo(4,) = maxo(4,), mince(4,) < mino(4,) .

Bewgis.
max O'(Ao) inf_?e,l.,. SUPge & [on: x]/[x’ CL‘]

inf!fe.,l.,. SUPye [Alx:x]/[x:x] = maxa(4,),

A i

ming(4,) = supg, 4_inf,. 4[4z, x]/[2,x]
SUp g, 4_inf, o [A4,2,x]/[x,2] = mine(4,).

v

Unter dem wesentlichen Spektrum o,,(A4) des Operators 4 verstehen wir
die Vereinigung von dem stetigen Spektrum mit den Punkten unend-
licher Vielfachheit sowie den nicht isolierten Punkten aus dem Punkt-
spektrum. Wir setzen noch «,=supo,(4).

LemMa 1. Ist dim P, # = oo, 80 gilt «,20.

Beweis. Falls «, <0 ergibt die Spektralfunktion von 4 eine Zerlegung
H =1+, mit einem maximalen J-nichtnegativen Teilraum #,,
dim 5#, < co. Gemiiss Voraussetzung hat aber jeder maximale J-nichtnega-
tive Teilraum unendliche Dimension. Somit gilt «, = 0.

Die Voraussetzung in Lemma 1 sei jetzt erfiillt. Wir definieren eine
Folge (A,%(4))n-, folgendermassen. Besteht o(A4)n(x,,o) aus unendlich
vielen Punkten, so sei (4,%(4))5., die Folge dieser Eigenwerte, nach
nichtsteigender Grosse geordnet und jeder so oft geziéhlt, wie seine
Vielfachheit angibt. Enthilt o(4)n(x,,00) genau N (0 <N <o) Eigen-
werte, jeder entsprechend seiner Vielfachheit oft gezdhlt, so seien im
Falle N >0, A,+(A4),...Ay1(A) wie oben definiert, und es sei

Aia(A) = A,e(d) = ... = &y

im Falle N =0 setzen wir ,*(4)=4*(4)=...=0u,.

Entsprechend werde die Folge (4,~(4))_, mit Hilfe von «_=info,(4)
definiert. Mit der in Satz 1 benutzten Methode konnen wir einige Mini-
maxprinzipe zur Bestimmung der Folgen (4,*(4))q., beweisen.

SaTz 2. Es gilt (ne Z,)

At(4) = infg, 4, inf, gy  sUp,y {[4%,7]/[xx]},
dim ¥ =n-1 [x, ¥ 1=0

Ay(4) = SUPge 4 SUDPy c & lnfxe.? {[Ax’ z]/[xax]} .
dim ¥ =n-1 [z, ¥ 1=0
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Bewzis. Wie in Satz 1 fithren wir den Beweis nur fiir die Folge
(Ap*(4))y-, durch. &, max bezeichne dabei denselben maximalen J-nicht-
negativen Teilraum von 5 wie dort. Wir betrachten zuerst den Fall,
wo o(4)N(x,,) aus unendlich vielen Punkten besteht, bezeichnen ein
Eigenelement, das dem Eigenwert A,*(4) entspricht, mit ¢,* (ne€Z,)
und die lineare Hiille von ¢,*,...,¢,* mit ¥,. Die Teilrdiume ¥, sind
gleichmissig J-positiv, und folglich gilt fiir jedes ne Z, :

L mex = ﬁ”l'}'%{?l )

wo ¥, , das J-orthogonale Komplement von ¥,_, in %, max bezeichnet.
Offensichtlich gilt 4%, _,=%,_,, und da 4 J-selbstadjungiert ist, gilt
auch A¥, <%, ,.BEssei 4, ;=4\, ,. Fir x € ¥, _, folgt wie oben

[An—lx’x] é ra(An—-l)[x’x] ’
und da r,(4,_;)=4,1(4) gilt, ist die Ungleichung
[y, z][[, 2] = 2,%(4)

fir z & 2, erfillt. Fir xe P, gilt dieselbe Ungleichung definitions-
gemiss. Somit ergibt sich

(8) 0 = p,H(4) = 4,7(4),
wobei

pat(A4) = infg, 4 inf,_ o  sup,, {[42,2]/[x,x]}
dim ¥ =n-1 [z, ¥ ]1=0
definiert ist.

Wir betrachten jetzt den Fall, wo o(4)N(x,,00) aus hochstens endlich
vielen Punkten besteht. Ist dabei «, >0, so ldsst sich der obige Beweis
auch auf diesen Fall mit Hilfe der Spektralfunktion von A4 ibertragen.
Der Fall x, =0, N =0 ist in Satz 1 behandelt. Nur der Fall «, =0, N >0
bleibt zu behandeln. Die Behauptung fiir A,+(4),...,4%,,(4) ergibt sich
aus der obigen Uberlegung. Da weiter die Folge (u,*(4))., nichtnegativ
und fallend ist, folgt die Behauptung.

Es sei % e .4, beliebig. Um die umgekehrte Ungleichung fiir alle
2,+(4) >0 zu beweisen, wihlen wir Intervalle

An = [)'n+(A)"a:)'1+(A)]: 6>0,

mit der Eigenschift, dass 4,,%(4) ¢ 4,, gilt, falls m >n und 4, %(4) <1,*(4),
und setzen A(4,)=AE(4,). Es gibt ein maximales duales Paar {4",,Z,}
von Teilriumen mit den in Satz 1 angegebenen Eigenschaften. Offen-
sichtlich entspricht jeder (n — 1)-dimensionale Teilraum ¥~ von £ einem
(n—1)-dimensionalen Teilraum ¥ von £, . Auf Grund des wohlbekann-
ten Minimaxprinzips gilt
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AH(A) = infy. SUD,ep, [A(A0)2,,2,)[[2,2,])

dim ¥“=n-1 [z, ¥"]=0

und daraus folgt (vgl. (3))

(6) A *(A) £ inf, Sup,ee  ([4(4,)x,2]/[2,2]) .
dim ¥ =n-1 [z, ¥ 1=0

Durch die Beziehung (6) und die Abschitzung
[4(4,)z,z]/[x,x] £ [Az,z])/[z,x], xe€ZL,

ergibt sich die Behauptung. Der Satz ist somit bewiesen.

FoLGERUNG. Besteht fiir jedes x € P, (bzw. jedes x € P_) die Beziehung
[4z,2] 2 [Agr,2] 2 0, (4o 4,€[H]),
dann gelten die Abschdtzungen
M) 2 Ay, (baw. A, 7(A) SA,7(4y) (meZ)).
Wir bezeichnen die Menge der approximativen Eigenwerte des Operators

A € [5£] mit oy(4). Jeder Randpunkt von o(4) gehort zu oy(4).
Die Beziehung

0o(A145) \{0} = 0o(424,)\{0} (4, 4,€[H#])

ist leicht verifizierbar und gilt auch fiir die Spektra, falls diese reell sind.
Durch eine einfache Rechnung ergibt sich daraus fiir einen J-nichtnega-
tiven und folglich J-selbstadjungierten Operator A die Beziehung

o(A) = o((ATWI(ATN) .

Gehort A =0 nicht zum Punktspektrum des Operators 4, so haben offen-
sichtlich die Eigenwerte dieselbe Vielfachheit beziiglich 4 wie beziiglich
(AJNWJ(AJ)} Das in der Arbeit [5] angegebene Minimaxprinzip lésst sich
jetzt verallgemeinern.

Sarz 3. Der Operator A € [H#] ser J-nichtnegativ, 0 ¢ o,(4). Dann gilt

(7) maxo(4) = suP,egannile 2](I(47)Hl)2},
ming(4) = infxeR[(AJ)i]{[x’w](”(AJ )'}x”)~2} ’

(8) A,*(4) = MmaXy R min, - {[z,2]((47)|)-%}, neZ,,

ln-(A) = mingcyl_%[(AJ)i] maxXyey {[x:z](“(AJ)_*x”)_a}’ n e Z+ .
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Beweis. Es gilt
SUPe preant {[©:7](I(4T) )2} = maxo((AJ)}J(4J)}) = maxa(4) ,
inf,e preamyy {2, 2)(I(AJT)¥2]|)~2} = mino((4J)HJ(AJ)F) = mino(4).

Somit ist (7) bewiesen. Fiir den Beweis von (8) verweisen wir auf [5]
und die obige Bemerkung iiber die Vielfachheit der Eigenwerte.

ForaerUNG. Unter den Voraussetzungen des Satzes 3 gilt

IH(A) = maxy _ pyy min, - {[z,z]/[A-2x,2]},
dim ¥"=n

A~(A) = miny _ p 4y max, - {[z,2]/[[A2,2]}, neZ,.

dim ¥ =n

Brwris. Wir beweisen nur die Behauptung fiir 1,%(4). Es gilt R(4)=
R(AJ)< R((AJ)}). Somit bestehen die Beziehungen

maXy — p4y Ming. - {[#,2]/[42,2]}
dim ¥ =n

= max,/c R(4) mian‘V {[x’ x](“(AJ) —}x”)“z}
dim ¥ =n

IIA

mangcy[R(AJ)ﬂ min, - {[x,x](”(AJ)'*xn)-z} = A,%(4) .
m =N

Wir fithren den Beweis der umgekehrten Ungleichung nur unter der
Voraussetzung, dass o(4)N(x,,o0) aus endlich vielen Punkten besteht.
Die anderen Fille lassen sich wie im Beweis des Satzes 2 behandeln —
fir «, >0 benutzt man dabei wieder die Spektralfunktion. Es seien die
Elemente yp, (¢ € Z,) durch die Beziehungen

(AJPR T (AT )y, = A+ (A)y,
erklirt. Wir bezeichnen die lineare Hiille von . . . ¢, mit ¥, und setzen
#; = (AT}, .
Offensichtlich gilt dim¥,, =dim ¥, =n, #, < R(4). Es sei weiter

v’ = (A)y, (ieZ,).
Daraus folgt
Ay = (AJWMATRI (AT )y, = A+ ( Ay,

und wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, dass
(v 'l = 0, 1 st,ksn

(055=1 wenn ¢=Fk, und d;, =0 sonst) gilt.
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Jedes z in ¥, hat die Darstellung =37, x;%,". Es folgt

[z, ] . i lovg?

mmxey,,{m TS O (A)) g P

t=1

= An+(A) ’

maxgc 3 4 ming - {[x,2]/[A"2,2]} 2 1,+(4) .

Die Behauptung ist somit bewiesen.

Wenn man [5, Lemma 4.3] beachtet ergibt sich die Folgerung zum
Satz 2 auch aus Satz 3.
Der Operator A €[5#] sei J-nichtnegativ. Wir fithren die Bezeich-
nungen
0y(4) = 0(4) n[0,00), 0y(d) = o(4) N (—o0,0]
ein.

BrnavupTUNG 1. Gilt far alle x € #

[Az,x] = [4dgz,2] =2 0 (44,4, € [#£]),

ming,(4,) > 0, maxoy(4,) < 0,
80 gilt
maxo(4,) = maxo(4,), ming,;(4,) = ming,(4,)
und
mino(4,) £ mino(d,), maxoy(d;) £ maxagy(4d,) .

BrwErs. Gemiss Voraussetzung ist A4 =(maxoy(4,), mingy(4,)) nicht
leer. Es folgt somit

[(do—oal)x,2] 2 0, xeHl, xed,

(gemiss [2]) und daher hat auch der Operator 4, dieselbe Eigenschaft.
Folglich (siehe [2]) gehort 4 zur Resolventenmenge von 4,, d.h. est gilt

minoy(4,) = mine,(4,), maxoy(4,) £ maxoy(d,).

Die iibrigen Aussagen sind bereits in den Folgerungen zu Satz 1 enthalten.

Wir sind jetzt imstande, die Lage der Spektren der Operatoren A
und JA4 zu vergleichen.
BenAUPTUNG 2. Ist der Operator A € [5#] J-nichinegativ, so gilt

—maxo(J4) £ mino(4) £ maxe(4) £ maxo(J4).
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Beweis. Es gilt ¢(4)=0[(JA)}J(JA)}]. Somit bestehen die Beziehun-
gen

maxo(4) = maxo[(JARS(JA)R] = supy,((JA)J(JA)z,z)
= SUPpy- [(JA)w, (JA) ] < supp_,||(J4)k|?
= SUPjy-1 (JA%,2) = maxo(J4).

mino(4) = mine[(JARJ(JA)] = infy,_, ((JA)J(JA)tz,z)
= infyy_; [(JA)tz,(JA)tx] 2 infy,_,(—||(JA4)k|?)
= —maxa(J4).

Die Folge (4,(J4))-, ist analog der Folge (4,*(4))y, erklart.

Benavptunag 3. Istder Operator A € [5#] J-nichtnegativ, so gilt (neZ.,)

Bewzis. Die Behauptung folgt aus der vorigen Uberlegung und den
Beziehungen

A H((JANRJ(JA)) = max,, min,, o ((JARJ(JA)iz,z),
dimPL=n  |ul=1
A, ((JAWJ(JA)E) = ming, max,. o ((JARJ(JA)iz,z).
dim L=n =1
Gilt [4,z,x] 2[4z, 2] 20,2 (Ag, A €[]),und dim R(4,—4,) =g < oo,
so folgt somit aus Satz 2 und Behauptung 3 mit Riicksicht auf wohl-
bekannte Ergebnisse iiber endlichdimensionale Stérungen

2'n+q(J‘40) é }'n(JAl) "<‘ }‘ —q(JA )
Int(Ay) £ A(JAp), A7(4y) 2 =2,(J4,)  (k=0,1),
Z’n_(Al) é Anm(Ao): 2n+(A0) é l +(A1) .

FoLcERUNG. Der Operator A € [#] sei J-nichtnegativ, 0 & 0,(4). Gilt
wetter dim# =N < oo, dim R(P_) =, so besteht das Spektrum von A aus
% negativen und N —x positiven Eigenwerten, und es bestehen die Bezie-
hungen
A (JA), n=1,2,...,N—=»,

—Ayewin(J4), n=1,2,.. . ,x

Bewgris. Das negative Spektrum des Operators 4 besteht bekanntlich
aus x negativen Eigenwerten, jeder Eigenwert seiner Vielfachheit ent-

Math. Scand. 35 — 8
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sprechend oft gezahlt. Wir benutzen Behauptung 3 und die Beziehung
o[(JA)]=0(A"1)=0(JA1), um die Abschétzung

A —umnsr ()] = 2,747 = 4,(JA7Y) = [Ay_pn(JA)],

n=1,2,...,N —x zu erhalten. Eine entsprechende Abschitzung gilt fiir
die negativen Eigenwerte.
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