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SOUS-DIFFERENTIABILITE DE FONCTIONS
CONVEXES A VALEURS DANS
UN ESPACE VECTORIEL ORDONNE

MICHEL VALADIER

Introduction.

On se propose d’étendre deux théorémes de Moreau [8], sur la sous-
différentiabilité d’une fonction numérique convexe continue en un point.
L’étude de la sous-différentiabilité des fonctions convexes & valeurs dans
un espace vectoriel ordonné n’a, & ma connaissance, été abordée que par
Raffin [10]. Le principal résultat obtenu est, lorsque la fonction est
continue, 1’existence d’un sous-gradient et la compacité du sous-diffé-
rentiel, mais cela pour I'espace R! et quelques autres cas qui 8’y rame-
nent. Nous obtenons ici des résultats qui s’appliquent notamment aux
espaces LP.

Soit £ un espace vectoriel réel, C' une partie convexe de E et z, un
point de C. Soit F un espace vectoriel ordonné. On note < P’ordre, et
F, ensemble des éléments 2 0. On sait que x>y équivaut s x—y e F_,
et que F, est un cone convexe pointé saillant (c’est & dire, F . n(—F,)=

{0}).

D#riniTioNs. On dit qu’une fonction f: C' — F est convexe si quels que
soient & € [0,1], et y appartenant & C, on a

flax+(1-a)y) < of (@) +(1—0)f(y) .

On dit que p: E — F est positivement homogéne si quels que soient
zel et AeR,, on a p(ix)=Ap(x). On dit que p est sous-additive si,
quels que soient z et y, on a p(x+y)<p)+p(y). On dit que p est
sous-linéaire si elle est positivement homogéne et sous-additive; elle est
alors convexe.

Recu le 1 juillet, 1970.
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2.

DiFiNITION. On appelle sous-gradient de f en z,, toute application
linéaire T': £ —~ F (continue si ¥ et F' sont topologiques) telle que pour
tout x€C, T(x—=x,) =f(x)—f(x,). L’ensemble des sous-gradients est
appelé sous-différentiel et noté of (x,).

Si E et F sont topologiques, mais si on veut I'oublier (c’est a dire,
considérer les espaces vectoriels sous-jacents), on précisera sous-gradient
(ou sous-différentiel) algebrique. Cela se produira dans le théoréme 6.

Le résultat suivant est classique pour les fonctions numériques et se
démontre pareillement.

ProrosiTiON. Soit I un intervalle de R, ¢: I — F une fonction convexe
et dge L. Alors, sur I\ {A}, la fonction

A b (@(2) = @(2)) /(A= 2o)
est croissante.

3.
La définition suivante est justifiée immédiatement apres.

DfrintTION. Si dans F toute suite décroissante minorée a une borne
inférieure, et si C—=x, est absorbant dans E, on appelle dérivée direc-
ttonnelle de f dans la direction h (pour tout h € E), et on note f'(z,,h),
Pélément de F égal &

inf {(f (o + AR) —f ())/A | >0, 2y +Ah € C} .

JUsTIFICATION., Pour définir f'(x,,%) il suffit de prendre la borne
inférieure de

{(f (%o +2Auh) = [ (o)) /2, | m € N}

ol (4,) est une suite décroissante tendant vers 0, telle que 1,>0 et
2o+ Aok € C. En effet on obtient, d’apres la prop. 2, une suite décroissante
et minorée dans F (par exemple par (f(z,)—f(xo—uh))/u pour >0
suffisamment petit pour que x,—uh € C).

REMARQUE. Il n’est pas sir que (f(x,+4,h)—f(2,))/2, converge vers
J'(xg,h). Cf.le lemme 8 ci-dessous.

ProPOSITION. Sous les hypothéses de la définition précédente, la fonc-
tion b f'(xy,h) est sous-linéaire.
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DimoNSTRATION. Elle est évidemment positivement homogéne. Mon-
trons la sous-additivité. Soit (4,) une suite décroissante de nombres
> 0 tendant vers 0, et telle que 4, soit assez petit pour que x,+ 244k, et
%o+ 24k, appartiennent & C (comme C est convexe cela entraine
%o+ Ag(hy+hy) € C). On a, par convexité

f(@o+ A (By + ) — f () < J (@424, Ry) — f(2o) +f(xo + 22, hg) — f ()
i = 21, 2 :

n

Désignons par a, et b, les deux derniers termes. Les suites (a,) et (b,)
sont décroissantes et minorées. On a inf, (a,+0b,)=inf, , (a,+0b,), car,
si 'on note sup(n,m)=p et inf(n,m)=q, on a

ap+b, S ay+b, S ayt+b, .

D’aprés Bourbaki [3, ch. VI, § 1, n° 8, prop. 6, p. 12] on a

inf, ,(a,+b,) = infa,+infbd, .
Par suite

f'(@o,hy+ o) < inf(a,+b,) = infa,+infd, = f'(xg,hy) +f' (2o, hg) .

4.

ProrosirioN. Sous les hypothéses de la définition 3, pour qu'une appli-
cation linéaire T': E — F soit un sous-gradient de f en x,, il faut et il suffit
que, pour tout h € B, T(h) S f'(xq, k).

DEmoNsTRATION. 1) Supposons T'(k) < f’(x,, k) pour tout k. Soit x € C.
Alors T'(x—xy) S f' (g, & — o) S f(x) —f(%). La derniére inégalité résulte
de la définition de f'(z,, *).

2) Soit T' un sous-gradient. Soit & € E. Pour tout 1>0 assez petit
pour que zy+iheC, on a T(AR)Sf(xy+Aih)—f(x,), dou T(h)<
(f @0+ 1)~ (o)) 4 b T(R) <f" (o ).

5.
Rappelons une définition (cf. Peressini [9, déf. I1-1-2, p. 61]).

Dérinirion. Un espace vectoriel topologique ordonné est dit normal
#il existe un systéme fondamental de voisinages de 0,7, tel que V € ¥,
ze V et y e V entrainent [x,4]< V (ol on note [x,y] I'intervalle au sens
de Pordre d’extrémités = et y: {z | x<z<y)).

Par exemple dans les espaces L?, les boules centrées en 0 ont cette
Propriété.
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Rappelons aussi qu’on appelle treillis vectoriel complet (ou selon Bour-
baki [6, ch. 2, § 1, n° 3], espace de Riesz complétement réticulé) un espace
vectoriel ordonné filtrant ol toute partie non vide majorée a une borne
supérieure.

Rappelons, pour la commodité du lecteur, le théoréme suivant. (Cf.
Peressini [9, prop. 1I-2-1, p. 78]. On peut reprendre la démonstration
du lemme de Meyer [7, p. 271].)

THEOREME. St F est un treillis vectoriel complet, By un sous-espace de E,
p: E -~ F une fonction sous-linéaire, Ty une application linéaire de K,
dans F majorée par p, alors il existe un prolongement de Ty a E, T, qui est
linéaire et majoré par p.

6.

THEOREME. Si E est un espace vectoriel topologique et F un espace
vectoriel topologique ordonné normal qui soit un treillis vectoriel complet,
St Ty € C et si f est continue en x,, alors le sous-différentiel algébrique est
identique au sous-différentiel topologique of (x,), et c’est une partie convexe
non vide équicontinue de £ (E,F). De plus on a la formule

f'(xg,h) = max{T(h) | T € of ()} .

D#MONSTRATION. Il est évident que df(x,) est convexe. Soit ¥ un
systéme fondamental de voisinages de 0 dans F ayant la propriété de
la définition 5, et V € ¥". Soit U un voisinage symétrique de 0 dans ¥
tel que 2o+ U =C et que

2—2,€ U = f(x)—f(x)) eV 0 -V.

Alors si 7' est un sous-gradient algébrique, et si he U, on a T(h) <
f@o+h)—f(xg), et T(—h)=f(xo—h)—f(zy), d’out T'(h)2f(xo) [ (xo—h).
11 en résulte

1 T(h) € [f (o) —f(@o— k). f (%o +h) —f ()] 5

d’ott T (k) € V. Cela prouve que les sous-gradients algébriques sont con-
tinus et forment une partie équicontinue. KEtablissons la formule.
D’aprés la proposition 4 il reste & montrer que pour % fixé il existe
T € of (x,) tel que T'(h)=f"(xy,k). Or soit Ty I'application linéaire de Rk
dans F définie par Ty(Ah)=Af"(x,h), pour tout AeR. On a T (ih) =<
[ (%o, Ah), quel que soit le signe de A, car f'(xy, —h) = —f'(%g,h). D’aprés
le théoreme 5, T, se prolonge & E en gardant la majoration par f'(x,, *),
ce qui, grace encore & la proposition 4, donne un sous-gradient ayant la
propriété désirée.



SOUS-DIFFERENTIABILITE DE FONCTIONS CONVEXES ... 69

REMARQUE. Les hypothéses topologiques ne sont pas nécessaires pour
montrer 'existence d’un sous-gradient algébrique; il suffit que C—=,
soit absorbant et que F soit un treillis vectoriel complet.

7.
Rappelons une définition de Raffin [10, 2*™ partie, p. 8]:

DfriniTION. Lorsque E et F' sont des espaces vectoriels topologiques,
on dit que f est sous-différentiable réguliére en x,, si pour tout y' e F '
(le cone positif du dual de F), on a

Y 00f (%) = 0(y'of )(,) -

REMARQUE. L’intérét de cette notion réside dans le résultat suivant.
Raffin [10, 2*™° partie, p. 20] a montré que, si f:E >R et g: E — F
sont convexes continues, si & réalise la borne inférieure de {f(x) | g(x) < 0},
si g est sous-différentiable réguliére en #, et sous une hypothese dite
de régularité, il existe: a’' € df (&), T € dg(Z) et 2’ e F_' tels que ' =2z"oT
et (z',g(&))=0. Les contraintes vectorielles avaient déja été considérées
dans Arrow, Hurwicz, Uzawa [1], mais, pour obtenir des résultats, il
fallait en général supposer I'intérieur de F, non vide (ce qui n’est pas
vérifié pour les espaces LP).

CoROLLAIRE. Sous les hypothéses du théoréme 6:

1) Si F est localement convexe séparé, si les intervalles [x,y] sont faible-
ment relativement compacts, of (x,) est relativement compact dans & (E,F,).

2) Si de plus F est fermé, of (x,) est compact dans L (E,F,), et si F
est faiblement séquentiellement complet, f est sous-différentiable réguliére
en .

Ici F, désigne l'espace vectoriel F muni de la topologie o(F,F’), et
Z(E,F,) désigne I'espace vectoriel des applications linéaires continues
de E dans F, muni de la topologie de convergence simple.

DimonsTrATION. 1) On remarque que 9f(x,) reste équicontinue dans
Z(E,F,). D’aprés la formule (1) de la démonstration du théoréme 6,
pour tout he U, {T(h)|T € df(x,)} est contenu dans un intervalle.
Comme U est absorbant, cela est vrai pour tout k€ E. La conclusion
résulte du corollaire de la proposition 4, chapitre 3, § 3, n° 5 de Bour-
baki [5] (c’est une conséquence facile du théoréme d’Ascoli).

2) 8i F, est fermé, d’aprés la prop. 4,
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of (@) = MpeglT € L(E,F) | T(h) < f'(20,h)}
= nheE{T € °(Z(-E:-F') l T(h) ef’(xOsk)—F+} s

donc 9f (x,) est fermé dans Z (%, F), donc compact. Montrons que f est
sous-différentiable réguliére en z,. Soit ¥’ € F,’. Comme I’application
T y'oT est continue de L (E,F,) dans E, (c’est & dire, £’ muni de
o(B',E)), y' oof(x,) est compact. Il est aussi convexe et trivialement
contenu dans d(y'of )(x,). Soit he E. On sait que le maximum de
{+,hy sur o(y'of)(x,) est (y'of)(xy,2). On va montrer qu’il existe
T € of (zy) tel que {y' oT,hy=(y'of) (x4,k). D’aprés Hahn-Banach cela
établira 1’égalité y'odf (x,) =0(y of )(2,). Il existe, d’aprés le théoréme 6,
T € of (x,) tel que T'(h)=f"(xy,k). On a

Y'oT by =y, T(h)) = Y'.f ()
= <y,> lnf(f(x0+/1nh) '—f(x()))/}‘n> ’

ol (4,) est une suite décroissante tendant vers 0 de nombres >0, telle
que zy+Agh € C. D’apreés le lemme 8 ci-dessous la suite

(.f(xo'i'lnh) —f(xo))/ﬁ'n

converge dans F, vers sa borne inférieure. Done, comme ¥’ est continue
et positive:

Yol by = inf (Y’ (f(@o+ 2 h) —f(@0))[An) = (Y of) (o, ) .

REMARQUE. Si F est semi-réflexif, et normal, les intervalles sont bornés
donc faiblement relativement compacts. Si F est un espace L', les
intervalles sont des parties équi-intégrables, donc faiblement relative-
ment compactes.

8.

LeMME. Si F est un espace localement convexe séparé ordonné normal,
faiblement séquentiellement complet, si F est fermé, et si (a,) est une suite
décroissante minorée dans F, elle admet une borne inférieure b, et a,, con-
verge faiblement vers b.

DfmonsTrRATION. 1) Montrons d’abord que F'=F/—F,. Soit
2’ € F'. Soit V appartenant & ¥~ (cf. définition 5) un voisinage de 0
tel que 2’ € V°. Ona V=(V+F, )n(V-F,) dou

VO = ((V+F,)0u (V—F.))

(co désigne l'enveloppe convexe fermée). Comme (V+F ) et (V—F,)°
sont convexes faiblement compacts, car contenus dans V0, on a
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VO = co((V+F,)0U (V—F,)).

Il existe donc A€[0,1], 2,/ € (V+F,)° et 2, € (V—F,)° tels que 2z’ =
Jz,"+(1—2)zy'. 1l reste & remarquer que (V+F,)0cF, et (V-F,)0<

_" (avec la définition du polaire de Bourbaki [4, p. 92]).

2) D’apreés le 1) tout 2’ € F' est de la forme 2'=2,"—z,’. avec 2, € F,'.
Les deux suites ({z,,@,))nen sont décroissantes et minorées, done
((#',8,))nen converge. Cela signifie que (a,) est faiblement de Cauchy.
Soit a,, sa limite. Montrons que a., est borne inférieure. On a,

ay € {a, | pzn} < a,—F,,

d’olt ¢, =a,, Yn. Siz est un minorant de (a,), on a a, ez+F,, d’ou
a,€2+F, et Oop = 2.

REMARQUE. Pour ce lemme cf. Peressini [9, p. 92]. On peut appliquer
ce lemme aux espaces L?, 1<p<oo. (Pour p>1, LP est réflexif. Or si
F est semi-réflexif il est faiblement séquentiellement complet, car une
suite de Cauchy faible est bornée. Et il est connu que L! est faiblement
séquentiellement complet.) Toutefois il est plus simple, dans ce cas,
d’utiliser le théoréme de Lebesgue.

9.

La proposition suivante n’est que la reprise de Bourbaki [4, ch. II,
§ 2, n° 10, prop. 21, p. 60] et sera utile dans la démonstration du théo-
réme 10,

Prorosrrion. Si E est un espace vectoriel topologique et F un espace
vectoriel topologique ordonné ow tout intervalle [x,y] est borné pour la topo-

logie, et si f est majorée au voisinage d’un point de G, alors f est continue
sur C.

DimoNsTrATION. 1) Montrons d’abord que si f est majorée au voisi-
nage de x, € G, f est continue en Z,. On peut supposer x,=0 et f(z,) =0.
Soit U un voisinage symétrique de 0 dans E contenu dans C, et z€ F
tel que x € U entraine f(x)<z. Soit ¥ un voisinage de 0 dans F. Il
existe £e]0,1] tel que & —z,2]<V. Montrons que zecU entraine
f(@) ee[—2,2]. En effet si 2€elU, elze U et z=ce-lz+(1—¢)0, don

J(@) < ef(ez) < ez.
De plus

—elzelU et 0= (1+&)(e(—c'2)+2),
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d’ou
0 = (L+e)(ef (— e a) +f(x))

f@) 2 —¢ef(—¢elx) 2 —ez.

2) Soit maintenant ¥ un point quelconque de €. On va montrer, en
conservant les notations précédentes, que f est majorée sur un voisinage
de y. Il existe p>1 tel que u=gy appartienne & €. Posons A= 1—p-L
Soit H ’homothétie = - Az + (1 —A)u. Elle est de rapport A< 1, de centre
u, elle transforme 0 en y et U en un voisinage H(U) de y. Pour les
points H(z), z€ U, on a

fH@) £ M @) +1-Df () £ 2+(1-2)f(u),
ce qui signifie que f est majorée par z+ (1—42)f(u) sur H(U).

et

10.

TrfoREME. 1) Soit E et F des espaces vectoriels topologiques. On
suppose que dans F tout intervalle [x,y] est borné pour la topologie. Alors
si f est majorée aw voisinage d’un point x, € G, il existe un voisinage V
de 0, contenu dans G —x,, tel que U {of () | © € 2o+ V} soit équicontinue.

2) Si de plus F est un espace localement convexe séparé, st F, est fermé,
st les intervalles [x,y] sont faiblement relativement compacts, et si toute
suite décroissante minorée dans F admet une borne inférieure et converge
faiblement vers sa borme inférieure, alors la multi-application x v of (x)
est & valeurs compactes et semicontinue supérieurement de xy+V dans

ZJ(E,F,).

DEMONSTRATION. 1) Soit U un voisinage de 0 symétrique contenu
dans C—z,, tel que f soit majorée par ze F sur z,+U. Montrons
d’abord que si x=xy+k € 2y+ U, on a f(x) = 2f(x,) —2. En effet

f@y) < 3f(@o+R)+3f(xo—P) = 3f(®)+32,

d’ou1 I'inégalité. Soit V un voisinage symétrique de 0 tel que V+ V< U.
Soit xexy+V, T edf(x) et he V. Comme x et x+h appartiennent &
z,+U, on a

T(h) £ flx+h)—f(x) = 2—2f (%) +2 = 22— 2f(2,)
et

T(h) = —T(—k) 2 fl@)—fx—h) 2 2f(w) —2—2 = 2f(x) —22.
L’ensemble B=[2f(z,)— 22,2z — 2f(x,)] est borné. Si W est un voisinage
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de 0 dans F il existe ¢>0 tel que eB<W. AlorssihecV,onaT(kh)e W
pour tout x € g+ V et tout T' € of (x). Cela prouve que

U{ef (@) | ot T}
est équicontinu.

2) Sous les hypothéses du 2) l'ensemble U {9f(z) |z € xy+ V} est
relativement compact dans £ (&, F,) (mémes arguments que dans le 1)
du corollaire 7). Les 9f(x) sont compacts car ils sont fermés; on va
montrer plus: que z + df(x) est de graphe fermé. Grace & un théoréme
de Berge [2] cela établira que x » df (x) est semicontinue supérieurement.
Le graphe est

{(@,T) € (wy+ V) x LB, F) | T(h) < f'(x,h), VheB}.

Comme F, est fermé et que F est un espace localement convexe séparé,
ce graphe est égal &

(@, T) | . f'(@,h)y = &, T(h)), Vh V2 € F,'}
= {(@,T) | & .f'(®,h)y—<"T(h)) 2 0,YhV2'}.

11 suffit de montrer, que pour 2’ € .’ et k € E, la fonction 2 - (', f'(x,h))
est semicontinue supérieurement sur x,+ V. Soit (1,) une suite décrois-
sante tendant vers 0 de nombres >0, telle que A,heV, ¥n. On a

&of'(@h)) = &, inf(f(z+4,h) - f(x))[An) -
D’aprés ’hypothése sur F

<z,’f’(x’ h» = inf<z”(f(x+lnh) _f(x))/ln> .

D’aprés la proposition 9 les fonctions z & (2, f(x + A,k) —f(x)) sont con-
tinues sur z,+ V.

ReMARQUES. 1) Si K et F sont localement convexes séparés, le dual de
LB, F) g’identifie 3 EQF’. On ne sait calculer la fonction d’appui
de 9f(x) que pour des tenseurs décomposables h®z', ou 2’ € F.’.

2) La démonstration de Iéquicontinuité de U{of(z)|zezy+ V}
semble nouvelle, méme dans le cas F=R (cf. Moreau [8, prop. 1l.e,
p. 79)).

3) Le lecteur a pu s’apercevoir que I’on sait montrer I’équicontinuité
de 0f (xy) sous deux hypothéses différentes. Dans le théoréme 6 on sup-
Pose F normal et f continue en x,. Dans le théoreme 10 on suppose les
Intervalles de F bornés pour la topologie et f majorée au voisinage de z,.
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