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K-THEORIE ALGEBRIQUE ET
K-THEORIE TOPOLOGIQUE 1

MAX KAROUBI et ORLANDO VILLAMAYOR

Le but de cet article est de présenter un cadre unifié pour les « K-théo-
ries » algébrique et topologique. Ce cadre est devenu une nécessité pour
le développement de la K-théorie algébrique et d’autres. En particulier,
le probléme d’une « bonne » définition des foncteurs K™ (algébriques ou
topologiques) est, semble-t-il, résolu de maniére satisfaisante. La mé-
thode proposée étant axiomatique, cette tentative va plus loin que les
tentatives précédentes dont nous nous sommes inspirés d’ailleurs a
maintes reprises.

Un «anneau de Banach» est un anneau A (avec ou sans élément
unité) muni d’une « quasi-norme» p: 4 - R satisfaisant aux axiomes
usuels:

(i) p(x)=0 <= =0,
(i) p(z+y)=p(@)+py),
(iii) p(—2)=p(x),
(iv) p(xy) < Cp(=)p(y),

C étant une constante indépendante de x et de y. En outre, on suppose
que 4 est complet pour la distance d(z,y)=p(x—y).

Pour tout anneau de Banach A4, on peut alors définir des « groupes de
Grothendieck » K®(A4), n € Z, satisfaisant & des axiomes simples (théo-
rémes 5.3 et 7.7). Si A est une algébre de Banach usuelle sur R ou C,
on retrouve les définitions de [3]. Si 4 est un anneau muni de la « quasi-
norme discréte » (p(x)=1 si x +0), on retrouve pour n >0, les groupes
K™ définis indépendamment dans [1] et [4]. Pour n négatif, les foncteurs
K™ algébriques sont intimement liés aux foncteurs K_, introduits dans
[6].

La définition de K™(A4) pour n négatif utilise de maniére essentielle
la notion d’homotopie. A ce point précis, nous nous sommes inspirés de
[6, p. 581] et des « foncteurs de Serre » de [3, p. 179]. De méme, les défini-
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tions et les théorémes proposés dans le cadre des anneaux de Banach
g’étendent sans peine & celui des « catégories en groupes de Banach »
de [4, p. 113]. Pour n >0, on retrouve alors les résultats de [4, p. 158].

Enfin, pour conclure, signalons que l’essentiel de cet article a été
résumé dans une Note parue aux Comptes Rendus de I’Académie des

Sciences [5].

1. Groupes et anneaux de Banach. Catégories en groupes de Banach.

1.1. D#FINITION. Soit M un groupe abélien. Une quasi-norme sur M
est une application p: M — R+ satisfaisant aux axiomes suivants:

(i) px)=0 <> =0,
(i) p(x+y) = p@)+py),
(iii) p(—2)=p(x).

Un groupe quasi-normé est un groupe abélien muni d’une quasi-
norme p. On notera p(z)=||z|| lorsque la quasi-norme est claire d’apres
le contexte. La formule d(z,y)=|x—y| définit alors une distance sur
M qui est invariante par translation. Réciproquement, p(x) =d(x,0) est
déterminé par une telle distance. On dira que M est un groupe de Banach
si M est complet lorsqu’on le munit de la distance d.

Si M et N sont deux groupes de Banach, un homomorphisme f: M -~ N
est borné §’il existe une constante C telle que, Vx € M, |f(x)||ZC|x|.
Les homomorphismes bornés de M dans N forment un groupe abélien
ZL(M,N) pour la somme des opérateurs. Ce groupe est aussi un groupe
de Banach pour la quasi-norme usuelle

Il = supg.ollf @)II/ll]].

Tout sous-groupe fermé N d’un groupe de Banach M est évidemment
un groupe de Banach pour la quasi-norme induite. De méme, M/N est
un groupe de Banach pour la « quasi-norme quotient » |ja||=inf,,_, |,
q: MM /N .

Si M,,M,,...,M, est une suite finie de groupes de Banach,
M®M,®...®M, est un groupe de Banach pour la quasi-norme ||| =
Sl ou x=(xy,...,x,). Plus généralement, si M,,M,,...,M,,... est
une suite infinie de groupes de Banach, on note M. ®M,®.. . OM,D...
le sous-ensemble de M;x Myx...xM,x ... formé des suites x=
(@5« s Zp,...) telles que |z|=3|l;l< +o0 («¢somme L'» des M,).
C’est évidemment un groupe de Banach. Si N;,N,,...,N,,... est une
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autre suite infinie, un homomorphisme borné f: > M, > >N, se repré-
sente par une matrice infinie (f;;) ou f;; € L(M;,N;). On a alors ||f]| <
sup, ;| fi:ll («norme L!» des opérateurs).

Enfin, deux quasi-normes p et p’ sur M sont dites équivalentes §’il
existe deux constantes C et C’ positives telles que, Vz € M,

COp(x) < p'(x) £ C'p(x) .

Deux quasi-normes équivalentes définissent évidemment la méme topo-
logie.

REMARQUE. On prendra garde cependant que le « théoréme de Banach »
est faux en général pour les groupes de Banach: il existe des applica-
tions bijectives bornées f: M — N telles que f-! ne soit pas bornée; par

exemple M=Z (resp. N=Z) muni de la quasi-norme usuelle (resp.
discréte) et f=1Id.

1.2. DEFINITION. S0it A un anneau (non nécessairement commutatif
ni unitaire) muni d’une structure de groupe de Banach compatible avec
Paddition. On dit alors que A est un anneau de Banach §’il existe une
constante C telle que Ve e 4, Vye 4,

leyll = Clleel| x [lyl] -

REMARQUE. Si on pose |z|'=Cllz[, on a |yl <|lx| x |lyl. Quitte &
remplacer la norme de 4 par une norme équivalente, on ne restreint pas
la généralité en supposant que C'=1.

1.3. ProrosITION. Soit 4 un anneaw de Banach unitaire. Les éléments
tnversibles de A forment alors un sous-ensemble ouvert de A.

DEMONSTRATION. D’aprés la remarque précédente, on peut supposer
que C=1. Soit z, un élément inversible de 4 et soit B(z,) la boule
ouverte de centre x, et de rayon 1/|jzy=1||l. Six e B(x,), on a x=2x(1—y)
o y=1—xyle=x,"1(r,—x) est de quasi-norme plus petite que 1. Par
conséquent x1=(1+y+...+y"+...)2x, "L

Si A est unitaire et si M est un 4-module de type fini, M est un groupe
de Banach pour la quasi-norme quotient définie par un épimorphisme
quelconque g: A® - M. (Pour fixer les idées, les A-modules considérés
sont des A-modules & droite, ceci afin de simplifier 1’écriture matricielle
des A-homomorphismes entre modules libres.) On voit aisément que
cette quasi-norme est, & équivalence prés, indépendante du choix de g.
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Si N est un second 4-module de type fini, les 4-homomorphismes bornés
entre M et N forment un sous-groupe fermé &, (M,N) du groupe de
Banach £ (M,N). Si M et N sont projectifs, £ (M, N) est aussi un sous-
groupe fermé de &£ (A", A?) pour M (resp. N) facteur direct de 4™ (resp.
AP). On vérifie aisément que la structure de groupe de Banach induite
est la méme (& équivalence prés) que la précédente. En particulier,
Panneau A4(n) des matrices n xn & coefficients dans A est un anneau
de Banach.

Plus généralement, un groupe de Banach M est un A-module de
Banach si c’est un A-module et si, YAe 4, Yee M, on a l'inégalité
|lzA|| < D||z]| x ||A]| pour une certaine constante D. Dans ce cas, End (M) =
L (M,M) est un anneau de Banach (pour la composition des opéra-
teurs).

1.4. DEFINITION. Soient k% un anneau de Banach unitaire, 4 un
anneau de Banach muni d’une structure de k-algébre. (On veut dire par
13 que 4 est un k-bimodule et que (ab)A=a(b1), a(Ab) = (aA)b, A(ab) = (Aa)d,
a et b appartenant & A et A& k. Si k est commutatif et si la=al
(@ € 4, A € k) on retrouve la notion usuelle d’algébre.) On dit alors que
A est une k-algébre de Banach si 4, regardé comme module sur £, est
un k-module de Banach.

Soit, A+ l'algébre 4 augmentée d’un élément unité: on a donc A+=
A®k avec la loi de multiplication

(@,A)+(a’,2") = (aa’+Aa’" +ad’,AL) .

Il est clair que A+ est un anneau de Banach unitaire augmenté sur k.
Réciproquement, un anneau de Banach unitaire augmenté sur k définit
une k-algébre de Banach (considérer le noyau de l'augmentation). De
maniére plus précise, on a une équivalence entre les deux catégories
d’anneaux considérées (k fixé) qu’on laisse au lecteur le soin d’expliciter.

EXEMPLES D’ANNEAUX ET DE k-ALGEBRES DE BANACH.

1. Les algébres de Banach sur k=R ou C.

2. Les k-algébres A ol A et k sont munis de la quasi-norme discréte.

3. Pour tout k-module de Banach E, End,(E) est une k-algébre de
Banach si k est commutatif.

4. Le complété A d’un anneau A par rapport & une valuation §-adique,
& étant un idéal quelconque dans A tel que N J»=0.
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5. Tout anneau de Banach A4 est évidemment une Z-algébre de
Banach lorsqu’on munit Z de la quasi-norme usuelle.

Voici maintenant d’autres exemples de nature plus technique qui nous
seront utiles plus loin:

6. Soit 4 un anneau de Banach quelconque. L’anneau A[x] des poly-
nomes & une variable et & coefficients dans 4 peut étre muni de la quasi-
norme

1Pl = 2l

ou P(x)=3" ,a;2'. Le « complété » de A[x] pour cette quasi-norme est
évidemment un anneau de Banach qu’on notera A{x): c’est la sous-
algébre de A[[z]] formé des séries formelles 332 ,a;x? telles que

s ollell < + oo, On notera EA la sous-algébre de A4 {x) formée des séries
S(x) =32 ja,xt telles que S(0)=a,=0 et 24 la sous-algébre de EA for-
mée des séries S satisfaisant & la condition supplémentaire 33> ja,=0.

7. Supposons d’abord que 4 ait un élément unité et considérons les homo-
morphismes bornés f: A{x) > A{x) de A-modules & droite. Puisque
Alzy=APAD®.. PA®... comme 4A-module, f se représente par une
matrice infinie (f;;) ol f;; € A. On dit alors que f est permutant s’il
satisfait aux deux conditions suivantes:

1) Les éléments f;; sont choisis parmi un nombre fini d’éléments de 4.
2) 11 existe une permutation o: N — N telle que f;;=d,:;f;; ou ¢ est
le symbole de Kronecker.

(La définition proposée ici différe trés légérement de celle de [4]. Ceci
n’affecte pas les résultats de [4].)

On désigne par CA4 la plus petite sous-algébre fermée de End , (4{z))
qui contient les homomorphismes permutants. On désigne aussi par A ou 4~
le plus petit idéal fermé de CA qui contient les matrices (f;;) telles que
fii=0 & P’exception d’un nombre fini de couples (¢,j). L’algébre quotient
CA|A sera notée SA.

Si 4 n’a pas nécessairement d’élément unité, A peut s’écrire comme le
noyau de ¢: A+ — Z. On définit alors CA (resp. S4) comme le noyau
de I'homomorphisme naturel CA+ - CZ (resp. SA*+ — SZ). Bien en-
tendu, on retrouve la définition précédente si A a un élément unité.
Dans le cas général, CA4 (resp. SA) peut aussi s’interpréter comme une
algébre de matrices infinies (resp. comme un quotient d’une telle algébre).
On peut de méme définir 4 comme 1’adhérence de lim_, 4(n) dans CA.

TERMINOLOGIE. Pour des raisons qui apparaitront plus loin, on em-
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ploiera la terminologie suivante: A{x) est ’anneau des chemins libres,
EA celui des chemins, QA celui des lacets. L’anneau CA (resp. SA4,
resp. A) est le cone (resp. la suspension, resp. U'anneau stabilisé) de I’an-
neau de Banach 4.

Soit p=3_ o M,2™ un élément de (CA){x). On peut évidemment
Pinterpréter comme un élément g de C(A{x)) et on a |jg|| = |jp|]. De la
on déduit sans peine des homomorphismes canoniques de E(C4) dans
C(EA), 2(CA) dans C(R4), E(A) dans (F4) et de 2(4) dans (24). Les
foncteurs E et 2 respectant les suites exactes de maniére évidente, on
en déduit aussi des homomorphismes canoniques de E(SA4) dans S(EA4),
de Q(8A) dans S(24). Ces homomorphismes ne sont pas bijectifs en
général. Ils le sont cependant si la quasi-norme de 4 ne prend qu’un
nombre discret de valeurs.

1.5. DErINTTION (cf. [4]). Soit € une catégorie additive ol €(M,N),
I’ensemble des %-morphismes de M dans N, est muni d’une structure
de groupe de Banach compatible avec la structure de groupe abélien.
Alors € est une « catégorie en groupes de Banach » si, quels que soient
les objets M,N et P de %, il existe une constante C telle que |jg-f|l<
Cligll < |If|I pour f e €(M,N) et g € €(N,P).

On définit de maniére usuelle les notions de foncteur banachique,
d’isomorphisme ou d’équivalence de catégories en groupes de Banach,
ete. (cf. [3, p. 179], [4, p. 113]).

ExXEMPLES.

1. Les catégories prébanachiques dans les sens de [3] sont évidem-
ment des catégories en groupes de Banach.

2. Si A est un anneau de Banach unitaire, la catégorie £ (4) des
A-modules libres de type fini 47, n=0,1,2,..., est aussi une catégorie
en groupes de Banach.

3. Si € est une catégorie en groupes de Banach, il en est de méme de
la catégorie pseudo-abélienne associée % [3]. Ceci s’applique en particu-
lier & la catégorie Z(A) des A-modules projectifs de type fini ol 4 est
un anneau de Banach unitaire.

En suivant [4, p. 117], on définit le céne CF d’une catégorie en groupes
de Banach € de la maniére suivante: les objets de C% sont les suites
infinies (#,,...,H,,...) d’objets de ¥, les E, étant choisis parmi un
nombre fini d’objets (nombre qui peut varier avec chaque suite). Soit
maintenant (F,;,F,,...,F,,...) un deuxiéme objet de C¥¢ et soit f=(f;;)
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une matrice infinie ot f;; € €(E,;,F;). On dit que f est permutante si elle
satisfait aux trois conditions suivantes:

1) [Ifll=sup; 3;fs; < + co.
2) f;; ne prend qu'un nombre fini de valeurs distinctes.
3) Il existe une permutation o: N — N telle que f;;=0d,¢ ;f;i-

La matrice f définit alors un morphisme de C% si f est limite de sommes
finies de matrices permutantes. Sif=(f;;) est tel que f;;=0 & I’exception
d’un nombre fini de couples (¢,5), on dira que f est finie. Le morphisme
[ est dit complétement continu (voir [4, p. 121] pour une justification de cette
terminologie), si f est limite de morphismes finis. On définit la suspen-
sion 8€ de € comme la catégorie ayant les mémes objets que C¥, les

morphismes étant considérés modulo les morphismes complétement conti-
nus.

1.6. ProposITION. Soit A un anneaw de Banach unitaire. On a alors
les équivalences de catégories en groupes de Banach

C(PA) ~ POA) et S(PA)) ~ PBSA).

DimonsTRATION. Considérons le foncteur additif ¢: L(C4) - C(P(4))
qui associe & 'anneau CA4 l'objet (4,4,...) et qui, & tout élément f de
CA, associe la matrice infinie évidente. Il est clair que ¢ est pleinement
fidéle et respecte les normes. D’autre part, tout objet (E,,...,H,,...)
de C(2(4)) est facteur direct de (4,4,...) car la suite des B, ne con-
tient qu'un nombre fini d’objets différents. Par suite, ¢ induit une
équivalence de 2(CA4) dans C(#(4))". La deuxiéme équivalence se dé-
montre de maniére analogue.

2. Homotopie, fibrations de Serre, cofibrations.

Soient B un anneau de Banach et B{z) I’anneau des séries formelles
S(x)=3n b,z telles que X |b,l|< +oo. Soit p;: B{x) -~ B I’homo-
morphisme défini par p,(S)=28(:), =0 ou 1.

2.1. DEFINITION. Soient A et B deux anneaux de Banach, f, et f;
deux homomorphismes de 4 dans B (bornés). Alors f, et f, sont dits
simplement homotopes 8’il existe un homomorphisme f: A — B{x) tel
que po-f=f, et p,-f=f,. L’anneau 4 est dit contractile si 'endomor-
phisme nul de 4 est simplement homotope & I’endomorphisme identique.
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Nous allons tacher de justifier cette définition par la remarque suivante.
Supposons que A et B soient des algébres de Banach sur k=R ou C.
Soit B(I) I'algébre des fonctions continues « sur I=[0,1] et & valeurs
dans B. Soit enfin ¢;: B(I) > B, 1=0,1, 'homomorphisme défini par
g;(x)=w(z). Deux homomorphismes f,.f,: 4 — B sont alors dits topo-
logiquement homotopes §’il existe f: A — B(I) tel que g, f=f, et ¢;-f=f;.
L’application continue de B{x) dans B(I) qui associe & chaque série
Smobra™ la fonction x> 37 (b,2", 0=<x=1, est compatible avec les
projections p; et g;. Par conséquent, si f, et f; sont homotopes, ils sont
aussi homotopes topologiquement. Notons cependant que la défini-
tion 2.1 souffre du défaut suivant: la relation d’homotopie introduite
n’est ni symétrique ni transitive en général; ceci aura cependant peu
d’importance par la suite.

Si A est un anneau de Banach quelconque, on notera GL,(A4) le
groupe topologique noyau de I’homomorphisme naturel GL,(4+) —
GL,(Z) et GL(A) la limite inductive des GL,(4). Lorsque 4 admet
un élément unité, on retrouve les définitions classiques. Si ¢: 4 — B,
on notera encore ¢ par abus d’écriture I’homomorphisme induit de
GL,(4) dans GL,, (B) et de GL(4) dans GL(B). De méme, pour tout
anneau de Banach A4, on définit par récurrence 4,=A4(x,,...,x,) par la
formule 4,=4,_;{x,>. On peut aussi décrire 4, comme I’anneau des sé-
ries formelles & n indéterminées

S(xy,...,x,) = za'il...inxlil' . xni"
avec la quasi-norme ||S||=3Xlla;, 4 Il< +oc. Si ¢: 4 - B on notera en-
core @ I’homomorphisme de A{x,,...,z,) dans B{x,,...,x,) qu'on en
déduit.

2.2. DEFINITION. So0it ¢: A — B un homomorphisme d’anneaux de
Banach. Alors ¢ est une fibration de Serre si, YV € GL(B{(xy,...,2,))
avec 3(0,...,0)=Id, il existe un élément « de GL(A(xy,...,z,)) tel
que @(x)=p.

Si 4 est une k-algébre, notons 4,+ ’algébre unitaire augmentée sur k
qu’on en déduit par la construction usuelle. On a alors le lemme suivant:

2.3. LEMME. Pour que ¢: A — B soit une fibration de Serre, il faut et il
suffit que homomorphisme évident ¢, *+: A+ — Byt soit une fibration de
Serre.

D#moNsTRATION. Considérons le diagramme commutatif ot les homo-
morphismes sont évidents
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+
At @y, T, — s Bt (g, ., 2,)

I
By, . @Y s KXy, . T,

11 est clair que GL(A(x,,. .. x,)) est le noyau de
GL(4,+(xy,. .., 2,)) - GL(k{xy,...,2,))
et que la méme propriété vaut pour B. Soit
B € GL(B{xy,...,z,)) < GL(B,*{%y,...,%,))

tel que B(0,...,0)=1. Si ¢,* est une fibration de Serre, il existe
o' € GL (A (xy,. . ., x,p) tel que g t(x')=p. Si a=0a"x((n4e4)(«'))L, on
a alors g(x)=4.

Réciproquement, soit g un élément de GL(B,*xy,...,z,)) tel que
B(0,...,0)=1. Alors § s’écrit (By—1)y olt y=(ngeg)(B). Si @ est une fibra-
tion de Serre, il existe « € GL(A4{x,,...,x,)) tel que p(x')=pFy! et
a=u'y’, ou y'=(n4e5)(p), vérifie 'identité g, +(x)=p

2.4. PropoSITION. Soit ¢: A — B une fibration de Serre. Alors ¢ est
un homomorphisme surjectif.

DEMONSTRATION. Soit b un élément de B et soit §=p(x,) I’élément de
GL(B{z,>) défini par la matrice

1bx, 00 ...
01 00...
0 0 10...
Soit & =wx(x;) =(ay;(,)) tel que g(x)=p. Alors g(by(1))=>b.

2.5. THEOREME. Soient A et B deux algébres de Banach sur k=R ou C
et soit ¢: A - B un homomorphisme continu. Les propriétés suivantes de
@ sont alors équivalentes:

(i) @ est une fibration de Serre.
(il) @ est un homomorphisme surjectif.
(iii),, L’application naturelle

GL(A{xy,. . ., 2,)) — GL(B{xy,. . .,,))

est une fibration localement triviale.

Math. Scand. 28 — 18
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D#MONSTRATION. Nous pouvons supposer, pour simplifier et sans
restreindre la généralité d’aprés le lemme 2.3, que 4 et B sont des algé-
bres unitaires et que ¢ respecte les éléments unités. D’aprés la proposi-
tion 2.4 (i) = (ii). Si ¢: 4 - B est surjective, il en est de méme de
Papplication

Az, . 2y — Blwy,...,%,)

d’aprés le théoréme de Banach. D’aprés [3, p. 179], 'application de
groupes
GL(A{xy,. . ., 2,)) > GL(B{xy,. . .,2,))

admet une section locale et est par conséquent une fibration localement
triviale. Done (ii) = (iii). Supposons maintenant (iii) et considérons un
élément f de GL(B(x,,...,x,y) tel que §(0,...,0)=1. Puisque p est
aussi une fibration de Serre (au sens usuel), il existe une application
continue {— x(xy,...,%,) de I dans GL(A{x,,...,x,)) telle que ¢(«,)=
Bltxy,. .. tx,) et oy(xy,...,x,)=1. En particulier, ¢(x,(,,...,2,))=

ﬁ(xl" . 7xn)'

2.6. THEOREME. Soit B un anneau wunitaire moethérien régulier et soit
@: A > B un épimorphisme. Celui-ci est alors une fibration de Serre st B
est muni de la quasi-norme discréte.

D#MONSTRATION. D’aprés un théoréme bien connu de K-théorie algé-
brique [2], tout élément f de GL(B[xy,...,x,]) tel que £(0,...,0)=1
peut s’écrire comme le produit de « matrices élémentaires» e;. De
maniére précise

e =1+ e}‘i(xl,. Co®y),  tE],

ol 8,’%(“’1,- ..,&,) est une matrice de polynémes dont tous les éléments
sont nuls & lexception de celui situé a la place (¢,5). Puisque
Alz,,...,x,] = Blxy,. ..,z,] est surjectif, il existe une matrice élémen-
taire ¢, de la méme forme telle que g(e,’)=e,.

Si on pose x=1T,e, , on a alors g(x)=p.

ReMARQUE. Dans le cas général, ¢ surjectif n’implique pas que ¢ soit
une fibration de Serre. Soit par exemple ¢:Z — Z, la surjection ca-
nonique. Alors 1+ 2x est inversible dans Z/[x] mais n’est pas l'image
d’un élément inversible de Z[x].

2.7. Propos1TION. Soient ¢: A — B une fibration de Serre, w € GL(A4),
v=gp(u), f € GL(B{x,,...,z,)) tel que B(0,...,0)=v. Il existe alors un élé-
ment « de GL(A{x,,...,x,)) tel que p(x)=p et que x(0,...,0)=wu.
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DEMONSTRATION. Si f=8xv-1, il existe & € GL(A{xy,. . .,x,)) tel que
@(@)=pB. On pose alors «(xy,...,x,)=&y,...,2,) % (x(0,...,0))"1 xu.

2.8. ProPOSITION. Soit ¢: A — B une fibration de Serre. Alors I’homo-
morphisme induit yp: A{x) -~ B{x) est aussi une fibration de Serre.

DEMONSTRATION. Soit f un élément de GL(B{x,x,,...,x,)) tel que
B(x,0,...,0)=1. Puisque @ est une fibration de Serre et que 5(0,...,0)=1,
il existe o € GL(A4{x,24,. . .,%,)) tel que @(x)=4.

2.9. ProrposiTioN. Soit ¢: A — B une fibration de Serre. Alors I’homo-
morphisme évident Eo: EA — EB est aussi une fibration de Serre.

DfMoNSTRATION. Le groupe GL(EB{x,,...,z,)) s’identifie au sous-
groupe de GL(B{z,z,,...,z,)) formé des matrices § vérifiant la condi-
tion B(0,25,. . .,x,)=1. Supposons en outre que f(x,0,...,0)=1. Puisque
A{xy -~ B(x) est une fibration de Serre, il existe d’aprés la proposition
2.7 un élément o«=o(x,2y,...,r,) de GL(4{x,x,,...,x,)) tel que
o(x,0,...0)=1 et p(x)=p. Il est clair que &« € GL(EA{x,,...,x,)) et
que (Ep)(x)=p.

2.10. ProposrtioN. Soit ¢: A — B une fibration de Serre. Alors I’homo-
morphisme induit Q@: QA — QB est aussi une fibration de Serre.

DfimonsTRATION. Le groupe GL(2B(x,,...,r,)) s’identifie au sous-
groupe de GL(B{x,x,,...,,)) formé des matrices § vérifiant la condi-
tion

B0,zq,...,2,) = f(l,2q,...,2,) = 1.

Supposons en outre que f(x,0,...,0)=1. Puisque EA - EB est une
fibration de Serre, il existe d’aprés la proposition 2.7 un élément
o (@, %y, . .,2,) de GL(A{x,%q,. . .,%,)) tel que

o'(2,0,...,0) =1, o&'(0,2q,...,2,) = 1.
Posons alors

WX, Xy, o ey By) = & (X, 2, . o, 2, (1,22, . . 22,)] L
Un calcul simple montre que «(0,z,,...,2,)=x(1,2,,...,2,)=1 et que
(L2¢)(x) =p.

Soit ¢: 4 — B un morphisme quelconque et soit m: B{x) - B le mor-
phisme défini par m(S)=:5(0).
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2.11. DEFINITION. Le cylindre d’application M(p) de ¢ est 'anneau
produit fibré de ¢ et de m au-dessus de B.

A—L> B

L
M(p) — B(z)

L’anneau M(p) est donc le sous-anneau de A x B{x) formé des couples
(@,8) tels que ¢(a)=S8(0). Soit y: M(p) -~ B le morphisme défini par
»(a,S)=98(1).

2.12. PrROPOSITION. Le morphisme vy: M(p) > B défini ci-dessus est
une fibration de Serre.

D#MONSTRATION. Soit f un élément GL(B(x,,...,%,)) tel que
B(0,...,0)=1. Soit « I’élément de GL(M(¢)x;,...,z,y) défini par le
couple

(a(®y,. . ., 2,), S(x,2y,. . .,2,))

ou a(xy,...,x,)=1 et ou S(z,xy,...,x,)=pz,,...,2x,). Alors on a

$évidemment yp(x)=pg.

On démontre de méme la proposition suivante:

2.13. PROPOSITION. Le morphisme p: M(p) > A est une équivalence
d’homotopie (en un sens évident). Son tnverse est linclusion canonique
i: A > M(p) définie par i(a)=(a,p(a)), «p(a)» désignant le polynéme
constant égal a @(a).

2.14. DEFINITION. Soit
(1) 0-4">4-%4">0

une suite exacte d’anneaux de Banach. Par abus de langage, on dit
que (1) est une fibration si ¢ est une fibration et si la norme de A’
est équivalente 4 la norme induite par 4.

Soit maintenant ¢: 4 -~ A’ un épimorphisme entre deux anneaux de
Banach. Rappelons (cf.[4]) que ¢ est dit strict si la quasi-norme de 4"
est équivalente & la quasi-norme de 4[4’ ot A’ =Kere.

2.15. DE&FINITION. Soit (1) une suite exacte d’anneaux de Banach.
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On dit que (1) est une cofibration si ¢ est strict et si la norme de A’ est
équivalente & la norme induite par 4.

Si 4',4 et A" sont des algébres de Banach usuelles, les notions de
fibration et de cofibration coincident (théoréme 2.5). Il en est de méme
si A’, A et A" sont munis de la quasi-norme discréte, A’ étant noethérien
régulier (théoréme 2.6).

2.16. ProposITION. Soit
0-A4A"-A4—-A4A"-0
une fibration. Alors les suites
0->-FEA'" - FEA->EA" -0, 05024 -04 04" -0

sont aussi des fibrations.
DiimoNSTRATION. C’est une reformulation des propositions 2.9 et 2.10.

2.17. ProposITION. Sott
0-4"-A-4"-0
une cofibration. Alors les suites

0>FEA'"->EA—-EA" -0,
004" >04 024" -0,
0>CA"-CA—-CA" -0,
0->84"—+ 84 - SA" -0

sont ausst des cofibrations.

DEMoNSTRATION. C’est une conséquence directe des propriétés de la
quasi-norme L! (cf. [4, p. 150]).

Soient maintenant € et €'’ deux catégories en groupes de Banach et
soit ¢: € > €'’ un foncteur banachique. On dira que ¢ est strict (resp.
de Serre) si, pour tout objet £ de ¥, ’homomorphisme d’anneaux de
Banach

Endy (E) - Endy-(¢E)

est strict (resp. de Serre). (Cette terminologie différe de celle adoptée
en [4] ol les foncteurs stricts sont appelés de Serre. La terminologie
choisie ici semble plus appropriée.) Si ¢: € — €"’ est strict, il en est de
méme de Cgp: C¥ -~ C¥"' et de Sp: S€ - S¢"".
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3. Le théoreme d’excision et la premiére suite exacte de K-théorie.

Le but de ce paragraphe est de rassembler des résultats plus ou
moins connus de K-théorie qui seront utiles dans les paragraphes sui-
vants. Rappelons que si 4 est un anneau unitaire quelconque, on défi-
nit K(A4) comme le groupe de Grothendieck de la catégorie #(A4) des
A-modules projectifs de type fini (cf. [1, p. 445] [3, p. 189]). Si 4 n’est
pas unitaire, on définit K(4) comme le noyau de I’homomorphisme
naturel K(4+) - K(Z).

Pour A4 unitaire, le groupe de Bass K,(A) est défini comme le quo-
tient de GL(4) par le sous-groupe des commutateurs C =[GL(4), GL(A4)].
11 est bien connu (cf. [1, p. 219]) que C est aussi le sous-groupe de GL(4)
engendré par les « matrices élémentaires » e, ¢ +j; e;i est la matrice
dont tous les éléments sont nuls & Pexception de ceux situés sur la
diagonale qui sont égaux & 1 et de celui situé & la place (4,¢) qui est égal
a I’élément A de 4.

Soit maintenant ¢: 4 -~ A"’ un morphisme d’anneaux unitaires et soit
R(p) 'ensemble des triples (E,F,«x) ou E et F sont des objets de Z#(4)
et oll «: pF — @F est un isomorphisme (par abus d’écriture, on note
encore p: P(A4) -~ P(A4") le foncteur extension des scalaires induit par ¢).
Si ¢ est surjectif, on va définir un « groupe relatif » K(p) de la maniére
suivante. Deux triples (E,F,x) et (E',F’,«') sont isomorphes s’il existe
deux isomorphismes f: £ - E' et g: F — F' tels que o« ¢(f)=¢(g) .
Un triple (E,F,«) est dit élémentaire si £=F et «=1d. Enfin, on dé-
finit la somme de deux triples de maniére évidente. Alors K(g) est le
quotient de R(p) par la relation d’équivalence suivante: o ~o¢’ <= d7v
et 7' élémentaires tels que o+ 7 soit isomorphe & ¢’ +7’. La somme des
triples induit bien entendu une structure de groupe abélien sur K(g).
Le théoréme suivant est bien connu (cf. [1, p. 343]).

3.1. TaorEME. Soit p: A — A" un morphisme surjectif entre deux an-
neaux unitaires. On a alors la suite exacte

K, (4) - K, 4"~ K(p) > K(4) - K(A") .

De ce théoréme on déduit en particulier la remarque suivante: suppo-
sons qu’il existe n: A’ — A tel que pn=Id. On a alors la suite exacte
scindée

0> K(p) > K(4) ~ K(A") > 0.

Dans le cas général, désignons par 4’ le noyau de ¢: 4 - A”. On a
alors le diagramme commutatif évident



K-THEORIE ALGEBRIQUE ET K-THEORIE TOPOLOGIQUE 279

A+ — A
b
Z — A"

d’oit un homomorphisme ¢ de K(¢)=K(A') dans K(p).

3.2. THEOREME. L’homomorphisme ¢ de K(A') dans K(p) défini ci-
dessus est bijectif.

DfMONSTRATION. Soit

B2, B,
o
B—" B

un diagramme cartésien d’anneaux unitaires tel que y, soit surjectif. Sous
ces conditions, il est démontré dans [1, p. 382] que le couple (@,,,) induit
un isomorphisme entre les groupes K(p,) et K(y,). Le théoréme en
résulte aussitot.

3.3. COROLLAIRE. Soit A wume k-algébre et soit Ay Palgébre unitaire
augmentée sur k qui lut est associée. Alors K(A) est tsomorphe au moyaw
de Uhomomorphisme naturel K(A}) — K(k).

DimonstraTION. Il suffit d’appliquer le théoréme précédent au dia-
gramme

A+ — A}
) )
Z——k.

3.4. CorROLLATRE. Soit p: A — A" un morphisme surjectif entre deux an-
neaux unitaires. On a alors la suite exacte (ou 4’ =XKergp)

K(4) -~ K\(4") -~ K(4") ~ K(4) -~ K(4").

3.5. DErFINITION. Soit & un élément de GL(A) ou A est un anneau
de Banach arbitraire. Alors « est homotope a l'identité s’il existe un
élément «(x) de GL(A{z)) tel que x(0)=1 et x(1)=w«. Deux éléments «
et B de GL(A) sont dits komotopes si «~'f est homotope & I'identité.
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3.6. THEOREME. Notons GLO(4) le sous-ensemble de GL(A) formé des
éléments homotopes a Uidentité. Alors GLO(A) est un sous-groupe de
GL(4) et GL°(4)>[GL(4), GL(4)].

DEMONSTRATION. Soient «(x) et f(x) deux « homotopies » de 1’identité
a a=wn(l) et f=p(1) respectivement. Alors («(x))~'(B(x)) est une
homotopie de l'identité & «~'f. Supposons maintenant A4 unitaire.
Alors, d’aprés [1], si « est un élément de [GL(4), GL(4)], il
g’écrit comme le produit de matrices élémentaires Heﬁj. L’homotopie
polynomiale a(x):]‘[e}f est telle que «(0)=1 et «(l)=«. Supposons
maintenant 4 non unitaire et désignons par ¢: A+ —>Z et 5: Z > A+
les homomorphismes canoniques. Six € [GL(4), GL(A4)], il existe d’aprés
le raisonnement précédent un élément o'(x) de GL(A*x)) tel que
«'(0)=1 et &'(1)=x. On pose alors

x(x) = o'(x) x [(ne)(a’ (2))]* € GL(ALx)) .

3.7. DEFINITION. Pour tout anneau de Banach A, on désigne par
K-1(A) ou 7y(GL(A)) le groupe abélien GL (4)/GL(4).

La notation sy(GL(4)) est justifiée par le fait (démontré plus loin)
que 7y(GL(A4)) est le groupe des composantes connexes de GL(4) si 4
est une algébre de Banach usuelle. Noter cependant que, dansle cas général,
7o(GL(A4)) est un foncteur de A et non du groupe topologique GL(4).

La notion d’homotopie introduite dans GL(4) par la définition 3.7 se
généralise sans peine & la situation suivante. Soit € une catégorie en
groupes de Banach et soit ¥{(x) la catégorie en groupes de Banach sui-
vante: les objets de €(x) sont les objets de €; un morphisme de source £
et de but F est une expression formelle 37> ,a,2" ol a, € ¢(E,F) sont
des coefficients tels que X |la,||< +oo. Soient maintenant « et f deux
€% -isomorphismes de £ dans F. Alors « et § sont dits homotopes si 18
est homotope & l'identité, c’est & dire s'il existe y(x) € Isog .y (B, H) tel
que y(0)=1 et y(1)=a~1. On vérifie sans peine que la relation d’homo-
topie est une relation d’équivalence. Cette généralisation s’applique en
particulier & la catégorie ¥ =%(4), 4 anneau unitaire.

Soit maintenant ¢: 4 — A’ un morphisme d’anneaux de Banach
unitaires (non nécessairement un morphisme surjectif). Deux éléments
(E,F,x) et (E',F',o') de R(p) sont dits homotopes s’il existe deux iso-
morphismes f: B —~E et g: F —~F" tels que « soit homotope a
(@) a'@(f). On désigne par K%¢) (comme nous le verrons plus loin,
cette définition coincide avec celle de [3] si 4 et 4" sont des algébres
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de Banach) le quotient de R(p) par la relation d’équivalence engendrée
par ’homotopie et I’addition de triples élémentaires. La somme des
triples munit K%g) d’une structure de groupe abélien. Définissons
maintenant 0: K-1(4") - K%¢) de la maniére suivante: si « € GL,, (4"")
on lui associe le triple (4", 4% «). On vérifie aisément que 0 est bien
défini.

3.8. THEOREME. Sott ¢: A —> A" un morphisme entre deux anneaux de
Banach unitasres. On a alors la suite exacte
K-1(4) - K-Y(4") 5 K°(p) - K(4) > K(4").

La démonstration de ce théoréme est en tout point analogue & celle
du théoréme 3.1 (cf. [1, p. 343]) et sera donc omise.

3.9. PrOPOSITION. St ¢ est une fibration de Serre, Uapplication iden-
tique de R(p) induit un tsomorphisme entre les groupes K(p) et Kg).

DimonsTrATION. Il s’agit de montrer que deux triples homotopes
sont (stablement) isomorphes. Par des réductions successives, on est
ramené & montrer que si «: ¢(E) - p(&) est homotope & l'identité, il
existe un objet G de Z(4) et f: HOG X EDG tel que ¢(f)=a®Ild ).
11 suffit alors de choisir @ de fagon que EPG ~A4",n suffisamment grand,
et d’appliquer la définition d’une fibration de Serre.

3.10. CorROLLAIRE. Soit ¢: A — A" une fibration de Serre entre deux
anneaux unitaires. On a alors la suite exacte

K-1(4) -~ K-Y(4") > K(4') > K(4) > K(4")
ou A'=Kerep.
3.11. ProposITION. Soit

04" 4-%4"-0

une fibration de Serre. On a alors la suite exacte
K4 4') -2 K-14) %> K-4(4") .
Si, en outre, il existe n: A" — A tel que p-n=1d, la suite
0 > K-Y(A') -*5 K-1(4) -2 K-1(4") > 0

est exacte et scindée.
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DEMONSTRATION. I1 est clair que ¢*-p*=0. Soit maintenant « un
élément de GL(4) tel que @(x) soit homotope & lidentité. Il existe
donc y(x) € GL(A4"{x)) tel que y(0)=Id et y(1)=¢(x). Puisque ¢ est
une fibration de Serre, il existe un élément d(x) de GL(A(x)) tel que
0(0)=1 et ¢(d(x))=y(x) (proposition 2.7). En outre « et &' =o-(d(1))?
ont la méme classe dans le groupe K-1(A4). Puisque ¢(a’)=1, «’ pro-
vient d’un élément de GL(A’), ce qui démontre la premiére partie de la
proposition. Soit maintenant 7: A" — A tel que ¢-n=1Id. Il est clair
que ¢* est surjectif. Soit A: K-1(4) - K-(A’) 'homomorphisme in-
duit par « > a-(n@)(x))~1. Alors k-yp*=1Id, ce qui achéve la démonstra-
tion.

3.12. THEOREME. Soit
0>A4">4->4" >0

une fibration de Serre. On a alors la suite exacte
K-YA') > K-Y(A4) - K-Y(A") -°> K(A") - K(4) - K(4") .
DimoNsTRATION. D’aprés le lemme 2.3, la suite

0>A4A">A+->A4A"+>0

est aussi une fibration de Serre. D’aprés la corollaire 3.10 et la proposi-
tion 3.11, on a donec le diagramme commutatif suivant

0 0 0 0
¥ v \ ¥
(1) KX4)>KHA) > KHA")-">K(A) > K(4) ~K(4")
I v 4 I v ¥
(2)  K-X(4') > KHA¥) > K(4"+) > K(4) > K(4%) > K(4"%)
¥ ¥ ¥ ¥
K-YZ) = K-Y(Z) K(Z) = K(Z)
¥ \ ¥ ¥
0 0 0 0

ol 0 est défini comme le composé K-1(A4") -~ K-}A"+) > K(A4') et ol
les suites verticales sont exactes. L’exactitude de la suite (1) est alors
une conséquence formelle de I’exactitude de la suite (2) et du fait que les
suites verticales sont scindées naturellement.

REMARQUE. L’application identique de GL(4) induit une application
surjective de K,(4) sur K-1(A4) qui n’est pas injective en général. Par
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exemple, il est facile de voir que K-}(C)=0 tandis que K,(C)=C*
(C étant muni de la norme usuelle). Par contre, si 4 est un anneau
noethérien régulier (avec la quasi-norme discréte), il est démontré dans
[6, p. 598] que K,(4)~K-1(4). D’une maniére générale, si 4 est un
anneau de Banach discret, on a K-1(4)~GL(4)/Un(4) ol Un(4) est
le sous-groupe de GL(4) engendré par les matrices unipotentes (cf.
[6, p. 599]) ou P’appendice 3).

4. La deuxiéme suite exacte de K-théorie.

4.1. DEFiNITIONS. Soit 4 un anneau de Banach. Un chemin dans
GL(4) est un élément c(x) de GL(A(x)) tel que ¢(0)=1. Un lacet
dans GL(4) est un élément c(x) de GL(A{x)) tel que ¢(0)=c(1)=1. Il
est clair qu'un lacet (resp. un chemin) dans GL(4) peut-étre interprété
comme un élément de GL(R24) (resp. GL(Z4)). Nous dirons que
deux lacets sont «homotopes» s’ils définissent le méme élément de

mo(GL(QA)) = K-(QA).

4.2. ProposiTiION ET DEFINITION. La relation d’homotopie entre lacets
est une relation d’équivalence. St on note n,(GL(A)) ou K-*A) 'ensemble
quotient, on a un isomorphisme m,(GL(A4))~my(GL(24)). En particu-
lier, 7,(GL(A)) est un groupe abélien.

Soit ¢: 4 - B un morphisme entre deux anneaux de Banach. Alors
@ et Q¢ induisent de maniére évidente deux homomorphismes

a(p): m(GL(4)) - =y (GL(B)), ¢=0,1.

4.3. PROPOSITION. Si @, et @, sont deux morphismes simplement homo-
topes de A dans B, on a m(@,) =7,(p;).

La démonstration de cette proposition est complétement triviale.

4.4. CoROLLAIRE. Si A est un anneaw contractile, 7y (GL(4))=0.

Soit maintenant
04" -A4A-%A4" -0

une fibration de Serre. On va définir un « homomorphisme de connexion »
0: my(GL(A")) - 7y (GL(4")) .

Pour cela, considérons un lacet ¢'’(x) dans GL(A'’). Puisque ¢ est une
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fibration de Serre, il existe un chemin c¢(x) dans GL(4) tel que g(c(x))=
¢''(z). En particulier ¢(c(1))=1. Puisque la suite de groupes

est exacte, ¢(1) définit un élément unique «' de GL(A4’). Nous allons
montrer en diverses étapes que la correspondance ¢’ — «' induit bien
un homomorphisme ¢ entre les groupes K-%(4") et K-1(A4").

1) La classe de «' dans mo(GL(A’)) est indépendante du choiz du
relévement c(x) de ¢’ (x).

Soit ¢(x) un autre relévement et &’ 1’élément correspondant de GL(4’).
Alors d(x)=(c(x))~*(¢(x)) satisfait aux propriétés suivantes:

a) g(d(x))=1,
b) d(0)=1,
c) d(1)=(c(1))~}(c(1)).

La propriété a) signifie que d(z) est en fait un chemin dans GL(A4’) et
la propriété c) jointe & b) signifie que «’ et &' sont homotopes.

2) Sv ¢ et ¢ sont deux lacets homotopes, les éléments &’ et &' corres-
pondants sont homotopes. Soit d''(x,t) un élément de GL(4''{(z,?)) tel que

&) d”(O,t)=d”(1,t)=d”($,0)= 1,
b) d"(x,1)=(c"(x))"1(¢" (x)).

Puisque 24 — 24" est une fibration de Serre (proposition 2.10), il
existe un élément d(z,?) de GL (A{x,t)) tel que

a) d(0,t)=d(1,t)=d(x,0)=1,
b) g(d(z,t))=d"(x,1).

Si ¢(x) est un relévement de ¢'’(x) dans GL(Z4), on peut done lui associer
le relévement ¢(x)=c(x)d(x,1) de ¢"'(x) et on a &' =c¢(l)=¢(1)=&".

3) & est un homomorphisme de groupes. Soit c(x) et c,(x) deux reléve-
ments des lacets ¢’'(z) et c,’’(x) respectivement. Alors c(z)c,(x) est un

relévement du lacet ¢”(z)c,”(x). Donc
8(c”(x)ey" (®)) = c(1)ey(1) = d(c(x)) + 8(cy(x)) -

4.5 THEOREME. La suite

711(GL(A4")) - 7,(GL(4)) — 7,(GL(4"))

[

S 7o(GL(A")) 5 7o(GL(A4)) - mo(GL(A"))
est une suite exacte.
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DfMONSTRATION. D’aprés la proposition 3.11, il est clair qu’on a
exactitude en 7y(GL(4)) et 7,(GL(4)). Il est évident par inspection que
le composé de deux homomorphismes consécutifs est zéro. Soit &' un
élément de 7 (GL(A4’)) tel que i(«’))=0. Il existe donc un chemin «(x)
dans GL(4) tel que x(0)=1 et a(1)=n'. Si «'’'(x) désigne le lacet ¢(x(x))
il est clair, d’aprés la construction de ¢, qu’on a bien d(«"'(z))=«'. Soit
maintenant «’/(z) un lacet dans GL(4'"), «(x) un relévement de «''(x)
en un chemin tel que «(0)=1. Soit enfin §(x) un chemin dans GL(4")
tel que B(0)=1 et B(1)=x(1). Alors y(x)=«x(x)(f(x)") est aussi un re-
lévement de «''(x) qui est un lacet dans GL(A4).

5. Définition axiomatique des foncteurs K™(4) pour n négatif.

5.1. DiriniTION. Une sous-catégorie £~ de la catégorie des anneaux
de Banach est dite négativement admissible si elle satisfait aux axiomes
suivants:

1) AcObX = EA® A > 0 est un diagramme de A,
2) st
0-4"-A4A->4" -0

est une fibration et si A - A" — 0 est un diagrammede K", il en est de méme
de 0>A" - A.

5.2. DfrINITION. Soit X~ une sous-catégorie négativement admissible
de la catégorie des anneaux de Banach. On appelle théorie de la coko-
mologie négative sur A la donnée (K-»,0-"1), n=0, de foncteurs
K-m de & dans la catégorie des groupes abéliens et d’opérateurs de
« connexion »

o-n-1: K-n-1(4") > K-™4'), n=20,

définis pour toute fibration
0>4">4-4"-0.

Cette donnée doit satisfaire aux axiomes suivants
1) La suite

K-"-14") > K-»1(4) > K-"14")
T KA’ > K-M(4) > KE-™(A4"), 20,
est une suite exacte.
2) Si
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0-4">A-A4"—-0

\ 2 {
0-B —-B-B"-0

est un diagramme commutatif ou les suites horizontales sont des fibra-
tions, le diagramme

—n—1

K-n-1(4") K-n(A4")

| l

n—1

K-y B") T K-(B)

est commutatif (on dit aussi que 0-"-! est « naturel »).
3) K-(A)=0 pour n >0 si 'anneau A est contractile.

L’objet de ce paragraphe est la démonstration du théoréme suivant:

5.3. THEOREME. Soit A wune sous-catégorie négativement admissible
d’anneaux de Banach. Il existe alors une théorie de la cohomologie négative
et une seule (& isomorphisme unique prés) telle que K%(A)=K(A).

Nous allons avoir besoin de quelques lemmes préliminaires.
5.4. LEMME. St A est contractile, il en est de méme de QA.

DiMONSTRATION. Soit «: 4 — A{) un morphisme tel que p,-x=0
et p;ra=o. Alors 2(x): 24 - Q(A{)) induit de maniére évidente «': 24
— (24)t) qui est une homotopie simple de «’ & 0.

5.5. LEMME. Si A2 B et B> O sont des fibrations de Serre, il en est
de méme de Uapplication composée Op: A - C.
DEMONSTRATION. Soit
c(y,. .., x,) € GL(C{#y,. . .,x,))

tel que ¢(0,...,0)=Id. D’aprés la proposition 2.7, il existe un élément
b(zy,. . .,x,) de GL(B{x,...,z,)) tel que b(0,...,0)=Id et 6(b)=c.
Puisque ¢ est une fibration de Serre, il existe

A(Xq,. « o, ) € GL(ALxy,. . ., 2,))

tel que ¢(a)=>, soit (Op)(a)=c.
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5.6. LEMME. Sotent (F—",0-"1) et (G—",0~""1) deux théories de la co-
homologie mégatives et soit hO: FO — G° une transformation naturelle de
Sfoncteurs. Il existe alors une extension unique de h° en une transformation
naturelle h~": F-" — G- de foncteurs cohomologiques.

DiMoNSTRATION. La fibration
004 >F4 40

induit le diagramme commutatif

o—n—1

0 — F-n-1(4) Z%, F-n(Q4) > F-~(EA)

T

0 > G-n-1(4) 2775 G-n(Q4) - G-(BA).

Par conséquent A-"-1 se déduit de maniére unique de A-". Il faut vérifier
que k", construit ainsi par récurrence sur m, est compatible avec les
opérateurs de connexion 0"~ et 5—"-1. A toute fibration

0-A4A"-A—-A4" -0
on peut associer le diagramme de fibrations de Serre

04" — A - A" >0

0 4 Il
0-D—FA - 4" -0
v { Il

004" - EA" - A" -0

ou £A -~ A" est la fibration composée A -~ A - 4" (lemme (5.5). On
en déduit le diagramme

F-»-Y(4") > F-"(4') < F-n(D) L, F
y y { .
G-1A4") > G-A') « G-(D) & G-(Q4")
ol on pose
L-~D) = Ker(L-*(D) - L-™(EA4)) ,
Lm0QA4") = Ker(L-"(QA4") -~ L-EA"))

pour L=F ou @. Alors i et iy sont des isomorphismes et ’opérateur
de connexion

9-n-1 ou §-n-t: L-n-Y(A4") > L-(A’)
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est défini par la composition
LYA4") > L-~QA4") L2 L-n(D) ~ L-"(4") .

Le diagramme
F-"14") > F-"(QA4")
+ v
G—-YA") > G-~Q4")

est commutatif par définition. Les diagrammes
F-n(4') « F-vD),  F-nD) L= F-vQ4")

¢ ' oo 4
@A)« GD),  G-mD) < G-HQA")

sont commutatifs par naturalité. Il en résulte que le diagramme

F-n-1(4") 22, pon(4’)
b
G-n-1(4") 22 A

est aussi commutatif.

DEMONSTRATION DU THEOREME 5.3.

a) Unicité. Soient (F-7,0-7-1) et (G—",6-""1) deux théories de la co-
homologie telles que F°=G°=K. Soient h%: FO > G° et k%: G°— F°
égaux & l'identité. D’aprés le lemme ci-dessus, il existe des extensions
uniques h®: F» - Q" et k™: G* -~ F». Si on applique de nouveau le
lemme 5.6, on voit que k”A"”=Idp. et que A"k =1dgn.

b) Existence. Posons K-"(A)=K(A)sin=0et K-(4)=mn,(GL(2"14))
si n=1. Pour toute fibration

0>4"-4-4" -0

Phomomorphisme 0-1: K-1(4") > K(A’) est I’homomorphisme défini
dans le théoréme 3.12. Pour n=1,

0-"1: K-*1(4") - K-"(4")
est défini comme 1’homomorphisme composé

7o(GL(274")) = 7, (GL(2714")) —> mo(GL(Qn-14"))

] I
K-n3(4") K-n(4')
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oll u et v s’explicitent comme suit: 274" g’identifie au sous-anneau de
A" (%y,. . .,x,) formé des séries S(x,,...,x,) qui prennent la valeur zéro
si I'une des variables est égale & zéro ou & un. Si o” =a''(2;,...,2,) €
GL(Q"4"), le changement de variable z,=t permet de regarder '
comme un lacet dans GL(27-14""). L’homomorphisme % s’en déduit de
maniére évidente. On peut remarquer aussi que u est 1’homomor-
phisme inverse de 'isomorphisme de connexion associé & la fibration

0—>Qr4" — BQ"14" -~ Q714" - 0.

On définit enfin v comme 1'opérateur de connexion associé & la fibration
0> Q14" - Qn-14 —» Qn-14" - 0

(proposition 2.10). Considérons maintenant la suite

o—n—1

(1)  K-3(4) > E-14") 25 K-n(4') > K-(A4) - K-(4")

Pour n=0, la suite est exacte d’aprés le théoréme 3.12. Pour n>1, on a
le diagramme

my(GL(Q714)) > m,(GL(2%14")) 5 mo(GL(2714")) —~ mo(GL(Qn-14""))

P ~lu
7o(GL(Q"A)) - mo(GL(Q"A"))

| I
K-n-1(4) K-n-1(4"")

En appliquant le théoréme 4.5, on voit que la suite (1) est aussi exacte
dans ce cas. Enfin, si 4 est un anneau contractile, il en est de méme de
0Qr4 d’aprés le lemme 5.4 appliqué n fois. Par conséquent K-7-1(4)=
7o(GL(274)) =0 pour n20. Ceci achéve la démonstration du théoréme
5.3.

REMARQUE. L’opérateur bord
0: 7,(GL (2714)) - 7(GL (2n4))
associé & la fibration
0—> 04 - Q" 1E4 - Q714 -0
est égal & (— 1) fois 'opérateur bord associé & la fibration

0> 0m"4 - EQ*14 - On-14 (0,

Math. Scand. 28 — 19
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5.7. TaROREME. Soit A une algébre de Banach unitaire sur R ou C.
Alors les groupes K—"(A) définis ici coincident avec les groupes K—"(P(A))
définis dans [3, p. 209]. En particulier, ils sont périodiques de période 8
dans le cas réel et de période 2 dans le cas complexe.

DfmonsTRATION. Soit C%™ l’algébre de Clifford de R® muni de la
forme quadratique x,2+x,2+ ... +%,2 et soit

Pt P(AQCOHY) > P(ARC0)

le foncteur restriction des scalaires. Définissons alors « K—"(4) » comme
le groupe de Grothendieck du foncteur ¢, au sens de [3]. Si 4 n’est pas
unitaire, on définit K-*(4) comme le noyau de ’homomorphisme naturel
K-"A4,%) - K-™k) (k=R ou C). D’aprés la remarque du début du § 2,
K-"(A4)=0 si A est contractile. Soit maintenant y: 4 -~ 4’ un homomor-
phisme surjectif entre algébres de Banach unitaires. En suivant [3, p. 209],
on définit le groupe K-"(y) comme le groupe de Grothendieck de la
« grille carrée »
P(ARCH™H)  P(A" Q@C%n+1)
¥ +
PAQRCH™) —s P(A" QRC%™)

ou les fléches horizontales sont les foncteurs « extension des scalaires ».
D’aprés [3, p. 222], on a alors une suite exacte

K-"1(4) > K-""4(4") > K~"(y) > K~"(4) > K~"(4")

d’autre part, le diagramme
A4,/+—>4

Lo

k__) AI’

ot A’=Kery, étant cartésien, on voit aisément que K—"(y)~K-4').
On a donc la suite exacte

E-n-1(4) > K--1(4") > K-H(4’) > K-%(4) > K-"(4"),

vraie aussi si A et 4" ne sont pas unitaires. De cette discussion, il résulte
que les foncteurs K-" ainsi construits satisfont aux axiomes du théo-
réme 5.3 pour la catégorie X" des algébres de Banach qui est négative-
ment admissible. Done ils coincident avec les groupes définis précédem-
ment. La périodicité de K- résulte évidemmement de la « périodicité »
bien connue des algébres de Clifford.
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REMARQUE. Bien entendu les groupes K(4) définis grace au théoréme
5.3 pour tout anneau de Banach A4 sont indépendants du choix de la
catégorie A~ & laquelle 4 appartient.

6. Les groupes K" de catégories en groupes de Banach pour n négatif.

Ce paragraphe ne contient rien d’essentiellement nouveau. Il se borne
a généraliser les § 4 et 5 aux catégories en groupes de Banach. Cette
généralisation sera utile pour les paragraphes suivants. Les démonstra-
tions se borneront & des indications sommaires.

Si € est une catégorie en groupes de Banach, on peut lui associer la
catégorie €{x,,...,r,y suivante: ses objets sont les objets de %; un
morphisme de source F et de but F est une expression formelle

Sitoin@ig. ig 1t - - 21"
1 .in € C(E,F) et Sininll@iy il < +oo.

La composition des morphismes est immédiate. Si ¥=.2(4), on a
évidemment

Cxy,. .-y = L(Alxy,. .. 7)) .
Si ¢: € — €’ est un foncteur banachique, il induit un foncteur

Kgye oo Tyt Cly,. .o ) > C@y,. Ty

Par abus d’écriture, on notera encore ¢ le foncteur ¢(x,,...,z,). On
s’interesse alors aux couples (E,x) out E € Ob%{x,,...,z,)=0b% et ol
o =0(%y,. . .,%,)est un automorphisme de £ dans la catégorie €(x,,. .. ,z,)
tel que p(x)=1 et tel que x(x;,...,x,)=1 sil'un au moins des x, est égal
4 0 ou & 1. Deux tels automorphismes «, et &, sont dits homotopes s’il
existe un automorphisme o =w(2,,...,2,,t) dans €{x,,...,2,,t) tel que

1) o(@y,-..,%,,t)=1 si l'un au moins des x; est égal & 0 ou 1,

2) pla)=1,

3) (®q,. .-y %y, 0)=0xg €6 (Xy,. .., %0, 1) =0y,

Deux couples (E,«) et (B',«') sont dits équivalents §’il existe un couple
(G,1dg) tel que «x@PIldy @Idg soit homotope a Idz;@x'@Idy (I'image
par ¢ de cette homotopie étant constante). Deux couples (E,«) et
(E',a’') sont dits isomorphes s’il existe un %-isomorphisme f: £ — E'
tel que f-a=a'-f en un sens évident.
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6.1. LEMME. Soient (E,x) et (E',a') deux couples isomorphes. Alors
(E,x) et (B',&") sont équivalents.

DimonsTrATION. Dans Autg, . ~(E@E’) on a lidentité

(o) = (o) = (o 70 )G D)5 07):

La matrice
_(0 -1
u=(;73)

g’écrit comme le produit de trois matrices

()6 )

et il est clair que chacune d’entre elles est homotope 4 l'identité (multi-
plier par ¢ les éléments non situés sur la diagonale). Par suite Id,P«’
est homotope & a@Idy, I'image de cette homotopie par ¢ étant 1’iden-
tité.

6.2. LEMME. Soient (E,«) et (B',&') deux couples tels que E=E'. Alors
les couples (B,x0') et (B,0'x) et (EDE',a@w’) sont équivalents.

DimonsTRATION. Le couple (E,x'x) est équivalent au couple
(EDE',0'a®d1). D’autre part (o'o@®l)(xPx’)1 s’écrit de maniére ma-
tricielle sous la forme

« 0
(6 <)

qui est homotope a l'identité d’aprés ’argument précédent. On démon-
trerait de méme que aa’@1 est homotope & a@Po’.

6.3. DgrFINITION. Soit ¢: € — %"’ un foncteur de Serre quasi-sur-
jectif entre deux catégories en groupes de Banach % et ¥"’. On désigne
alors par K-"-1(p) 'ensemble des classes d’équivalence de couples (Z,«)
ol & € Autbgy, o (B). Si€" =0, on note K—"%(¥) I’ensemble K—"-1(p).

6.4. PrOPOSITION. L’ensemble K—""1(¢p) est un groupe abélien pour la
somme
(B,0)+ (B',o') = (EDE',aD’) .
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St @1 P(A) - P(A") est le foncteur extension des scalaires associé o une
fibration de Serre y: A —~ A", on a un isomorphisme naturel

K-""Yg) ~ K-"1(4")
ou A'=Kery.

On va maintenant définir un homomorphisme de connexion
o—"1: K--Y%") > K"™¢), nzl,

de la maniére suivante. Soit (E",a’(xy,...,%,)) un couple définissant
un élément de K—"-1(%"’). Puisque ¢ est quasi-surjectif, on peut sup-
poser que E'' =g@(E). Alors, si E est « assez grand », «'’(zy,. . .,%,_y,t) est
pour ¢ variable une homotopie qui se reléve en «(zy,...,2,_4,t):E - E
de telle maniére que x(,,...,2,_1,0)=Id. On pose alors

B, ") = (B,&(xy,. . ., 2y,1)) .

6.5. THEOREME. Soit ¢: € — €' un foncteur de Serre quasi-surjectif.
Alors la suite

K-"Y%) > K Y€") > K¢) > K™€) > K™¥"), nz0,

est une suite exacte, 0~1 étant défini comme dans le § 3.

7. Définition axiomatique des foncteurs K"(4) pour n positif.

Pour toute catégorie en groupes de Banach %, on a défini dans [4,
p. 1568] des foncteurs K*(¥), n= 0, satisfaisant & certains axiomes. Un
des buts de ce paragraphe est d’adapter ces définitions au cadre qui
nous intéresse. A la fin du paragraphe nous montrerons que, dans le
cas algébrique, nos foncteurs K coincident avec les foncteurs K_, de
Bass [1, p. 677].

7.1. DEFINITION. Soit 4 un anneau de Banach unitaire. Alors A est
dit flasque §’il existe un bimodule M sur A qui soit projectif de type
fini & droite (M est donc un A-module de Banach & droite et 4 opére
aussi & gauche de maniére compatible avec la quasi-norme) et tel que
M®A soit isomorphe & M comme bimodule.

7.2. PROPOSITION. Pour que A soit flasque, il faut et il suffit que la
catégorie P(A) soit flasque dans le sens de [4, p. 147].
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DimoNSTRATION. Une catégorie en groupes de Banach & est dite
flasque #’il existe un foncteur banachique 7: € — € tel que @Id, soit
isomorphe & 7. Si ¥=2(A4), les classes d’isomorphie de foncteurs = de
% dans elle-méme sont en correspondance bijective avec les classes
d’isomorphie de tels bimodules M = 7(4). La somme des foncteurs corres-
pondant & la somme des bimodules, la proposition en résulte aussitot.

7.3. ProproSITION. Soit 4 un anneau de Bamach flasque. Alors
K-A)=0 pour nz0.

DimonsTRATION. Il suffit de démontrer que le groupe K-" d’une
catégorie en groupes de Banach flasque % est nul. Or, si € est flasque, il
en est de méme de €(x,,. . .,z,) et, pour tout élément (£,x) de K-~(%),
n>0, on a la relation

(B,x)+(7(B),7(x)) = (EDT(E),0®T(x)) = (v(£), 7(x)) .

Si n=0, la relation EPt(¥)=7(E) vraie pour tout objet £ de € montre
que K(%)=0.

7.4. ProposITION. Soit A un anneau de Banach quelconque. Alors
Pinclusion canonique A — A induit un isomorphisme K(A)~K(A).

DimonsTRATION. Supposons d’abord 4 unitaire. On a alors une co-
fibration évidente
0>4->04-%84-0.

D’aprés la théorie des catégories filtrées développée dans [4], I’applica-
tion composée K(A) - K(A) - K(p) est un isomorphisme. D’aprés le
théoréme 3.2, l'application K(A) - K(p) est aussi bijective, d’ou la
proposition dans ce cas. Dans le cas général, il suffit de considérer le
diagramme

0 0 0
v ¥ ¥
04 >C4A - S4A-0
i ¥ {
0> At > CA+t >S4+ -0
i i {
0>7Z > CZ - 8Z >0
}
0

l ‘
0 0
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7.5. DEFINITION. Soit X  une sous-catégorie de la catégorie des
anneaux de Banach. On dira que X est une catégorie positivement
admissible si elle satisfait aux deux axiomes suivants:

1) AeObX = 0->A4 > CA est un diagramme de 4.
2) Si
0>4">A4->4" -0

est une cofibration et si 0 > 4’ - 4 est un diagramme de ¢, il en est
de méme de 4 - 4" - 0.

7.6. DEFINITION. Soit o4 une catégorie positivement admissible d’an-
neaux de Banach. Une théorie de la cohomologie positive sur A~ est la
donnée (K*,0") de foncteurs 4 > K*(A4) et d’opérateurs de connexion
« naturels »

om: KnA") - Kn+(4')
définis pour toute cofibration

0-A"-4—-A4A" 0.

On suppose en outre que les axiomes suivants sont satisfaits:
1) La suite

Kn(A') > KMA4) > K"(A4") 5 Kv1(4) > K»1(4) ~ K™+Y(A")

est exacte.
2) KM(A)=0 si 4 est un anneau flasque.
3) L’inclusion 4 - A4 induit un isomorphisme K»(4)~K™(4).

7.7. THROREME. Soit X~ une catégorie positivement admissible d’anneauz
de Banach. Il existe alors une théorie de la cohomologie positive sur A~
et une seule (a 1somorphisme unique prés) telle que K%A)=K(A).

DEMONSTRATION DE L’EXISTENCE (cf. [4, p. 160]). On pose K™(4)=
K(8"4). Si A est unitaire, on retrouve la définition de [4, p. 158]. Si
A n’est pas unitaire, on vérifie sans peine que

K™(A) ~ Ker(KMA+) -~ KYZ)) .

Dans [4, p. 157] on a démontré que K,(8"4)~K""1(A) si A est unitaire.
L’opérateur bord
on1: K*-1(4") - KMA')

peut done étre défini comme ’homomorphisme composé
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En-1(A") > K1Y A"+) - K,(SrA"+) > K(Sn4') = K4
ol 0 est 'opérateur associé & la suite exacte
0> 8"4’ > SnA+ - Sr4"'+ - 0

(corollaire 3.4). L’axiome 2 est prouvé dans [4, p.156] tandis que
P’axiome 1 est une conséquence du corollaire 3.4 appliqué & la suite
exacte précédente. Enfin I’axiome 3 résulte du fait que si & est une
catégorie €-filtrée, S*P est naturellement une catégorie S"¥-filtrée.

D¥MONSTRATION DE L’UNICITE. On va suivre de prés la démonstra-
tion du théoréme 3.2.1 de [4]. Remarquons tout d’abord que si K"
vérifie les axiomes 1, 2 et K%4)=K(A) alors KM(CA)=0. Cest évident
si A est unitaire. Si A n’est pas unitaire, on considére la suite

004 —->CA+—->CZ—-0.

Soient maintenant (F7,0") et (G*,6") deux théories de la cohomologie
et soit A%: FO - G° une transformation naturelle. On va montrer que
R 8’étend de maniére unique en des transformations naturelles A": F» — G
compatibles avec les opérateurs bord. De la suite

0>-A—->04->84-0

on déduit le diagramme commutatif

FvS4) -~ Fr+y(4d) ~ Fr+1(A)

l hn l nt1

GSA) - Gn+Y(d) ~ Gn+L(4)

d’out A" par récurrence sur n. Il faut maintenant vérifier que les homo-
morphismes A" ainsi construits par récurrence sur » commutent aux
opérateurs bord o™ et 6*. Considérons pour cela le diagramme commu-
tatif
0>A"—4-—>4"-0
¥ + ¥
0-A—A4A—4"-0
. ¢ v
0>A"5>CA—D -0
I 1 0
0>A4A">CA" > 84" 0
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ot on a posé D=CA[i(4’). Les suites horizontales sont des cofibrations
et on a le diagramme

Les composées des fléches horizontales (de gauche & droite) sont évidem-
ment

on: Fy(A") > Friy(A’) et on: Gn(A”) - Gr+i(4') .

Les diagrammes carrés sont commutatifs par définition ou naturalité.
Le théoréme d’unicité en résulte aussitot.

7.8. THEOREME. Supposons que A soit une algébre de Banach sur R
ou C. Alors les foncteurs K™(A) coincident avec les foncteurs K™(P(A))
définis dans [3]. En particulier, ils sont périodiques de période 8 dans le
cas réel et de période 2 dans le cas complexe.

Ce théoréme est démontré dans [4, p. 170].

7.9. THEOREME. Supposons que A soit un anmeaw discret. Alors les
Sfoncteurs K™ A) coincident avec les foncteurs K_,(A) introduits par Bass
[1, p. 677].

DimMoNsTRATION. Soit F un foncteur de la catégorie des anneaux dans
celle des groupes abéliens. Alors Bass définit un foncteur LF par la
formule

LF(A) = Coker(F(A[t])@F(A[t-1]) — F(A[t,t71]) .

Le foncteur K_, est défini par récurrence sur » grace & la formule
K_,=LK_,,, avec K,=K. Si

B— A4
Y }
Bu - AII

est un diagramme cartésien, 4 — 4"’ étant surjectif, on a la suite exacte
(dite « de Mayer-Vietoris »)

K_(B) > K_,(A)®K_,(B") ~ K_,(4") > K_,_+(B)
- K_1(A)DK_,4(B")
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Considérons maintenant une suite exacte
0>-A4A"-A4A-A4" -0
ou 4 et A" sont unitaires. On peut lui associer le diagramme cartésien

A+ >4
i \
Z - AII
d’ou la suite exacte

K_n(A4") > K_(A)®K _,(Z) > K_,(A") > K__4(4"*) > ...

Si on pose K_,(4")=Ker(K_,(4'+) - K_,(Z)) pour tout anneau 4’, on
en déduit la suite exacte

K_(4") > K_,(4) > K_,(4") > K_, (4") > K_, 4(4) > ...

D’autre part, si F est un foncteur tel que F(4)~F(A4), il en est de méme
de LF grace aux identités

Alt, i1 &~ Aft, 1), A[t]” ~ A[t), At~ ~ At .

Par conséquent K_,(A) ~ K_,(4). Enfin, la définition des foncteurs
K _, s’étend de maniére immédiate aux catégories additives € (considérer
la catégorie pseudo-abélienne associée & ¥[¢,t~1] au lieu de A[t,i-1]).
Si & est une catégorie flasque, il en est de méme de ¥[t], €[t~1] et de
%[t,t~']. Par conséquent F(¥)=0 pour ¥ flasque implique une propriété
analogue pour LF et en particulier pour K_,.

De cette discussion il résulte que (Fm,0") avec Fr=K_, vérifie les
hypothéses du théoréme d’existence et d’unicité 7.7 pour la catégorie
des anneaux de Banach dont la quasi-norme ne prend qu’un nombre
discret de valeurs (dans ce cas A est aussi ’anneau stabilisé de ’anneau
discret sous-jacent & 4). On a donc pour ces anneaux des isomorphismes
canoniques K_ (4)~K™4), n=0.

7.10. CorROLLAIRE. Sott A un anneaw noethérien régulier. Alors K™(A4)
=0 pour n>0.
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Appendices.

Appendice 1. Formalisation de ’homotopie.

Le lecteur a pu se rendre compte que la définition des foncteurs K7,
n <0, qui a été adoptée, utilise de maniére essentielle la notion d’homoto-
pie. Le but de cet appendice est de formaliser quelque peu la situation
de maniére & mettre en valeur les propriétés essentielles de cette notion
que nous utilisons. Le symbole 1 désignera aussi bien le foncteur iden-
tique que le morphisme identique entre deux foncteurs. Si «: F — F’
est un morphisme fonctoriel entre deux foncteurs de ¥ dans €’ et si 0
(vesp. 6’) est un endomorphisme de € (resp. €’), on notera « x 8 (resp. 0" * x)
le morphisme fonctoriel F-0 — F'-0 (resp. 6'-F — 6'-F') défini par
(% 0)(M)=o(0(M)) (resp. (6" *x)(M)=06"(x(M)).

Soit maintenant 5 une sous-catégorie de la catégorie des anneaux.
On suppose que S# est stable par noyaux, i.e. si

0-4" -4 4"

est une suite exacte d’anneaux et si 4 - A’ est un morphisme de S,
il en est de méme de 4’ - 4. On suppose donnés en outre:

1) Un foncteur exact & gauche 4: & — .
2) Quatre morphismes fonctoriels

PosPr: 41
1 1 -4
D: A A2

qui satisfont aux identités suivantes:

1) ppri=pyi=1,
2) (A*py):D = (py*x4)-D=1-p,,
8) (Axpy)-D = (pyrd)-D=1.

ExXEMPLES.
1) & est la catégorie des anneaux de Banach, 4 est le foncteur
A 1> Ax) et
Do(Zay2") = @y,
Pi(Za,a") = Za, ,
t(a) = a+0x+0x2+ ...,
DZa,z™) = Ja,x™i".

2) o est la catégorie des algébres de Banach; A est le foncteur
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A A(), A(I) désignant 1’algébre de Banach des fonctions continues
sur le segment I=[0,1]. Les transformations p,,p,, ¢ et D sont alors
induites par les applications évidentes entre le point, I et I2.

3) S est la catégorie des algébres de Banach ultramétriques (i.e.
llz + y|| < sup (||| |l¥]])), le foncteur 4 étant défini par la formule A(4)=
Af{x} o A{x} est l'algébre de séries formelles Ya, 2" satisfaisant & la
condition suplla,|| < +co. Les transformations p,, p;, ¢ et D se définis-
sent comme dans ’exemple 1).

Soit ¢: 4 - A" un morphisme de s#. On dira que ¢ est une fibration
si Yo' e GL(4"4"") avec py(a’’)=1, il existe « € GL(4A"4) tel que
(4"¢)(x)=«"". (N.B. On note encore p, la transformation composée

A" > A1 » A2 > A4 - 1)

Soient «, et x; deux éléments de GL(4). On dira que «, et «; sont homo-
topes 8’il existe un élément x de GL(44) tel que py(x) =y et pi(x)=o.
La relation d’homotopie est une relation d’équivalence qui permet de
définir le groupe 7y(GL(4))=K-1(A4). On définit de méme EA4 =Kerp,
et Q4 =Kerp,nKerp, d’ou, par récurrence sur ¢, le groupe

7(GL(4)) = K--Y(4) = m;_,(GL(Q4)) .

Ceci permet de démontrer le théoréme suivant: Soit ¢: 4 -~ 4’ une fi-
bration et soit A’=Kergp. On a alors la suite exacte

(1) K=14"y - K-*+14) - ... - K-}(4) - K-1(4").

En outre K-¥(4)=0 si A est contractile, ¢’est-a-dire 8’il existe un mor-
phisme A: 4 — AA tel que py-x=0 et p;-«=1. Enfin, si ¢ est surjectif,
il est possible de prolonger la suite exacte (1) jusqu’a K%A").

REMARQUE. Dans les cas intéressants, une fibration de Serre est un
homomorphisme surjectif, mais ce n’est pas le cas pour I’exemple tri-
vial 44 =A par exemple.

Appendice 2. Le cas non stable.

La définition des groupes d’homotopie 7, (GL(A4)) peut s’étendre de
maniére évidente au cas non stable: on pose

7o(GL, (4)) = Coker(GL, (4(x))) == GL, (4)
r1
et
7(GL, (4)) = my(GL, (£2°4)) .
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On a alors 7;(GL(4))=lim_, 7;(GL,(4)). En suivant les idées de Serre
et de Bass, on peut démontrer le théoréme suivant:

THEOREME. Soit A un anneau noethérien commutatif discret de dimen-
sion de Krull d. Alors Uapplication canonique de n(GL,(A4)) dans
7 (GL(A4)) est surjective st n2t+d+1 et est injective st n=1+d+2.

DfMONSTRATION. Bass a démontré que si n>d+ 1, Papplication ca-
nonique de GL,(4) dans K,(4) est surjective [1]. Puisque K,(4)—
K-1(A4) est surjective, la premiére assertion du théoréme est vraie pour
1=0. D’autre part, si 4 est un anneau noethérien commutatif de dimen-
sion d,

(RA)t = 4 + x(x—1)A[x]

est de dimension d + 1: en effet, puisque tout élément de A[x] est entier
sur (24)*, on a Dim(QA)*=Dim(A[z])=d+1 (théoréeme de Cohen-—
Seidenberg). En raisonnant par récurrence sur ¢, on démontre ainsi la
premiére assertion du théoréme. Pour démontrer l'injectivité, il suffit
aussi de considérer le cas 1=0. On a alors besoin du « lemme de cancel-
lation » [1, p.240] ainsi que de la définition explicite de l’injection
0 de K-1(A) dans K((QA)*) donnée par Milnor (cf. [1, p. 478)).
De maniére précise si « € GL,(4), n=d+2, le module sur (24)+ qui
a comme classe 0(x) peut étre défini comme le sous-ensemble E de
(A[z])™ formé des éléments P(x) satisfaisant & la condition P(1)=
«(P(0)). Si deux éléments «x, et «; de GL,(4) sont tels que les deux
modules E, et £, qui leur correspondent sont isomorphes, il en résulte
que les triplets ((4[x])", (A[z])", «;), 1 =1,2, qui définissent deux éléments
du groupe
K-1YA) ~ K(p), ¢: A[x] >Ax 4,

A

sont isomorphes grice & un isomorphisme égal & I’identité pour x=0.
Le théoréme en résulte de maniére évidente.

ExEMPLE. Si 4 est un corps k, 'application 7,(GL,(k)) — K-2(k) est
surjective tandis que 1’application 7,(GLg(k)) — K-2(k) est bijective.

Appendice 3. Autre description du foncteur K.
Nous allons donner une description du foncteur K-1(4), 4 anneau de

Banach, qui ne fait intervenir que la topologie de 4. Un élément « de
GL(A) est dit topologiquement unipotent si (x—1)* — 0 lorsque n — oo.
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Soit GL'(4) le sous-groupe de GL(4) engendré par les matrices topo-
logiquement unipotentes.

ProrosiTioN. Les sous-groupes GL'(A) et GLO(A) coincident.

D#MONSTRATION. Si 1+v est topologiquement unipotente, le poly-
nome 1+ty est inversible dans GL(A(t)). Par suite GL'(4)<=GL%(4).
Réciproquement, si « est un élément de GLO(4), il existe une série con-
vergente «(x)=3x,x" telle que >, =« et xy=1. Pour N suffisamment
grand, oy'(1)=3,<y%, est voisin de « et I’élément xy'(1)a~! est topo-
logiquement unipotent. Par des produits avec des matrices élémentaires,
donc unipotentes, on peut réduire «,/'(x) a la forme 1+ vz (cf. [6, p. 599]).
Puisque «p'(x) est inversible, ceci implique que »* — 0. Donc 1+v est
topologiquement unipotente.

REMARQUES. On ignore si K~—*(A4) pour »>1 est un invariant topo-
logique de A. Il en est ainsi cependant dans les cas particuliers les plus
intéressants: le cas discret (i.e. la norme ne prend que des valeurs dis-
crétes), le cas des algébres de Banach classiques (grice au théoréme de
Banach) et celui des algébres de Banach ultramétriques (cf. ’'appendice
suivant). Dans le cas d’un anneau noethérien régulier discret, GL’'(4)
coincide avec le sous-groupe des commutateurs [1, p. 643], [2, p. 66].
L’application évidente de K,(A4) sur K-1(A4) est donc bijective dans ce
cas.

Appendice 4. Le cas ultramétrique.

Dans le cas ultramétrique, il existe des définitions plus adéquates des
foncteurs A4, 24, etc. Elles sont obtenues grace au foncteur 4 > 44 =
Af{x} ou A{x} désigne I'algébre des séries formelles 37° (a, 2" telles que
sup|a, | < +co.

On notera E'A, Q'A les foncteurs anneau des chemins, anneau des
lacets obtenus grice au foncteur 4. De méme, on notera K’'-"(A4) les
foncteurs obtenus en utilisant cette notion d’homotopie (cf. appendice 1).
On a une application évidente de K-"(4) dans K'-"(4).

PropositioN. L'application K—"(A) — K'-™(A4) est un isomorphisme.
DimonsTRATION. La méthode de l’appendice précédent permet de

démontrer également que K'-1(4)=GL(4)/GL'(4). Donc K-Y(4)~
K’'-}(4). D’autre part, il est clair que l’application £'4 — A est une
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fibration (pour le foncteur 44 = A{x)). Il suffit donc de montrer que
les groupes d’homotopie de GL(EZ'4) sont nuls. Or, un élément de
7,(GL(E'A)) est défini par une série de la forme

Py, 2p,t) = y(@,t) = Syt)al € GL((E'AXzy,. . ., 2p010) ,

I représentant un multi-indice, y;(f) une matrice n x n avee 3|y (f)|l < + oo,
tout ceci satisfaisant aux conditions de « recollement »

P(@gse 5 2,,0) = p(2q,...,0,...,2,) = p(ayg,...,1,...,2,) =1.

La matrice yp(x,?) est limite de matrices qui s’écrivent comme poly-
némes en x et ¢ soit yy(x,8) =y N(t)x! satisfaisant & des identités ana-
logues. De méme, o(x,t)=y"(x,) est limite de polynémes oy(x,t). Les
produits Oy =yyoy et 0y =oyyy tendent vers 1. On va choisir N suf-
fisamment grand pour que y, et ¥ aient la méme classe dans le groupe
7,(GL(E'(A)) et que le coefficient de ¢"z,*1...z,* dans Oy et 6y’ soit
en norme plus petit que 1. Gréce aux propriétés de la norme ultramé-
trique, on voit que les polynémes 0y et 0’ sont inversibles dans
Ay, . . .,xpty (n) et qu’ils sont de plus homotopes & l'identité. Ceci
montre que I’application

0 = m,(GL(EA)) - n,(GL(E'4))

est surjective, ce qui démontre la proposition.

Appendice 5. Comparaison avec les groupes K, de [6].
Pour éviter toute confusion, on notera par KN ce groupe K,,.

Soit D, , le sous-groupe de GL(A[x,,...,x,]) formé des matrices
a=u(xy,...,%,) qui satisfont aux conditions suivantes
Xy, . 2,) =1 siz;=0o0ul, ssm.
’ . .
O(Xgse ooy ®yye ooy ®y) = (@y,. 0,2, 02,) six;=0etx,/=1,i>m.

Soit D,, ,=my(D,,,) le groupe quotient de D,,, par la relation d’équi-
valence définie par ’homotopie entre de telles matrices. On a évidemment
D,,=K-"Y4) et D,,=K}NT(A).

r+1

ProposiTiON. Pour rzm on a la formule

= == r—m r—m\ = =
Dm,r=Dr,r@( 1 )Dr—l,r—l@( 2 )Dr—z,r—2®---®D0,0'
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COROLLAIRE. Les groupes KXY se déduisent des K—™, soit
KNV — K1 (I) K@ (;) K@, . @K1,

DfMONSTRATION. Si m<r, la transformation x,=0 permet de définir
une suite exacte scindée

0— Dm+1,r - Dm,r - Dm,r—l -0.

On raisonne alors par récurrence sur la différence r—m, la formule de
la proposition étant évidente pour r=m.

REMARQUE. Soit 7;: K7 - K NV les homomorphismes obtenus en fai-
sant une variable égale & zéro. On a alors de maniére évidente K-"-1(4) =

n Kerni .

Appendice 6. Comparaison entre K2 et le groupe K, de Milnor.

8

Soit Ky(A4) le groupe défini par Milnor (cf. [7, p. 204]). On notera &}
le symbole x;(s). Si 4 est un anneau de Banach, le groupe GL°(224)
est un sous-groupe distingué dans GL(ZA). On définit maintenant un
homomorphisme 6 de S7'(A4) dans le groupe quotient GL(EA4)/GL°(24)
par la formule 0(€j)=e;f ol ¢ est la matrice élémentaire (cy) avec
cu=1, cy=0si k+1 (k1) #(s,j) et c;;=sx. Pour vérifier que 0 est bien
défini, il faut vérifier que les matrices ej; satisfont dans le groupe quo-
tient GL(EA4)/GL°(£24) aux mémes relations que les symboles é;; dans
le groupe de Steinberg. En effet, par exemple, si ¢+l et j=Fk, on a

e el = ™ = " mod.GL°(Q4) .
D’autre part, soit
u: 8ST(A4) -~ GL(4), u': GL(EA)/GL°(R24) -~ GL(4)

les homomorphismes définis par u(€j)=c}; et u'(x(x))=«(1). On a alors
le diagramme commutatif suivant:

0 0
' '
Ky(A) vy K-%A)
' 4
ST(4) -2 GL(4)/GL° (R4)
By w

GL(4) == GL(4).
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On déduit de ce diagramme un homomorphisme de K,(4) dans K-23(4)
noté encore 0.

THEOREME. Soit A4 un anneau de Banach tel que K,(A{x))~K,(4)
grdce d la projection canonique. Alors Papplication 0 est surjective.

DfmonsTRATION. Considérons la suite exacte (cf. [7, p. 213])
Ky(A(z)) > Ko(Ad x A) ~ Ky(9) > K;(Ax)) ~ K (4 x 4)

associé & I’homomorphisme surjectif A{x) - A x A obtenu en faisant
2=0 ou 1. Puisque K,(4 x A)~K,(A)PKy(A4), on déduit de cette suite
la suite exacte

Ky(4) > Ky(p) > K (A=) ~ Ky(4) .

La méme suite exacte obtenue en remplagant K, et K, par K- et K-2
respectivement permet d’écrire le diagramme commutatif

Ky(4) - Ky(p) > K (ACx)) ~ K,y(4)

S l l

K-%4) > K~(g) ~ KAL) ~ K~(4) .

Le théoréme résulte alors du fait que l'application canonique K,(¢) -
K-1(¢p) est surjective et, vu ’hypothése, du fait que K,(4) - K,(p) est
aussi un épimorphisme.

REMARQUE 1. Le théoréme s’applique notamment dans le cas ol 4
est un anneau noethérien régulier discret.

REMARQUE 2. La méme méthode permet de démontrer le résultat sui-
vant de Milnor: si 4 est une algébre de Banach commutative, I'image
de 0: Ky(A) > K-%(A)~my(GL(A4)) est le sous-groupe 7,(SL(4)).

REMARQUE 3. Une autre maniére de construire 0 est de remarquer
que la suite exacte
1> K-%A4) > GL(ZA)/GL°(RQ4) - G -1

o G=GL°(4) définit une extension centrale de G par le groupe K-%(4).
L’homomorphisme 6 se déduit alors du fait que I'extension centrale

1 > Ky(d) > ST(4) > @ > 1

Math. Scand. 28 — 20
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ol @ =[GL(4), GL(A4)]<@G est universelle. Bien entendu, les considé-
rations précédentes peuvent s’appliquer & un groupe algébrique parfait
quelconque @, la définition de x,(@) étant calquée sur celle de K2,

Appendice 7. Suites de Mayer-Vietoris.

Considérons un diagramme cartésien d’anneaux de Banach

A5 4,

v| |°

4, 4

et supposons que ¢ (ou y) soit une fibration. On a alors le résultat sui-
vant:

THEOREME. Pour tout n € Z, il existe une suite exacte naturelle (0 est
explicité dans la démonstration)

(1)  En-Y(d4) > K4 (4,) DK"Y (4,) > Kr-1(d4') & End) > ... .

DEMONSTRATION. On a les suites exactes (ou K"(p)~K"(¢') par ex-
cision)

(2) > K"X(dy) > Kn(4') > Kn(g) > Kn(dy) > KM(4)) > ...
(3) - K*Y4) - K*Y4,) > K*¢') > KM4) - K"4,) .

L’opérateur bord 0: K»-1(4') -~ K*(4) s’en déduit en suivant le zigzag
évident. L’exactitude de la suite (1) est alors une simple conséquence
formelle de I’exactitude des suites (2) et (3).
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