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IRRATIONALITAT UND
TRANSZENDENZ GEWISSER REIHEN

PETER BUNDSCHUH

1. Einfiihrung.

k sei im folgenden stets eine natiirliche Zahl >2. Ferner seien die
reellen Zahlen z, y so gewahlt, dall y =0 und |z| < |y| ist. Dann konver-
gieren die Reihen

Snzo® ' (Y¥ =2k baw. 3o 0@F (Y +2*)

Ihre Werte seien mit Gy (xy~') bzw. H,(xy') bezeichnet.

Schwarz [8] zeigte die Irrationalitdt von G, fiir y=¢, ¢ eine natiirliche
Zahl =2 und x=b, b eine natiirliche Zahl <{'-1/%, Ferner bewies er
Tranzendenzaussagen iiber G, indem er die Approximation dieser Irra-
tionalititen durch rationale Zahlen untersuchte.

Die Frage nach der arithmetischen Natur von H,(dt-1) blieb in [8]
offen. Wir wollen diese Liicke hier schlieen und dariiber hinaus noch
einige verwandte Ergebnisse mitteilen.

Zunichst behaupten wir den

Satz 1. t=2 und b+ 0 seien ganzrational. Ist |b| <t~k falls entweder
k=2 oder k ungerade, bzw. |b|<t'-V&-1, falls k>4 und gerade, so ist
H,(bt-1) irrational.

Dieser Satz beantwortet die in [8] gestellte Frage nach der Irrationali-
tiat von Hy(bt-1). Er lieBe sich — wie iibrigens auch Theorem 1 von [8]
— fiir gewisse von 0 verschiedene rationale ¢ und b formulieren. Jedoch
erhialt man dadurch nichts Neues, da die einzelnen Summanden von
Gilxy) bzw. H,(xy') die Eigenschaft haben, daf ihre Zahler- und
Nennerpolynome in « und y homogen von derselben Dimension sind.

Uber die bloBe Irrationalitit von H,(bt-1) hinaus kénnen wir jedoch
sehr viel mehr iiber die arithmetische Natur dieser Zahlen aussagen,
wenn wir bei festem ¢ > 2 die Menge der zugelassenen ganzen b+ 0 gegen-
iiber Satz 1 noch etwas einschranken.

Eingegangen am 12. September 1969.
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SaTz 2. £ 2 und b+ 0 seten ganzrational und &> 0 set beliebig klein vor-
gegeben. Ist |b| <tl-@+V/k g Fall k> 3 und ungerade bzw. |b| < §1-@+e/k-1)
im Fall k24 und gerade, so ist H,(bt~') transzendent.

An dieser Stelle soll angemerkt werden, daf sich auch p-adische Ana-
loga zu den Satzen 1 und 2 beweisen lassen.

Bisher wurden nur qualitative Aussagen iiber die G,(bt-1) bzw.
H,(bt-1) gemacht, indem Irrationalitit oder sogar Transzendenz behaup-
tet wurde. Wir wollen jetzt noch quantitative Aussagen machen, indem
wir MaBe fiir die Irrationalitét dieser Zahlen angeben. Zunéichst gilt fiir
die von Schwarz untersuchten G, (bt-) der

SaTz 3. Es seien t22 und b+0 ganzrationale Zahlen mit |b| <t1-1/k,
und w=w(k,t,b) sei definiert durch |b|=¢-1k- (dannist 0<w < 1-1/k);
schlieflich sei 6> 0 beliebig vorgegeben. Dann gibt es ein c=c(k,t,b,0) >0
derart, daf fiir alle rationalen plq mit ¢> 0 gilt

le(bt“l)—p/(ﬂ > cq—(k+k/w+d) .

Satz 3 erlaubt es, die Schwarzsche Transzendenzaussage ([8, Theorem
2]) zu verschirfen zu

KororLLaAR 1. Seten k23, t22 und b+ 0 ganzrational und sei >0 be-
liebig klein vorgegeben. Ist |b| <tl-@+a/k so ist G (bt~1) transzendent, aber
keine Liouville-Zahl.

Fir die von uns hier untersuchten H(bt-') lautet die zu Satz 3 ana-
loge Aussage folgendermafien:

SaTz 4. t und b mogen den Voraussetzungen von Satz 1 geniigen; w=
w(k,t,b) sei definiert durch |b|=t1-1k-o_ falls entweder k=2 oder k unge-
rade, bzw. durch |b| =81-1V&-D~-o_ folls k> 4 und gerade; schlieflich sei 6 >0
beliebig vorgegeben. Dann gibt es ¢V,c® >0, die beide nur von k, ¢, b, &
abhdngen, derart, daf fiir alle rationalen plq mit g >0 gilt

_ g +kio+d) falls entweder k=2 oder k ungerade
\H(bt~) —plg] > @ g~k +k/k-Do+0)  folls k> 4 und gerade .

Hieraus folgt sofort das

KOROLLAR 2. Seien k=3, t22 und b+ 0 ganzrational und sei >0 be-
liebig klein vorgegeben. Ist |b| <t1-@+/k gm Fall k=3 und ungerade bzw.
|b] < t1-@+a/k=1) 4y Fall k > 4 und gerade, so ist H,(bt~) eine transzendente,
aber keine Liouville-Zahl.
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2. Beweise der Sitze 1 und 2.

BrewEgis von Satz 1. Indem man den Beweis von Theorem 1 in [8]
nochmals ansieht, erkennt man leicht, daB die Aussage dieses Satzes
nicht nur fiir die positiven, sondern auch fiir die negativen ganzen b mit
|b] < #1-1/k gilt. Damit und wegen der sofort zu bestitigenden Relation

(0) Hy(bt-1) = — G,y(bt=1) +2b/(t—b)

folgt Satz 1 fiir k=2.

Sei jetzt £>3. Wir machen die Annahme, H(bt-1) sei fiir ein Tripel
k, t, b rational, etwa H,(bt~')=r/s mit ganzen r, s und s>0. Setzen wir
abkiirzend

(1) By = S,y (" +5")1, N=0,1,...,

so bestdtigt man leicht
(2 Byl < ey (b2

mit ¢, =¢,(¢,0) > 0. Ferner ist offensichtlich der Ausdruck

N
(3) Jyr — s SO T+ +0*")1 = eIy Ry

n=0
ganzrational und #+0, wenn Jy >0 so bestimmt ist, daBl J (¢¥" 4 b¥")-1
ganz ist fiir alle n=0,...,N; solch ein J, haben wir zu ermitteln.

Ist k ungerade, so gilt (t*"+b*")| (%" +b%") fiir alle n < N; wir kénnen
hier also Jy=tk"+b%" wihlen. Ist k gerade, so wihlen wir einfach
JIy= 1'[,1:’=0(t"1v+b"N). Damit bekommen wir aus (3) wegen (2) im ersten
Fall

1 < 828" ¢ (1b]£- )¢ = 2s¢, (|b]t-A- V)R

Wegen |b[t-1-1/8 < 1 kann diese Abschéiitzung aber nicht bestehen, wenn
N geniigend gro gewihlt wird.
Im zweiten Fall schliefen wir aus (3) und (2) analog auf

1 < s 2N+ MDD, (|p|4-1)" T < 2N+1gc, (|b|¢-0- 1Dk

und auch dies kann fiir geniigend grofes N nicht sein, da |b|t-1-1/Fk-M <]
vorausgesetzt ist, was Satz 1 beweist.

Bewzris voN Satz 2. Wie beim Transzendenznachweis fir G (bt-1)
wird hier der Thue-Siegel-Rothsche Approximationssatz verwendet [6,
S. 2]: Ist « eine algebraische Irrationalzahl und besitzt die Ungleichung

(4) le—plq| < g~
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unendlich viele Losungen plq=py/qy mit ganzen py und gy (qy>0), so ist
®=<2.

0.B.d.A. kénnen wir 0<e<1 voraussetzen; dann ist (2+¢)/k<1 fiir
k23 und (2+¢)/(k—1)<1fiir k= 4. Ist k=3 und ungerade, so setzen wir

N

(5a) qy = VbR, py = 3 B (R 4 bRV (F" 4 B
n=0

Im Fall k>4 und gerade setzen wir

(5b) H (404", py = z B TT (54097
ne e
Nun machen wir die Annahme, die Irrationalzahl «=H,(bt-!) sei alge-

braisch. Dann folgt aus (5a) mit (2) und |b| < 1-+ek;
oo~ pulanl = Byl < ey ([B]g2)E" < oyt < 92reg, @,

wobei die letzte Abschitzung wegen gy < 2t%" richtig ist. Daher ist fiir
N = N,(k,t,b,¢)
lo—pwfanl < gn~@H,
so daB die Ungleichung (4) unendlich viele Losungen py/qy, N = N,, mit
x=2+ 3¢ besitzt. Daher mull « transzendent sein.
Analog schlieBt man fiir gerades k= 4 aus (5b), (2) und |b| < f1-@+a/k-D

auf
—@+k (e )N+ —@+
lo—Dyfay] < e t-@HR TUE=D < 2@+AN+DE g~

und auch hier ist die letzte Zahl <q, @9 fiir N=N,(k,t,b,e), wenn
man noch gy = ¢,t%" /%=1 mit, ¢, =c,(k,t,b) > 0 beriicksichtigt.

3. Beweis von Satz 4.

Einen Beweis von Satz 3 geben wir hier nicht, da er vollig analog ver-
lauft wie der im folgenden ausgefiihrte Beweis von Satz 4.

Bewzis von Satz 4. Ist k=2, so folgt die Aussage des Satzes 4 un-
mittelbar aus Satz 3, wenn man wieder die Formel (0) benutzt.

Sei jetzt k=3 und ungerade. Die py und gy seien wie in (5a) gewihlt
und Ry wie in (1). Aus (1) sieht man sofort, daB Ry + Ry, fiir alle NV
gilt. Daher ist auch pyqy.1— gy Py +0 fiir alle N,

p und ¢ > 0 seien beliebig ganzrational; wir haben fiir alle N

(6) Hy(bt71) — plg = (pxng—qnP)ang + By .

Wegen unserer letzten Bemerkung ist pyg—gqyp oder py.19—4qy41p fiir
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jedes N eine von 0 verschiedene ganze Zahl. Ist pyg—gyp+0, so folgt
aus (6) und (2)

(7 |H, (b2~ plg| = 1)qyg — |Ryl > $qt" —c, (b]e-21)%" .
Ist aber pyg—gyp=0, so ist Py, 19— qn+12+0 und also
(8) |H(bt=1) —plg| > gt —cy(|b]e-1)E"

Wir machen nun die Satz 4 widersprechende Annahme, die Unglei-
chung
(9) |H,(bt-1) —plq| < g+t

habe unendlich viele Losungen p/g mit ¢>0. Es ist klar, daf es dann
solche mit beliebig groem ¢ geben mufl. Jedem zu einer derartigen Lo-
sung von (9) gehorigen g, das grofer als (4¢,)~|b|~11-V¥ ist, ordnen wir
eindeutig ein N =N(g)= 0 zu vermoge

(10)  (4eq) (|21 VRpeY O™ 2 g > (dey) 2 (|b| 211k
oder wegen der Definition von o gleichbedeutend damit

(11) (4¢,) 1tk O > g 5 (4¢,) 140k

Ist pyipq —anP +0, so folgt aus (7) und (10)

(Hi(0t1) = plg| = eq (bt D™ = o=kl O

Ist Py@q— NP =0, so kénnen wir aus (8) und (11) folgern

|HL(bt1) —plg| 2 20,40 @ _ g, -k @4
=

0y~ I@H

Jedenfalls gilt also

(12) \H o (bt-1) — plq| = oyt-0ral¥ @+
Andererseits folgt aus (9) und (11)

(13) |H(bt=) — plg| < cgt=(+o+s0/le¥@FL

wobei c; eine nur von k, £, b, 4 abhéngige positive Konstante bedeutet.
Ist ¢ (und damit wegen (11) auch N(g)) geniigend grof3, so widersprechen
sich (12) und (13).

Ist k=4 und gerade, so hat man die py und ¢, wie in (5b) zu wéhlen;
daher hat man jetzt gy < 2V+1$%" =D gtatt gy < 265" in (7) zu verwen-
den. Man hat (9) zu ersetzen durch
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- — 2/(k—
©) |H(b11) —plg| < gtk ¥+

und die Zuordnung (10) von ¢ und N = N(q) durch

(10)  (2V@42¢)) 3 (p|-1p1-Le-Dp @™ > g

(2N@+1¢,)-1(|p| LA~ UE-DD

\

Aus der Diskussion der beiden fiir py,q — gy moglichen Fille gewinnt
man analog zu (12)

(12)  HG)—plg] 2 oyt WDk O () p-elenk 7O
>

D A el

mit ¢, =c4(k,t,b) > 0. Andererseits folgt aus (9’), (10’) und der Definition
von
(13) Hy (B —plal S 0egV@ -t burbkOT

wobei c;, ¢g nur von k, £, b, § abhingige positive Konstanten sind. (12')
und (13") widersprechen sich jedoch fiir geniigend groBes ¢ und damit
ist Satz 4 vollstandig bewiesen.

Korollar 1 folgt unmittelbar aus Satz 3 genauso wie Korollar 2 aus
Satz 4; man braucht blo8 die Definition der Liouville-Zahlen (vgl. etwa
[7, S. 2£.]) zu benutzen.

Zusatz bei der Korrektur.

Wihrend der Drucklegung dieser Note erschien eine Arbeit von
Mahler [5], in der er an drei alte Publikationen [2], [3], [4] aus seiner
Feder erinnert. Dort hat er Transzendenzresultate fiir die Werte von
Funktionen, die gewissen Typen von Funktionalgleichungen geniigen, an
algebraischen Stellen erhalten.

Nun kann man ziemlich leicht einsehen, daB die Sitze 1 und 2 der
vorstehenden Note aus Mahlers fritheren Ergebnissen zu folgern sind.
Bedient man sich der Terminologie aus [5], so kann man sein Theorem 1
aus [5] anwenden auf die Funktion

Hy(z) = 3 2 (142
h=0

hier ist n=1, 2 die (1,1)-Matrix (k) und H,(2) geniigt der Funktional-
gleichung
(1+2)F(z)—2

F(22) = 1+2)

mit Qz = 2F.
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Ferner ist 4 =(1+2)?%; weiter konvergiert H,(z) fiir |z| <1 und ist keine
algebraische Funktion von z. Dann folgt aus Mahlers Theorem 1 aus [5]
das meine obigen Sitze 1 und 2 enthaltende Resultat:

Sei z, eine beliebige (reelle oder komplexe) algebraische Zahl mit 0 < |z, < 1.
Dann ist Hy(z,) transzendent.

Dariiber hinaus 148t sich aus Mahlers Theorem 2 aus [5] folgende Ver-
allgemeinerung ableiten:

Sei m eine beliebige natiirliche Zahl und z, eine beliebige (reelle oder
komplexe) algebraische Zahl mit 0< |zy| <1. Dann sind

Hy(29), Hy' (%), -« ., H, 0 D(z,)

diber dem rationalen Zahlkérper algebraisch wunabhingig. Speziell kann
H,(2) keiner algebraischen Differentialgleichung geniigen.

Leider sind die drei alten Mahlerschen Arbeiten [2—4] nicht einmal in
dem sehr umfangreichen und recht vollstéindigen Literaturverzeichnis
zu dem groBen Ubersichtsartikel iiber den Stand der Entwicklung der
Theorie der transzendenten Zahlen bis 1966 von Fel’dman und Shid-
lovskii [1] enthalten.
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