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CARACTERISATION DES SIMPLEXES
PAR DES PROPRIETES PORTANT SUR LES FACES
FERMEES ET SUR LES ENSEMBLES COMPACTS
DE POINTS EXTREMAUX

MARC ROGALSKI

1. Introduction et notations.

De nombreuses propriétés des faces fermées et des ensembles com-
pacts de points extrémaux dans les simplexes sont connues depuis déja
quelque temps. Citons, par exemple, les résultats suivants:

— toute face fermée est « complémentable » (cf. [1], [12]);

— tout compact de points extrémaux a la propriété de prolongement
affine continu pour les fonctions continues (G. Choquet) ;

— les traces des faces fermées sur l’ensemble des points extrémaux
forment sur celui-ci les fermés d’une topologie (cf. [8]).

Plus récemment, certaines des propriétés déja connues pour les sim-
plexes ont été étendues par Alfsen & certaines faces des convexes com-
pacts quelconques : introduction des faces « archimédiennes» ([2]), des
faces « complémentables » et de la topologie « faciale » sur ’ensemble des
points extrémaux (cf. Alfsen et Andersen [3]).

Il est alors naturel de se demander si certaines de ces propriétés ne
caractérisent pas les simplexes. Les conjectures raisonnables que l’on
peut formuler & ce sujet, et qui sont en général vraies en dimension finie,
sont, en dimension infinie, tantét vraies, tantét fausses. Le but de cet
article est de préciser ces différents cas, en se plagant dans le cadre des
convexes compacts «standards», c’est-ad-dire ceux dont 1’ensemble des
points extrémaux est universellement mesurable et porte toute mesure
maximale (par exemple, les convexes compacts métrisables, ou ceux
dont ’ensemble des points extrémaux est K-analytique: cf. [6]). Le
traitement des convexes compacts non «standards» semble plus diffi-
cile, et ne sera guére abordé ici.

Nous commencerons par quelques rappels sur les faces et les compacts
de points extrémaux dans les convexes compacts et les simplexes. Puis
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nous énoncerons les assertions dont la validité sera discutée, et nous les
démontrerons en dimension finie.

Nous établirons ensuite des critéres de démonstration rapide, mais peu
maniables. Nous poursuivrons par I’étude de convexes compacts parti-
culiers, qui fourniront des contre-exemples en dimension infinie. Nous
achéverons par la démonstration d’un critére plus satisfaisant et par
I’énoncé de quelques problémes ouverts.

Norarions. Si Z est un espace vectoriel normé ordonné, nous note-
rons E'+ le cone positif de son dual topologique, et E,'*+ I’ensemble des
points de norme 1 de E'+.

Si X est un convexe compact, nous noterons :

A(X) : I'espace des fonctions affines continues sur X ;

&(X) : ensemble des points extrémaux de X ;

M,*(X) : I’ensemble des mesures positives de masse 1 sur X ;

M*(X): P'ensemble des mesures positives sur X et maximales au sens
de Choquet ;

Nous noterons co(Y) [resp: co(Y)] I'enveloppe convexe [resp: fermée]

d’un ensemble Y.

Si K est un compact inclus dans &(X), nous noterons F ’enveloppe
convexe fermée de K : Fp=co(K).

Si u appartient & M,+(X), nous noterons b(u) son barycentre.

Si f est une fonctions bornée sur X, nous poserons

f(z) = int{h(z) | he AX), h2f} .

Pour les notions fondamentales sur les convexes compacts, les sim-
plexes et les frontiéres de Choquet, nous renvoyons & [6], [9].

2. Quelques rappels sur les convexes compacts et les simplexes.

1°) Faces fortement archimédiennes d’un convexe compact. On trouvera
dans [2] les résultats suivants :

DEFINITION 1. Une face fermée F d’un convexe compact X est dite forte-
ment archimédienne si pour toutes fi,fs,. . ..fn de A(X) et g de A(F), telles
que [y =g, il existe une fonction b de A(X) telles que h2f;, et hjp=g.

Une telle face F vérifie donc la propriété de prolongement affine con-
tinue pour les fonctions affines continues sur F. On peut alors montrer
I’assertion qui suit :
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LeMME 2. Pour toute face fermée fortement archimédienne F du con-
vexe compact X, ¢l existe un nombre o> 0, tel que pour toute f de A(F), 4l
existe f de A(X), prolongeant f, et telle que ||f | <o||f|l. La borne inférieure
de Uensemble des nombres ¢ possédant celte propriété s’appelle la carac-
téristique de F.

Le théoréme d’Edwards permet de montrer (cf. [7], [11])

LeMME 3. 81 X est un simplexe, et F une face fermée de X, toute f de A+(F)
posséde un prolongement f de A+(X), tel que ||f |=|Ifl ; de plus, toute face
fermée est fortement archimédienne de caractéristique 1.

2°) Faces complémentables d’un convexe compact et topologie faciale sur
Pensemble des points extrémauzx.

DEFINITION 4. Soit F une face fermée d’un convexe compact X. On appelle
ensemble supplémentaire de F la réunion F' de toutes les faces de X dis-
jointes de F'. On a la relation

X =co(FUF’) e F =1,740).

On dit que F est complémentable si F' est une face, et si tout point de
XN (FUF") posséde une décomposition barycentrique unique swivant F et F'.
La fonction 15 est alors affine.

L’ensemble des faces complémentables est stable par intersection quel-
conque et par 'opération « enveloppe convexe d’un nombre fini d’entre
elles». Si pour toute famille (¥,) de faces complémentables, ’ensemble
co(U, F,) est encore une face complémentable, on dit que X vérifie
Vaxiome de Stormer.

Les résultats suivants se trouvent dans [3].

LeMME 5. Toute face fermée complémentable est fortement archimédienne
de caractéristique 1.

LemMME 6. a) Les traces des faces fermées complémentables sur &(X) sont
les fermés d’une topologie F dite topologie faciale.

b) La topologie faciale est quasi-compacte.

c) Elle est séparée st et seulement si X est un stmplexe de Bauer.

Lemme 7. Si X est un simplexe, il vérifie Uaxiome de Stormer si et seule-
ment s c’est un simplexe de Bauer.

Math. Scand. 28 - 11
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Dans le cas des simplexes, le résultat suivant de Alfsen (cf. [1], [12])
est important pour notre propos :

LeMuME 8. 8¢ X est un simplexe, toute face fermée de X est complémen-
table ; la topologie faciale est alors celle introduite par Effros (cf. [8]).

3°) Le théoréme de Caratheodory en dimension finie. Le résultat suivant
sera essentiel en dimension finie :

LeEMME 9. 8¢ X est un convexe compact de R™, tout point de X est bary-
centre d’un mombre fini de points extrémaux affinement indépendants (ce
nombre est donc inférieur ou égal @ n+1).

Autrement dit : pour tout x de X, il existe une mesure maximale u
de barycentre z, dont le support Sy est inclus dans &(X), et telle que
€0 (Su) soit un simplexe. On en trouvera une démonstration dans [5].

Ce résultat est faux en dimension infinie et le convexe compact X,
qui servira de contre-exemple dans la suite ne vérifiera pas le théoréme
de Carathéodory. Un contre-exemple analogue a été donné dans [0] par
Alfsen.

4°) Quelques résultats sur les faces et les ensembles compacts de points
extrémaux dans les simplexes. Nous rappelons ici des résultats bien connus
en général, mais guére publiés.

LeMuME 10. a) Soit X un simplexe, et Y un convexe compact inclus
dans X. 8t £(Y)<E(X), alors Y est une face de X.

b) Soit X un simplexe, et K un compact inclus dans &(X). Alors co(K)
est une face.

Le point b) est immédiat directement, mais il résulte aussi du point a).
Celui-ci est plus délicat. On en trouvera une démonstration dans [12].

LeMuMmE 11 (Principe de Dirichlet approché avec positivité): Soit X un
simplexe, et soit K un compact inclus dans &(X). Pour toute fonction f
définie et continue sur K, telle que 0Sf<1, il existe f € A(X), telle que
0sf=letfix=f

Ce résultat, di & Choquet, résulte du lemme 3 et du lemme 10.b), ou,
plus simplement, de I'application du théoréme d’Edwards & la fonction ¢
qui vaut f sur K et 0 sur X \ K.
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3. Les critéres en dimension finie.

Soit X un convexe compact. Nous allons étudier une liste de onze

propriétés éventuelles de X.

(A) Tout compact K < &(X) a pour enveloppe convexe fermée une face.

(B) Tout convexe compact Y <X tel que &(Y)< &(X) est une face.

(C) Tout compact ordinaire de &(X) est fermé pour la topologie faciale.

(C') Tout compact inclus dans &(X) a pour enveloppe convexe fermée
une face complémentable.

(D) Tout compact ordinaire de &(X) est séparé pour la topologie induite
par la topologie faciale.

(E) Tout compact inclus dans &(X) a pour enveloppe convexe fermée
un simplexe.

(F) Toute face fermée de X est complémentable.

(¥;) Toute face fermée F de X dont I’ensemble des points extrémaux
&(F) est fermé est complémentable.

(F,) Tout point extrémal de X est une face complémentable.

(G) Il existe g=1 tel que pour tout compact K = &(X), et pour toute f
de C(K), il existe f de A(X) telle que fiz=ff et |f||||<ell (principe
de Dirichlet approché, sans positivité).

(S) Le convexe compact X est un simplexe.

LemMuME 12. Les tmplications sutvantes sont vraies dans le cas le plus
général:

(B) = (A)
ft (D) = (E)
€) <= (C) f
' (G)

F) = (Fy) = (Fy)
De plus, (S) tmplique les dix autres propriétés.

DfMoNSTRATION. Le premier groupe d’implications entre (A), (B),
(©), (C), (F), (F,) et (F,) est & peu prés évident & partir du § 2.

(D) = (E): Soit K compact <=&(X), et soit ¥ =co(K). Notons F7¥
la topologie faciale propre & Y sur K=&(Y), et X la trace sur K de
la, topologie faciale de &(X). Nous allons montrer qu’on a toujours

FY > FX,
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L’implication (D) => (E) sera alors trivialement conséquence du lemme
6¢), car si F X, est séparée, F¥ l'est a fortiori.

Soit donc F une face complémentable de X, déterminant un fermé
FnK de #FX,. 1l est clair que F'nY est une face fermée G de Y, et
que I'on a &(@)=FnK. Posons

g =157 = inf{h |he A(Y), hz1g};
cette fonction est concave SCS. Soit
f=1F, =inf{ly |l AX), 1215);

cette fonction est affine SCS, puisque F est complémentable (cf. défini-
tion 4). Il est clair que I'on a ¢ <f. Or f=¢ sur &(Y), car sur &(G)=
FnK, f=¢p=1, et sur &(Y)\E(G)=F'nK (F' face supplémentaire de F
dans X), f=¢=0 (cf. définition 4). C’est un lemme facile sur les con-
vexes compacts qu’on ait alors f=¢ (utiliser 1’égalité

¢ =inf{g |ge A(Y), g2 ¢}

cf. par ex. [12]). Done, de plus, ¢ est affine, et
¢ = 970) = f0) = (I ) H0) = F'nY.

Donc G’ est une face, et Y =co(GuU@’) (cf. définition 4). Soit alors y
dans Y. On peut écrire: y=Aa+(1—A)b, avec a € G et beG'. Mais
comme G< F et G'<F’, a et b sont uniques puisque ¥ est complémen-
table. Donc @ est complémentable dans Y, et &(G)=FnK est un fermé
de Y. Donc on a bien F¥>FX .

Remarquons que l'implication (E) = (D) semble fausse en général,
méme si la propriété (A) est vérifiée. Par contre, elle est vraie si la pro-
priété (C') est vérifiée ; on le voit par un calcul barycentrique élémen-
taire.

(G) = (E) : Soit K compact < &(X), et soit ¥ =co(K). Alors §(Y)=K
est fermé. Pour toute f de C(K)=C[&(Y)] il existe f de 4(X) qui pro-
longe f, donc f[Y appartien & A(Y) et prolonge f. D’aprés un résultat
classique de Bauer, Y est un simplexe de Bauer (cf. [4]).

Nous alons voir que si X est de dimension finie, la situation est treés
agréable.

THEOREME 13. 8¢ X est un convexe compact de R™, alors les onze pro-
priétés (A)...(S) sont égquivalentes.
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DtMONSTRATION. Il nous suffit de démontrer les trois implications
(E) = (8), (A) = (8) et (Fy) = (8).

(E) = (S): Si &(X) est fermé, alors X =co[&(X)] est un simplexe.
Sinon, &(X) est infini. Soient z,%,,. .. %, 1,%,.s "+ 2 points distincts
dans &(X). Alors co(xy,...,%,,s) est un simplexe inclus dans X, de
dimension n+ 1, ce qui est absurde. Donc &(X) est fermé, et X est un
simplexe.

(A) = (S) : Il existe un point « € X tel que la plus petite face fermée
contenant = soit X. D’apreés le résultat de Carathéodory (lemme 9), il
existe x,;,%,,. . .,x;, € £(X), affinement indépendants, tels que

xzeco({ry,...,2;}) .

Mais cet ensemble est une face d’apres (A). Donc c’est X. Mais comme
cet ensemble est un simplexe, X est un simplexe.

(Fy) = (S): Remarquons d’abord que si X est un convexe compact
de R7, toute face F de X est fermée, car son intersection avec toute
droite est fermée, et ceci suffit en dimension finie (cf. Bourbaki [5,
exercise 15 du § 1 du ch. IIJ).

Soit a; € £(X). La face supplementaire F, est fermée, et sa dimen-
sion est plus petite strictement que celle de X. De plus, &(X)=
{a,}uE(Fy).

Soit a, € &(F,). Si G, est la face supplémentaire de {a,} dans X, on
voit facilement que F,=G,nF, est la face supplémentaire de {a,} dans
F,. La face F, est donc fermée, et de dimension strictement inférieure
a celle de F,.

En continuant ainsi, on arrive nécessairement a une face F,, réduite a
un point a, (avec p<n+1).

On en déduit que X =co({a,,a,,...,a,}), avec unicité des décomposi-
tions barycentriques, donc que X est un simplexe.

En dimension infinie, 'une des propriétés (A)...(G) ne sera pas suf-
fisante & elle seule, le plus souvent, pour affirmer que X est un simplexe.
11 faudra utiliser la conjonction de plusieurs de ces propriétés. Dans
une premiére étape, nous déduirons d’un résultat de Choquet un critere
facile & démontrer, mais peu maniable dans la pratique.

4. Premiers critéres en dimension infinie, pour les convexes
compacts standards.
Nous rappellons qu'un convexe compact X est standard si &(X) est
universellement mesurable et porte toute mesure maximale. Nous al-
lons d’abord démontrer la réciproque, die & Choquet, du lemme 11.
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THEOREME 14. Soit X un convexe compact standard. Si X vérifie le
principe de Dirichlet approché sans positivité, X est un simplexe (c.a.d. :
(G) < (S) pour un convexe compact standard).

DEMONSTRATION. Supposons, par ’absurde, que deux mesures u et »
de M,*(X), portées par &(X), coincident sur A(X) c.a.d. aient méme
barycentre, et soient distinctes. Il existe un compact K inclus dans
&(X), tel que u(K)=+»(K). Donc il existe un nombre ¢>0 tel que
u(K)—v(K)>e¢, par exemple.

Soit ¢ le nombre figurant dans I’énoncé de (G). Il existe un compact
K’ tel que K< K'<&(X), et avee & la fois u(K')>1—4eo! et »(K')>
1— }eo~1. De plus, puisque [1xdu—[1dv>e, il existe f de C(K’), avec
0<f<1, telle que [g.fdu— g fdv>3}e. Soit alors f dans A(X), telle que
Siw=f, et |flSelfllse. Alors on a: u(f)—»f)=0. Mais on peut
écrire :

phy—p) = [fap- [far+ [ Fau— [ fav.
K K’

& (XO\K’ E(XO\K'

Dot : 0= 3e—2(4e07Y)||f || = 4 — 2(3e0~1)o = }e ce qui est absurde.

Ce théoréme va nous permettre de montrer facilement que la con-
jonction de (C) et (E) implique (S), et méme un résultat un peu plus fort.

DEriNITION 15. On dit que des faces (Ft);.; fortement archimédiennes
d’un convexe compact X sont uniformément fortement archimédiennes si
les caractéristiques o, des F'i sont uniformément bornées.

TaforEME 16. Soit X un convexe compact standard.

a) Si pour tout compact K< &(X), Fr=co(K) est une face complé-
mentable, et qui de plus est un simplexe, alors X est un simplexe.

b) Si les Fg sont des faces uniformément fortement archimédiennes, et
qui de plus sont des simplexes, alors X est un simplexe.

DfMONSTRATION. Il est clair que b) => a), puisque des faces complé-
mentables sont fortement archimédiennes de caractéristique 1.

Nous allons montrer que X vérifie les hypothéses du théoréeme 14.
Soit K compact, inclus dans &(X), et soit f de C(K). L’ensemble Fy=
co(K) est une face, donc &(Fg)=K est fermé. Donc Fy est un sim-
plexe de Bauer. Par suite, il existe g de A(Fx) (unique), telle que gz =f
et |lgll=|Ifll. Il existe alors h de A(X), telle que hjy, =g, et ||h|| <¢|lgll=
ollfll, o o est une borne commune aux caractéristique des Fy. De
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plus, bien str, &z =f. Donc X vérifie le principe de Dirichlet approché
sans positivité, et X est donc un simplexe.

CorROLLAIRE 17. Soit X un convexe compact standard. Si X wvérifie
Vaxiome de Stormer, et les propriétés (Fy) et (E), X est un simplexe de
Bauer.

En effet, d’aprés (F,), tout point extrémal est une face complémentable.
Done, d’aprés I’axiome de Stormer, il en est de méme de co(K) si
K< é&(X). Side plus X vérifie (E), il vérifie les hypothéses du théo-
réme 16, donc c’est un simplexe. D’aprés le lemme 7, ¢’est un simplexe
de Bauer.

En fait, le théoréme 16a) et le corollaire 17 seront améliorés dans la
suite.

5. Un contre-exemple pilote.

DErinITION 18. S0it d la mesure de Lebesgue sur [0,1], et & la mesure
3u2127"0,,, ou n — x, est une numérotation bijective des rationnels de[0,1].
Soit 7t la mesure dx—o.

On définit le sous-espace H de C([0,1]) par H=m"10). Muni de la
norme uniforme, H est un espace de Banach. De plus, les constantes ap-
partiennent & H.

On note X, le convexe compact du dual H' de H formé des éléments posi-
tifs de morme 1 de H', et muni de la topologie faible o(H',H)(Xo=H,'*).

Ce convexe compact X,, d’ailleurs métrisable, va nous fournir des
contre-exemples, en dimension infinie, & certaines des conjectures que
Pon peut imaginer & partir du théoréme 13.

LeMME 19. Pour tout y, € [0,1], il existe f de H telle que f(y,)=1 et
fy) <1 pour tout y +y,.

DfiMoNSTRATION. Soit Q={fe C([0,1]) | f(yo)=1 et Vy *¥yo.f(y) <1}
£ est un ensemble convexe de C([0,1]). La mesure = est linéaire sur
C([0,1]). Pour trouver f dans Hn®Q, c’est-a-dire dans #~1(0)n£2, il suffit
de trouver f, et f, dans 2 telle que n(f,) >0 et 7(f;) <O.

1. Soient z,%,,...,x,. Posons fi(y,)=1 et Vx,+y, (p=1,2,...,n)
filw,)=0, et choisissons f, comprise entre 0 et 1. Alors on a:

_ 1 1 1 1 1 1
w(f1)<§+(2_n+—l+§;:2+"')=§+ﬁ=a< .
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En prenant alors f; «en pointe » autour de y,,2;,%,,...,%,, et égale &
1—¢ ailleurs, on peut réaliser [if;dxz>x, et, par conséquent, avoir
n(fy) > 0. (Cf. Fig. 1.)

]
;} R L —————

[ .
,_(:g e —— =

0 £ o Xy z, 1 1
Fig. 1. Fig. 2.
2. Soient z,,z,,. . .,%,.

Posons f,(yo) =1, et YV, +y,, fo(x,)=1—¢ (0<e<1), et choisissons f,
comprise entre 0 et 1. Alors on a

a(fy) > (1—¢) (%““i*"'*%‘») — (1-¢) (1-%) — B>0.

En prenant f, « en pointe » autour de yg,%;,. ..,%,, et nulle ailleurs,
on peut réaliser [}f,dx < B, et par conséquent, avoir z(f;) < 0. (Cf. Fig. 2.)

On peut remarquer que ce qui permet cette construction, c’est le fait
que dz et & soient étrangeéres.

ProrosrrioN 20. a) L’ensemble des points extrémaux de X, est iso-
morphe & [0,1] par Uinjection canonique de [0,1] dans H,'* : x ~> §,.

b) X, n’est pas un simpleze.

c) X, ne vérifie pas le théoréme de Carathéodory.

DfMONSTRATION. a) Il resulte du lemme 19 que H sépare [0,1], et
que Vy, de [0,1], il existe f de H qui posséde un maximum strict en y,.
Done la frontiére de Choquet de H est [0,1], et elle est isomorphe &
I’ensemble (cf. [6])

&{co[6([0,1])]} = EH ) = E(X,) .
Par l'injection z w— d,, H s’identifie & 4(X,).

b) Soit z, le point de X, barycentre commun des mesures dx et @&
(qui coincident par definition sur A~ A4(X,)). Comme dx et & sont por-
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tées par &(X,), x, posséde deux mesures maximales distinctes et X,
n’est pas un simplexe (c’est un « x-polytope » au sens de [10]).

c) Montrons que les mesures maximales de masse 1 et barycentre z,
sont exactement les mesures de la forme Adx+ (1 —2)® : soit ¥ une me-
sure maximale de barycentre x,. Donc, Yf de C([0,1]), on a I'implica-
tion: fe H = »(f)=a(f), c’est-d-dire (de—a)(f)=0 = (v—a)(f)=0.
Donec il existe 4 tel que v — @ = A(dx — @), donc v=Adz+ (1 —A)®. Comme
v appartient & M,+([0,1]), nécessairement on a 0<A=<1. Il en résulte
que pour toute mesure maximale » de barycentre z,, le support Sy de »
est &£(X,) entier ; et alors co(Sv)=X, n’est pas un simplexe.

Pour un convexe compact ne vérifiant pas le théoréme de Carathéo-
dory, cf. aussi [0].

Nous allons étudier de plus prés les faces du convexe compact X,.

LemMME 21. Pour tout compact K < §(X,), Fg==co(K) est une face, qui
est un simplexe de Bauer isomorphe @ M, +(K) si K +8(X,). Inversement,
toute face fermée est de la forme F g pour un certain compact K <[0,1].

DimoNsTRATION. Si K =[0,1], il est clair que F est une face.

Supposons K #[0,1]. Montrons que F est un simplexe de Bauer
isomorphe & M, +(K). D’abord, K = &(Fg). Soit alors u et » dans M, +(K),
et supposons que b(u)=b(»). Ceci signifie que u et », considérées comme
mesures sur [0,1] portées par K, sont telles que

af) =0 = (u=9)(f) =0

Vfe C([0,1]). Donc il existe 4 tel que u—»=2A4n. Mais = charge 'ouvert
[0,1]\ K, alors qu’il n’en est pas de méme de y—». Donc on a =0,
et u=v». Donc Fx est un simplexe isomorphe a M,*+(K).

Reste & montrer que Fx est une face. Soit  un point de Fg, x=>b(u),
u € M,+(K) (u est unique). Soient y et z dans X, barycentres de » et §
de M,+([0,1]), et tels que z=3}(y+2). On a donc y—}(v+0)=Az pour
un certain A réel. Posons (v +0) =0+ xy ot 4 (CK)=0 et ay(K)=0.
On trouve alors

(B—o0g) =&y = Amg +Amox -

Done o= —Amcx. Or «, 20, et #t=dx et a~=q chargent I'ouvert
CK. Donc nécessairement A=0, x,=0, et » et § sont portées par K.
Donc y et z appartiennent & F, ce qui prouve que Fy est une face.

Réciproquement, il est évident que toute face fermée est de la forme
Fg.
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REMARQUE 22. a) On voit que l'argument essentiel consiste & utiliser
le fait que dx et @ sont étrangéres et chargent tout ouvert non vide.
Cette remarque permet de généraliser le contre-exemple X,.

b) On montre facilement que si K =[0,1], un point « de Fx a une
seule représentation par une mesure sur [0,1]: la mesure portée par K
et qui le représente dans Fg.

DirintTION 23. a) Soit K un compact de [0,1], K +0 et K +[0,1].
On notera Fy' Uensemble supplémentaire de la face F g, et G Uensemble
des barycentres des mesures de M,+([0,1]) portées par [0,11\ K.

b) 8¢ K est un compact de [0,1], non vide, et distinct de [0,1], on dira
que K est m-épais (resp. m-négligeable) si on a: n+(K). n~(K)>0 (resp.
|| (K)=0). Une face Fg sera m-épaisse (resp. m-négligeable) si K est
7-épais (resp. m-négligeable).

LemME 24. Soit K un compact de [0,1], K non vide et distinct de [0,1].

a) Alors: GgnF =0 et Xy=co(FxUGg).

b) 8¢ K est n-épais ou w-négligeable, G est une face qui n’est autre que
Fy'; st K n'est ni n-épais ni n-négligeable, G n’est pas une face et G
contient Fy' strictement.

c) 8t K est n-négligeable, F - est une face complémenitable.

d) 8¢ K est m-épais, la face F g, n’est pas complémentable.

D#MONSTRATION. a) Supposons qu’il existe un point # dans G nF .
Alors il existe u de M,+(K) et » de M,+(CK) telles que y—v=2An. Donc
v= —Amcg, ce qui implique A=0 car mcx n’a pas un signe constant.
Donc v=0, ce qui est absurde. Donc GxznNFr=0. De plus, il est clair
que X =co(FgUGg), car toute u de M,*+([0,1]) s’écrit u=px+ ok -

b) Soit # dans G, barycentre de u de M,+(CK). Soient y et z deux
points de X, barycentres de » et 6 de M,*([0,1]), et tels que x=}(y +2);
il existe donc A réel tel que u=4(»+ 0)+An. Si nous posons « = }(»+6),
alors on a u=a+An, done p=wox +Ancx, €6 0= g +Am . Or g 20.
Done —Amg20.

1) Si K est m-négligeable, Amx =0, et &z =0, done }(v+0)=ock, €t
v et 0 sont portées par CK, et y et z appartiennent & Gx. Gy est donc
une face.

2) 8i K est m-épais, 75 n’a pas un signe constant. Donc —Amx ne
peut étre positive que si A=0; on obtient donc encore =0, et on
conclut de la méme fagon.

D’autre part, sans hypothése sur K, soit F' une face de X, disjointe
de Fg. Soit y € F. On peut écrire :
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Yy=M+(1-Ays v1€Fk, y2€Gg.

Si 4 0, alors y, appartient & F'nF g, ce qui contredit I’hypothése. Donec
A=0, et y=y, appartient & G',. Donc dans tous les cas

= U{F | F face, FNFx=0} < Gg .

Si K est n-épais ou n-négligeable, G est une face disjointe de Fg, donc
c’est la plus grande face disjointe de F : Gg=Fy' .

Enfin, soit K ni n-épais ni nz-négligeable, et montrons qu’il existe un
point  de G tel que face(x)NF g 0 (ou face(x) est la plus petite face
contenant z). On aura ainsi 'inclusion stricte Fx'S Gk, et le fait que
Gk n’est pas une face.

ler cas : &(K)=0 et [dx>0. Posons

p1 = kfdx.

Soit x, le barycentre de @. Alors x, appartient & Gx\Fg. Soit y le
barycentre de la mesure u=fdx ;. Le point y appartient & Fg. Soit
A de ]0,1[, avec A8 < 1. Si un point x de G, est barycentre d’une mesure
v portée par CK, & quelle condition a-t-on x,=2y+ (1 —A)z, et par con-
séquent & la fois le fait que G'x n’est pas une face, et que y appartient a
face(z,)NFx? (car dire que y est dans face(x,) c’est dire qu’il existe 2
et 1>0 tels que z,=Ax+ (1 —A2)2). La condition s’écrit:

o=+ (1-Aw+oan,

soit:
@ = Mdrg + (1-2Ap + adz —
Puisque &(K)=0, ceci est possible & la condition que A= —«. On a
alors
1-28 B dxox
o | —— T (1-8-1 =
“’(1—1)+ Py R p=

La mesure » appartiendra bien & M,+(CK) si on a les relations:

ll—lf+ AB (1 g1y =
1-28 ) B _
Aﬂél, I—-J.él, ’1—__2(1"5 l)él

Ces conditions sont réalisées si A8 <1, ce que nous avons supposé. Donc,
si z,=b(®), il existe y appartenant & face(r,)NFx et de plus I'égalité
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Zy=2y+(1—2A)z, avec y dans Fy, donc y dans [Gx, prouve que Gg
n’est pas une face.

2éme cas : [gdr=0 et ®(K)>0. La démonstration est exactement la
méme, en intervertissant le role de dx et &.

¢) Soit K un compact w-négligeable. La seule chose qui reste 4 mon-
trer pour prouver que F  est complémentable est 1'unicité de la dé-
composition barycentrique dans la formule X =co(FgUGg). Soit
dans X\ (FxUQg), z=b(x) (u€ M,*([0,1])). On peut écrire u=
M+ Mok s ce qui donne une décomposition. Une autre décomposition
de x s’écrit, en termes de mesures:

u=v+0+in, ve MHK), 6 e M+CK).
Comme |7|(K)=0, nécessairement v=p x, et pjox=0+4, done

b(pex/llwexl) = bO/16]]) :

la décomposition est unique.

d) Soit zy=0b(®)=>b(dx). On peut, en termes de mesures, représenter
x, de deux fagons par dz g +dz ok, et par &g+ d k. Or dajox/dx(CK)
et @ og/®(CK), par exemple, ne peuvent représenter le méme point,
sinon on aurait

xdrox — O cx = A,

ce qui est absurde si A +0 car le ler nombre ne charge pas K, alors que
le second charge K. On aurait donc 1=0, et adaox =B d|cx, ce qui est
encore absurde, car ces deux mesures sont étrangeéres.

Il ne peut donc y avoir unicité de la décomposition de z, suivant Fx
et G (égal & Fi') et Fx n’est pas complémentable.

CoOROLLAIRE 25. Tout point extrémal non rationnel est une face com-
plémentable.

REMARQUE 26. Il serait peut étre intéressant, dans le cas ot K n’est
ni n-épais ni n-négligeable de déterminer Fy’'. En particulier, il serait
intéressant de savoir si les points extrémaux rationnels sont des faces
complémentables.

Montrons enfin une forte propriété des faces fermées de X:
LeMMmE 27. Toute face fermée de X, est fortement archimédienne.

DimoNsTRATION. Si la face est X, c’est évident. Sinon soit Fx une
face fermée, avec K =[0,1]. Soient f,,f,,...,f, de H, et soit ¢ de C(K)
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(qui est isomorphe & A(Fg), d’aprés le lemme 21), avec f;, <g. Posons

@ = sup(fl’fza- . ﬂfn) .

Alors ¢ <g sur K. Soit 9 un prolongement continu de ¢ & [0,1], avec
p=¢@. Nous allons construire, dans I’ensemble convexe

# = {feC[0,1]) |f=g sur K,fz¢},

deux fonctions yp, et y, telles que 7(y,;) <0 et n(y,) >0. Par convexité,

il existera alors k=Ay,+ (1 —A)y, appartenant & Hn%, donc telle que

h=g sur K (c’est a dire sur Fg) et b= f; sur £(X,), done sur X,.
1. En rajoutant & v des « pointes vers le haut» aux points
.»%,, de [0,1]\ K, on fabrique y; avec n(y,) <0. (Cf. Fig. 3.)

ul’xaz!

[ ——————
R ————
8 e ——————=

2
M
=
R
s

Fig. 3. Fig. 4.

2. En rajoutant & v, en dehors d’un voisinage de K, une grande con-
stante, sauf aux points z,,%,,,...,25 €[0,1]1\K on fabrique p, avec
7(yy) > 0. (Cf. Fig. 4.) La démonstration précise est technique bien que
facile. Nous la laissons au lecteur.

Le convexe compact X, nous permet maintenant de voir que certaines
des implications qu’on aurait pu espérer étendre, & partir du théoréme
13, au cas de la dimension infinie, sont fausses.

THEOREME 28. a) Il existe un convexe compact métrisable X, qui n’est
pas un simplexe, qui me vérifie pas (E), mais tel que :
1° les propriétés (A) et (B) sont vérifiées;
2° pour tout compact K < &(X), co(K) est une face fortement archimé-
dienne.
b) Il existe un convexe compact X,, métrisable, qui n’est pas un sim-
plexe, et qui vérifie la propriété (Fy).

DiMoNSTRATION. a) Cela résulte directement de I'étude que nous
venons de faire de X,. Pour la propriété (B), il suffit de remarquer que
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si £(Y)<=&(X,), alors £(Y)=K est compact, et ¥ =co(K)=Fy est bien
une face.

b) On trouvera ce contre-exemple dans [3]. De plus, on verra au § 6
un autre exemple d’un convexe compact vérifiant (F,), et qui n’est pas
un simplexe.

On voit en particulier que dans 1’énoncé du Théoréme 16,b) on ne
peut supprimer simultanément I’hypothése d’uniformité pour les ca-
ractéristiques et celle que les F'i sont des simplexes, méme si cette der-
niére reste vraie pour tout K +&(X).

De plus, le carré unité de R? montre que, méme en dimension finie,
toutes les faces fermées d’'un convexe compact peuvent étre uniformé-
ment fortement archimédiennes sans que celui-ci soit un simplexe.

En fait, dés que I'on supprime, dans I’énoncé du théoréme 16b) la
condition d’uniformité des caractéristiques, sa conclusion devient fausse.
C’est ce que nous allons voir au paragraphe suivant.

6. Deux autres exemples.

DirFINTTION 29. Soit N Uensemble {1,2,3,...}, et soit N=Nu{w} le
compactifié d’ Alexandrof de N. On pose Z =NuU{a,b}, espace compact ow a
et b sont isolés. Soit & la mesure 8,— §(8,+ 0), et 7w la mesure n+—n~, o

At = 3,120y, e = 3,120 -

On définit le sous-espace H de C(Z) par H=n"10)n®d1(0). Muni de la
norme uniforme, H est un espace de Banach. De plus il contient les con-
stantes.

On notera X, le convexe compact H,'+ de H' muni de la topologie faible
o(H',H). Il est évidemment métrisable.

A la différence du convexe compact X,, 'ensemble &(X,) n’est pas
fermé, comme nous allons le voir.

LemMME 30. a) H est un sous-espace séparant de Z. Pour tout x,e
Z\{w}, il existe une fonction f de H telle que f(x))=1 et f(x)<1 pour
tout x de Z distinct de x,.

b) Tout compact K inclus dans Z \ {w} est fini. Si A et B sont les deux
ensembles d’une partiton d’un tel compact K, il existe f dans H telle que
f=0sur 4 et f=1 sur B.

Nous omettons la démonstration de ce lemme, qui ne présente aucune
difficulté.
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ProrosiTioN 31. a) L’ensemble des points extrémaux de X , est 1somorphe
a@ Z\{w} par Vinjection canonique de Z dans H,'* : x ~—> J,.
b) Le convexe compact X, n’est pas un simplexe.

DfMoNSTRATION. Le premier point résulté du lemme 30. Le deuxiéme
résulte du premier et du fait que les mesures =+ et 7~ sur X,, maximales
au sens de Choquet car portées par &(X,), ont méme barycentre.

THEOREME 32. Il existe un convexe compact métrisable X,, qui n’est
pas un simplexe, et qui vérifie pourtant la propriété sutvante:

pour tout compact K< &(X,), co(K) est une face, fortement archimé-
dienne, et qui est un simplexe.

De plus, X, ne vérifie pas la propriété (B) (alors qu’il vérifie la pro-
priété (A)).

DifimonsTRATION. Bien entendu, il s’agit du convexe compact X, de
la définition 29.

1. Soit K = {z;,,,...,%,} un compact inclus dans Z\ {w}. Alors les
points z,,...,z, sont affinement indépendants d’aprés le lemme 30b).
Donc I’ensemble co (K) est un simplexe.

2. Soit x un point de Fg=co(K), et supposons que x=4(y+2), ol ¥
et z appartiennent & X,. En termes de mesures, si z, y, 2 sont barycen-
tres de mesures u, », 0 portées par &(X,), on a donec:

b= 3v+0)+an+pfo, o,p réels, u(K) =1.

Comme u, v, 6 et = ne chargent pas le point w, on voit que f§=0. Sur
Pensemble &(X,)\ (KuU{a,b}), on a 0=4(»+0)+an. Or cet ensemble
contient au moins un nombre pair et un nombre impair (et méme, une
infinité). Done, sur cet ensemble, = n’est pas de signe constant. Comme
3(v+ 6) est positive ou nulle, on en déduit que x=0. On a donc la rela-
tion entre mesures de M,+(Z): p=4(»+0). Comme u est portée par K,
il en est de méme de » et 0, donc y et z appartiennent & F . Cet ensemble
est donc une face.

3. Soit K compact inclus dans &(X,), et soit f de C(K) (c’est-a-dire la
donnée d’une fonction de A(F ), puisque Fx est un simplexe de Bauer),
et gy,...,9, de H, telles que f2g;,., 1=1,2,...,p. Posons

(P = sup(gl,. . ’gp) ’

et soit K, =K\ {a,b}, et K'={1,2,3,...,2n} un compact contenant K,.
Définissons f’ sur K’ par f'=f sur K,, et f'=¢ sur K'\ K,. Et enfin,
soit « la valeur de 7 g.(f").
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Nous allons définir un prolongement f de f’, qui prolongera en fait f,
qui appartiendra a H, et tel que f =¢. Nous posons:

= fla) siaek,
7@ =% sia¢k,

f) sibek,
jor ={% Srex.

Fl@) = Hf@)+f @),
f=f sur K,
f@en+1) = p2n+1)+4,
f@n+2) = pn+2)+B,
olt 4 et B sont positifs et choisis pour que
2=+ (F(2n+2)—f(2n+1))4+a = 0
pour tout p>n+1,

F(2p) = f(2p—1) = sup[p(2p),p(2p—1).f (0)] .

On voit facilement que f répond aux conditions imposées (f € H, fx=f
f =¢). Donc Fy est fortement archimédienne.

Remarquons que plus card K est grand, plus la caractéristique de F
est grande (p.ex., si K contient ’ensemble des nombres inférieurs ou
égaux & 2n, sa caractéristique est supérieure & 27-2),

4. Notons P I’ensemble des nombres pairs non nuls, et I 1’ensemble
des nombres impairs. Soit K un compact de Z, vérifiant les conditions:

abwekK, PcK,
Knl 09, I\NK 9.
Alors Y=co(K) est un convexe inclus dans X,, et on a: &(Y)=
K\ {w}<=&(X). Pourtant, nous allons voir que Y n’est pas une face.
Le point z,, barycentre de nt+ et n—, appartient & Y, car nt+ est porté

par P, et P<&(Y). Soient y et z les barycentres respectifs des mesures
2 nx/"(I\K) et 7| g[z~(K). Alors on a:

2y = n~(INK)y+a-(K)z.
Pourtant, y n’appartient pas & Y, sinon on aurait

ANk = ptan,
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ol u serait une mesure positive portée par K\ {w}; ceci serait absurde,
car on aurait alors 0=p+Am g () ce qui entrainerait, par le méme
argument qu’au point 2 de la démonstration, que A=0, u=0, et
7~ (K)=1, c’est-a-dire I = K, ce qui contredit le choix de K.

Done le point z, de Y est barycentre de deux points de X, dont 'un
n’est pas dans Y, et par suite ¥ n’est pas une face. Donc X, ne vérifie
pas la propriété (B).

Le théoréme 32 montre qu'un convexe compact standard X peut véri-
fier les propriétés (A) et (E) sans étre un simplexe. On peut se demander
ce qui se passe si I'on rajoute une propriété supplémentaire. Si I’on
rajoute (F,), alors, d’aprés le théoréme 16a), X est un simplexe. Mais
la question se pose si on rajoute seulement la propriété (F,).

Le contre-exemple qui suit donne une réponse & ce probléme.

DEFiNiTION 33. Soit Z le compact [0,1]U{a,b}, 0% a et b sont deux points
distincts isolés. Soit @ la mesure §;— 3(0,+0,), et soient nt et n— deux
mesures positives de masse 1 sur [0,1], étrangéres, ne chargeant aucun
point, et chargeant tout ouvert ; on pose x=mn*+—7m".

Soit H le sous-espace w~1(0)Nw-1(0) de C(Z). Munt de la norme uni-
forme, H est un espace de Banach ; de plus, il contient les fonctions con-
stantes.

On note X4 le convexe compact H,'+ de H'. Il est métrisable.

On montrera facilement, comme pour les exemples précédents le ré-
sultat suivant:

ProrosITION 34. a) L’ensemble des points extrémaux de X, est iso-
morphe & [0,1]U{a,b} par Uinjection canonique de Z dans H,'* : & w4,
b) X; n’est pas un simplexe.

Le convexe compact X, est le contre-exemple cherché :

THEOREME 35. Il existe un convexe compact métrisable X, qui n’est
pas un simplexe, mais qui vérifie pourtant les propriétés sutvantes :

a) Pour tout compact K < &(X3), co(K) est une face qui est un simplexe
(propriétés (A) et (E)).

b) Tout convexe compact ¥ < X,, tel que (Y )< &(X;), est une face de
X, (propriété (B)).

c) Tout point extrémal de X4 est une face complémentable (propriété (Fy)).

d) Pour tout compact K < &(X,), la face co(K) est fortement archimé-
dienne.

Math. Scand. 28 - 12
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DEmoNSTRATION. a) Ce point se démontre de fagon tout & fait ana-
logue & celle utilisée pour les contre-exemples précédents, en utilisant le
fait que pour tout compact K < &(Xj;), on a

atHE(X)\NK]n[E(X)\NK] > 0.

b) Ce point ne présente aucune difficulté, si 'on remarque que &(Y) =
&(Y) ou &(Y)u{l}.

¢) On suit ici la méthode qu’Alfsen et Andersen utilisent dans [3]
pour étudier le convexe compact X, du théoréme 28b) : on montre faci-
lement que, pour tout x appartenant & &(X,), I’ensemble G, des bary-
centres des mesures de M,+(X;) portées par &(X;)\ {z} est la face sup-
plémentaire de la face {x} (on utilise le fait que |z|({z})=0Va € Z).

d) Une méthode tout a fait analogue & celle utilisée pour démontrer le
lemme 27 prouve le résultat (on utilise des compacts portant les mesures
at et m— & ¢ prés, et des voisinages ouverts de ces compacts, pour con-
struire des fonctions continues convenables).

REMARQUE 36. Pour construire les mesures z+ et z~, on peut remarquer
qu’il existe un ensemble E de [0,1], Lebesgue-mesurable, tel que pour
tout intervalle ouvert J de [0,1] on ait

fdx>0 et fdx>0.
JnE JNCE

On pose alors nit=1zdz[[zdz et 7~ =1gzda/{oydx.

7. Le critere principal en dimension infinie, pour un convexe
compact standard.

Remarquons d’abord que la condition du théoréme 16a) en termes de
topologie faciale, peut s’énoncer : fout compact ordinaire K de &(X) est
Sfermé pour la topologie faciale, et la trace de cette topologie sur K est sépa-
rée, c’est-a-dire la conjonction des propriétés (C) et (D) (car, lorsque (C)
est vraie, (E) et (D) sont équivalentes : cf. démonstration du lemme 12).

Nous allons voir qu’on peut en fait supprimer la condition (D), en
utilisant une méthode suggérée par la démonstration du point d) du
lemme 24.

TaEOREME 37. Soit X un convexe compact standard. 8%, pour tout
compact K inclus dans &(X), co(K) est une face qui est de plus complé-
mentable, alors X est un stmplexe. Une condition équivalente est que tout
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compact ordinaire de &(X) soit fermé pour la topologie faciale (c’est-a-dire
(8) <= (C") <= (C) st X est standard).

DEMoONSTRATION. Nous allons raisonner par I'absurde, et supposer
que X ne soit pas un simplexe. Il existe alors un point m de X, bary-
centre de deux mesures maximales distinctes x et », que ’on peut tou-
jours supposer étrangéres (sinon, on les remplace par des multiples de
(n—»)* et (p—1)7).

Nous allons montrer que pour un compact K, de &(X), convenable-
ment choisi, la face Fx =0¢0(K,) n’est pas complémentable, ce qui sera
la contradiction cherchée.

a) Si K est un compact inclus dans &(X), la face F ' supplementaire
de F=Fy est I’ensemble des barycentres des mesures de M, (X ) por-
tées par &(X)\ K. En effet, d’aprés la définition 4, la fonction 1 » est
affine semi-continue supérieurement, et iF— (0)=Fg'. Soit alors z un
point de Fy', et soit s une mesure maximale de barycentre x. Alors

(1 =1 F(x) 0, donc, puisque 0= 1 #=1, u est portée par 1 FH0)=
Elle est donc portée par Fg'n&(X)=8(X)\ K. Inversement, si p est
portée par &(X)\ K, donc par Fg’', p(iF)=0, done 1,[b(u)]=0, et b(u)
appartient bien & Fg'.

b) les mesures u et v étant portées par deux boréliens disjoints inclus
dans &(X), il existe un compact K, < &(X) telque u(Ky)=0, »(Ky) >0
et V[E(X)NKy]>0 (car v n'est pas & support ponctuel, sinon y=v=4,).
Posons v, =g [V(K,) et vy = gx) /(1 —¥(K,)); alors v; et v, € M H(X),
et on a:

m = p(Ky)b(vy) + [1—9(K)]b(ve) = b(») .

Donc m n’appartient pas & Fy, (cary(K,)>0). Mais on a aussi

m = b[ﬂ]é’(X)\Ko] = b(u) .

D’aprés la premiere partie de la démonstration, si Fg, est complément-
able, m appartient & F}{o. D’ol1 une contradiction.

CoroLLAIRE 38. Soit X un convexe compact standard. Si X vérifie la
propriété (Fy) et Paxiome de Stormer, X est un simplexe de Bauer.

DimMONSTRATION. En effet, si chaque point de &(X) est une face
complémentable, et si X vérifie ’axiome de Stérmer, pour tout sous-
ensemble K de &(X) I'ensemble co(K) est une face complémentable.
Done X est un simplexe, et, d’aprés le lemme 7, c’est un simplexe de
Bauer.
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Ce corollaire améliore le corollaire 17, puisque ’hypothése (E) est
supprimée.

8. Conclusion et problemes ouverts.

En résumé, pour un convexe compact standard, on peut établir le
schéma suivant, ol le symbole « — » désigne une implication, le symbole
«--i-> » la fausseté de I'implication correspondante, et une accolade la con-
jonction des propriétés qu’elle regroupe :

—————

1
|
—_— e B @B ——1:
!
@ D) : :
Il
X
|
e e e e e e e e e et e -
=)= ©) ‘SL_-,L_{é __________ J
~-—————— -
|
|
|
) |
|
|
|
|
(F) |
|
l |
|
) (F,)
Fig. 5.

On n’a pas fait figurer sur ce schéma les implications et non-impli-
cations résultant formellement de celles déja indiquées (telles, par ex-
emple, que: {(B) et (F)}—>(S), (A)-1> (E), (B)--->(S), (E)---> (8),
ete.).

Il faut rajouter aux implications de ce schéma la caractérisation au
moyen des faces uniformément fortement archimédienne (théoréme
16b)).
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Parmi les problémes ouverts, citons:

Les implications (F;) = (S) ou (F) = (S), (F,) = (F), (D) = (8S),
sont-elles vraies ?

La conclusion du théoréme 16b) subsiste-t-elle si on supprime I’hypo-
thése que les F'yx sont des simplexes?

Les théorémes 16 et 37 demandent-ils vraiment la condition que X
soit standard? (Alfsen a montré que la condition était « nécessaire »
pour la validité du théoréme 14 : il a donné l’exemple d’un convexe
compact qui n’est pas un simplexe, mais qui vérifie I’hypothése du
théoréme 14 ; ce convexe n’est pas métrisable. Voir les sections marquées
par une astérisque dans chap.II §3 de la monographie par E. M. Alfsen:
Compact convex sets and boundary tntegrals (Ergebnisse Math. Grenzgebiete
57) Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York, 1971).
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