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DISTRIBUTIONEN AUF RAUMEN
VOM TYP & IN DER QUANTENFELDTHEORIE

JURGEN SCHEIBA

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit Beispielen zu [6], und zwar
mit Réumen, die in engem Zusammenhang mit dem Schwartzschen
Raum & stehen.

Als erstes Beispiel wird “der’” Raum & in Analogie zu den Schwartz-
schen Rdumen #», n=1,2,..., untersucht, gemif der Charakterisierung
von &* als Durchschnitt der Definitionsbereiche aller Polynome in den
selbstadjungierten linearen Transformationen P, = —10/0%,, und Q,,= %, -,
k=1,...,n, des L3(R").

Weiterhin wird gezeigt, dall der von Kristensen, Mejlbo und Poulsen
[5] als maximaler Raum vom Typ & bezeichnete topologische Vektor-
raum @ und ein weiterer von den genannten Autoren in [5] (Teil IV)
untersuchter Raum & in den in [6] behandelten Rahmen gehért, so daB
also alle Ergebnisse aus [6] zur Verfiigung stehen. Das hat u.a. zur Folge,
daB sich in einfacher Art und Weise wichtige Abschitzungen fiir gewisse
Operatoren ergeben, die in [5] mit ganz anderen Methoden untersucht
wurden.

Mein Dank gilt Herrn Professor Tillmann fiir seine Anregungen und
Herrn Professor Poulsen fiir eine Einladung nach Aarhus, wo ein Teil
der Arbeit entstanden ist.

1. Distributionen in unendlich vielen Veridnderlichen.

Die Bezeichnungen sind im folgenden dieselben wie in [6]. Wir be-
trachten in diesem Paragraphen einen speziellen Raum Z(S) (siehe [6]),
und zwar wihlen wir fiir §=(a,™¥), a,™® = (1+n)™, unabhingig von k.
Der zugehorige Raum #(S) <5, wird im folgenden mit & bezeichnet;
entsprechend sei @™ =2(S)™, Fir alle k ist hier A®=1 der Folgen-
raum (s), der dem Schwartzschen Raum &% auf R isomorph ist. & wird
dann durch die Normen

Eingegangen am 6. Mirz 1969.
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1l = ([ TR0 (o™ 1 @)1? dp(o) )
b.¢

definiert und topologisiert. Ein #quivalentes Normensystem ist das-
jenige der

W = ([ @+aat .+ If@IE du)
X

Es soll nun gezeigt werden, daB -— analog zur Situation % < L*R),
P=—id/d¥, Q=%+ — & der grofte unter gewissen selbstadjungierten
linearen Transformationen P,,Q,, k€ N, invariante lineare Teilraum
von ¥, ist, wobei die P,,@, die quantenmechanischen Vertauschungs-
relationen erfiillen (siehe Garding—-Wightman [2]). Die Operatoren P;, @,
sind die selbstadjungierten AbschlieBungen folgender linearer Transfor-
mationen p,,q;:

du(x +6)
du(x)

du(x—46
+ (a)ioy(a—0" (’g:—(a)"))*fw-ék))

(Bef)a) = 274 ((ak+ 1) oy(o) ( )"f(oc+6k) +

du(x+ 96,
(@f)(o) = i2-*((ak+ 1o (x) ( ";ﬂ(})’ﬁ)* Fla+8,) —

du(oe—3d
- Gtentn =07 (P sy

mit dem gemeinsamen dichten Definitionsbereich aller f e J#,, fiir wel-
che [xo|lf(«)l2du(x) < + oo; letztere Vektorfelder bilden den genauen
Durchschnitt der Definitionsbereiche von P, und @,.

Wir formulieren zunichst zwei Hilfssitze.

LemMa 1.1. Der Definitionsbereich D, von (P, +1@Q,)" ist derselbe wie
der von (P,,—iQ,)" und besteht aus allen f € 5, fir die

[ 5@ dut@) < +oo.
X

P, und @, bilden D, ., in Dy, , ab. Es gilt ferner
D1 = P (Dia) N Q™ (D) -

Der dichte lineare Teilraum D)= (D, , von H, ist der Durchschnitt
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der Definitionsbereiche aller Polynome in den beiden Transformationen P,
und Q. (18t also der grofite unter P,,Q, invariante lineare Teilraum von 5 ).

Der Beweis ergibt sich durch Induktion nach .

LEmMA 1.2. Der dichte lineare Teilraum 2 =N D, von H#, besteht
aus allen messbaren Vektorfeldern f, fir die

1/ llm,s® =f(1+cxo+.. W IF )2 du(a) < + o0
X

fiir alle r € N, Der Teilraum 2™ stimmt mit dem Durchschnitt der Defini-
tionsbereiche aller Polynome in Py, Q,,...,P,,Q,, — dem groften unter
Py, Qy, . . ., P,,,Q,, invarianten linearen Teilraum von S, — iiberein.

Beweis. Die Invarianz von 2™ unter P,,Q,,...,P,,, @, ergibt sich
in einfacher Weise daraus, daBl Py(2,n2;)<Z; und Qi(D,NZ;)<Z;
fiir alle j,k=0,...,m. Nach Lemma 1.1 ist dann 2™ der Durchschnitt
der Definitionsbereiche aller Polynome in P,,...,Q,,.

Als unmittelbare Folgerung ergibt sich nun, da &=0N,2™=N,2,
der gréBte unter allen P,,Q, invariante lineare Teilraum von J#, ist.
Man iiberzeugt sich ferner leicht, daBl die Einschrinkungen von P,,
Qo+ s P @, auf 2™ in der durch die Familie der Normen |||, .,
re N, auf 2™ definierten lokal konvexen Topologie stetig sind; es gilt
némlich

”Pkf”fn,r é 2r+1”f”12n,r+1

fir P, und ganz analog fiir ¢,. Folglich sind die Einschrinkungen von
allen P,,Q, auf © stetig in der friilher beschriebenen Topologie von &.

Theorem 1.1 aus § 1 von [6] gibt uns die Moglichkeit eines anderen
Zugangs und dariiber hinaus eine Handhabe zur Konstruktion weiterer
stetiger Endomorphismen von &, ausgehend von solchen von &. Durch
Auszeichnung der Basis (@,), n=0,1,2,..., der Hermiteschen Funk-
tionen @, € &

PD,(Z) = (—i)m(2rnlnd)te i H (X))

mit H,(Z)=e2*(d/dZ)"e~%* ist & vermodge des Isomorphismus 1
+00
S50 (@10 mit (9|2 = [ 9@, dZ

zum Folgenraum (s) isomorph, so daBl I®,=e, = (8;,);. Fir P= —id/dZ
und Q=%- gilt:
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PO, = 24 (4 1),y 4 i, )
Q(Dn = 2_}((n+ l)}¢n+l_n}¢n~1) .

I

P| S und Q| entsprechen hierbei in (s) also Operatoren p und ¢, deren
zugeordnete Matrizen aus der Algebra X((s)) wir ebenfalls mit p und ¢
bezeichnen wollen. Mit den Bezeichnungen von [6, Theorem 1.1] gilt dann

p® = P,|S, ¢®=¢,& firallekeN.

Sei A,=2-%P,—1iQ,;). Nach Dixmier [1] gilt dann A4,*=2-}P,+1Q,)
und A4, =A4,** (*-Bildung fiir lineare Transformationen in ;). A4,=
Up(Ap*¥ A4, =(4,4,%)?U, sei die Polarzerlegung von A, in J#, mit
U,U.*=1, U*U,=orthogonale Projektion von 5, auf s# OKerd,.
Dann folgt mit Hilfe von [6, Theorem 1.1], da die Einschrinkungen all
dieser Operatoren auf & zu £(&) gehoren, da sie sich als Bilder von ein-
fach zu findenden Matrizen € 2((s)) unter dem in [6] beschriebenen Homo-
morphismus 4 - 4% ergeben.
Wir fassen zusammen:

THEOREM 1.1. Der Raum © ist der grofte unter allen selbstadjunyierten
linearen Transformationen P,,Q,., ke N, von 5, invariante Teilraum von
Ho. Die Einschrinkungen

P& = (IP|A))W und Q& = (IQ] )1,

ke N, gehoren zu FL(&). Die Topologie von S ist die grobste Topologie
auf &, fir die alle Polynome in Py | S, Q| S, ke N, stetige Abbildungen
von S in K, sind.

Lediglich die letzte Aussage bedarf noch eines Beweises. Diese ergibt
sich daraus, dafl & stetig in 57, eingebettet ist und die Normen

Uil = 122+ Q2+ 1771 = 20 ( [ (Lo 1) du) )

X
auf & dieselbe Topologie erzeugen wie die Normen ||.],,.

In topologischer Hinsicht liegen die Verhédltnisse bei © in einem
wesentlichen Punkt anders als bei &, wihrend niamlich & ein nuklearer
Raum ist, kann von &, wie wir an einem Beispiel jetzt zeigen wollen,
nicht einmal behauptet werden, & sei ein Montelraum.

Z sei die Menge aller o= (0¢y,q,. . .) € X mit nur endlich vielen o = 0.
Da alle auf Z konzentrierten diskreten MaBe u mit u({x})>0 fiir alle
o € Z quasiinvariant und dquivalent sind, nehmen wir an, daB u({«})=1
fiir alle « € Z und u({x})=0 fir alle « ¢ Z. Alle H(x) seien eindimensio-
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nal, gleich C, so daB also 5#,=1*Z). Der Raum & besteht aus allen f,
fir die fiir alle m

Iflln? = Zaez (Lt oo+ .- +on)™ [f(A)]2 < +oo.
© ist also der gestufte Raum 2. Ordnung zu den Stufen a@<a®<...
mit
a’(m) = (a(zxM))an )
a™ = (I4+ag+ ... +a,)™.
Mit x(j) = (6y,)x € Z gilt dann

(m) m ~(0)
0 < a) = 2Mayj,

fiir alle j und m. Nach Kothe [4, S. 424]ist & folglich kein Montel-Raum.

Im folgenden sei angenommen, dafl & in 3¢ dicht ist. Wir wollen die
verallgemeinerten Eigenvektoren von P, | S =p® und @, | S = ¢® bestim-
men, d.h. die Eigenvektoren von (P,|&)*, (@, &)* € Z(&*). Nun gilt
aber nach [6], daB

(Pel@)* = p*8 = g9 und  (Q,]@)* = g,

d.h. (P,|©)* bzw. (@, ©)* werden durch dieselben Formeln wie P, | &
bzw. @,,| © beschrieben. Satz 2.2, S. 332 in [6], liefert (vgl. die Folgerung
aus Satz 1.1, S. 326 in [6]) zu gegebenem Eigenwert ¢ von p* bzw. ¢*
Eigenvektoren von (P, | @)* bzw. (@, | ©)* zum gleichen Eigenwert e. Die
Eigenvektoren des Differentiationsoperators und des Multiplikations-
operators in &’ sind bekanntlich exp(1eZ) und 6(Z —e), womit sich
leicht die benstigten Eigenvektoren von p* und ¢* in (s)* ergeben, aus-
gedriickt mit Hilfe der Hermiteschen Funktionen. Man zeigt nun, daB
die nach dem oben erwéhnten Verfahren konstruierten Raume von Eigen-
vektoren der Operatoren (P, | S)* und (@, | ©)* bereits die vollen Eigen-
radume sind. Entsprechendes gilt fiir die Operatoren (U, | @)*, (U, *| ©)*
und (4,*| S)*.

2. Weitere Grundriume.

S sei wie in [6,§ 1], jedoch mit der Zusatzbedingung a,™* =1 fiir alle
m, k, und u sei ein auf der Menge Z < X aller o = (o), € X, bei denen o, =0
fiir nur endlich viele k, konzentriertes diskretes MaB auf X, fiir das
u({«}) > 0 fiir alle « € Z.

Offenbar ist y quasiinvariant. Wir setzen

Wm,oo(‘x) = Hl?:() af,';”'k) falls xe Z,
=0 sonst .
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Mit Z,(S) bezeichnen wir die Menge aller f=(f(x)),.; mit f(x) € H(x),
fiir die
1B = [ Poneelo) £ (o) < +o
z

fiir alle m € N. Der Raum Z%,(S) ist dann in der durch die Hilbert-
Normen |[.||,, gegebenen lokal konvexen Topologie ein in Z(S)< s,
stetig eingebetteter (#)-Raum. Es gilt

Ro(S) < RS) < Hy = Hy< < RE) < RB(S)* .

Setzen wir zum Beispiel
ag® = (2+kymm,

so erhalten wir in %y(S) — falls u({«})=1 fiir alle « € Z — einen von
Kristensen-Mejlbo—Poulsen [5] in Teil IV betrachteten Raum, der hier
mit &, bezeichnet sei. In diesem Beispiel fallen alle A® zusammen und
sind isomorph zu 5#(C), dem Raum der holomorphen Funktionen auf C,
durch die Zuordnung

A=2®05 2 = (x,), > (2> 2()=323_,2,2") € H#(C)

(siehe Kothe [4, S. 424]). Der fiir a™® = (14 n)™ sich ergebende Raum
Ry(S) heiBe S;; in diesem Fall sind alle A® mit (s) identisch.

In &; bzw. G, bezeichnen wir |||, mit [[[.[llns bzw. [[|.[llne. Wir
setzen ferner

G, = {f= (f(o‘))aez |
(V) [[If 72 = Zaez (L+o0+ 200+ 3op+ . . )™ [If ()] < + 00},

G, = {f=(F (M)acz| (VM) [IflI[711 = Zacz (1 +xo+ o1+ . . ) [If ()P < + 00} .

Der Raum &, wurde von Kristensen-Mejlbo-Poulsen [5] in anderer Rea-
lisierung untersucht, und zwar handlet es sich dabei um den sogenannten
»maximalen Raum vom Typ G«.

Wir wollen nun zeigen, daB fiir die eben genannten Ridume die Bemer-
kung zu Theorem 1.1 in [6] zutrifft, so daB also die Ergebnisse aus [6]
anwendbar sind. Fir Z,(S) folgt dies, da

"/’m.oo(‘x'*'ndk) = agn’k)'/’m,oo(o‘) ’

falls x € X;,NZ und m,k beliebig. Fiir &, and S, ergibt sich dies aus
folgenden Ungleichungen fiir

Pmx) = (L+og+o;+...)"
und
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Tp(x) = (1+og+ 200 + 3+ ... )™,
wox€eZ:

Q—m(l + n)’"‘l’m(“) é ‘sz(‘x + nalc) ’
P +nd;) £ 2™(1+n) () ,

271 +n)"Tp(x) = Tom(x+ndy) ,
Tm(a+n0y) £ (14k)m27™(1+n)"7,(x)

fir alle « € X;onZ und alle m,k. Die Réume &, und &, gehdren_ “also
zu S = (a®™®) mit a™® = (14n)m. Daher ergeben sich aus

[A2]y = Cllllng

fiir alle x € (s) [4 € Z((9)), ||#lm2=2, (1 +n)™|x,|2, m,<m,] folgende Un-
gleichungen fiir alle £ e NV:

A% e S C W llgrs 7 = 1,3,
fir G, bzw. &, und
A®S lpya S C (L +EE™[[1£ [z

fir G, mit jeweils von k£ unabhingigem m, und C'.
Sind die @, die friither eingefiihrten Hermiteschen Funktionen, so
folgt mit Hilfe dieser Ungleichungen

SaTz 2.1. Zu jedem stetigen Endomorphismus A des Schwartzschen
Raumes & existiert eine operatorwertige Distribution
S 3 ¢ Alp] € Z(€), j=123,

so dafi A[D;]=A® fir alle k bei Identifizierung von L(S) mit X((s))
beziiglich der @,,.
Die Abbildung A[.] ist eine stetige lineare Abbildung von & in Z(E;).
Fir P= —id[dZ und Q=%+ aus L (&) gilt

+00
i[PlALQ)- = (plv) = [ @@p@) i,

[Ple), Ply]]- =
[Qle).QLy]]- = 0,

fiir alle p,p € &, wobei v*(X)=y(—Z).
Es gilt P[®,]=P)|S;, Q[D;]=0Q;|S; fiir alle k.

Wir bemerken, dafl @,* =@, fiir alle k.
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BewEis. Wir identifizieren & mit (s) vermittels des Isomorphismus I
aus § 1, desgleichen identifizieren wir #((s)) mit X((s)). Fir &, und &,
ergibt sich dann, falls 4 € X((s)), = (), € (s) und X eine endliche Teil-
menge von N ist,

Zker IlExA® e = O (Srere 2] 1 llmg.r

fir alle fe &, bzw. &;, je nachdem, ob r=1 oder 3. Somit ist
(3! _o2,A®), eine Cauchyfolge in £,(S,) bzw. in Z,(S;). Folglich exi-
stiert

Alz] = 3,2, A®

in Z(S,) bzw. Z,(€;). Die Stetigkeit von A[-] folgt aus derjenigen
von (s) 3« — X, |x,| und obiger Abschitzung. Fiir &, ergibt sich

Sker |12 A®f || 0 S C' Zpex (1 + k) [z, U1 g,z »
woraus Satz 2.1 ganz entsprechend fiir &, folgt.

Im Anschluss an diesen Satz fir &;, ©,, &, untersuchen wir noch
spezielle operatorwertige Distributionen mit Werten in #(S,). Unter
A = (a;;,) verstehen wir im folgenden die Matrix mit den Elementen

@i, = 4 (J+ 1)}

fiir alle j,k=0,1,2,... . Die Matrizen 4 und 4* gehoren zu X (A®) [dabei
sind die A® die zu &, gehdrigen, zu 5 (C) isomorphen Riume]. Da
n = (e loga)-ta™ fiir a > 1, gelten folgende Ungleichungen:

4[5, = Zn2+E)y™ (n+1) @, 2
S (2+4k) ™ (eclog(2+ k) [lal2 0z
und entsprechend

A*2|} < (24 k)™ (ee log (2+K)) 2 |[2]7se, b
fiir jedes >0, alle m,k und alle x € A%, Hieraus folgt fiir y € ()%, daf}
Aly]l = 2y, A® € L(G,),
und daB fiir jedes >0 und fe &,

1411  llma = (e log2)7t (Zp(2+B)7H" lyul) [1f llmsess »

so dafl 4[-] eine stetige lineare Abbildung von (s)X in Z,(&,) ist. Mit
Hilfe der weiteren Abschitzung

AT f lllma < (een=log2)=3 (35 (24 E) =4 |4 ])* £ lllmrea
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sieht man leicht, daf
el & 2(B,),

und daBl e4l! eine stetige nicht-lineare Abbildung von (s)* in .£,(&,) ist.
Entsprechend ist e41 stetig von (s) nach #,(S,). Diese Ergebnisse
wurden auch von Kristensen, Mejlbo und Poulsen in Teil IV von [5]
hergeleitet. Aus

[A[?/],A*[WJ]— = 25T Yy
erhilt man
e AW o4¥x] — pTETkYk g A*[Z] pAlY]

Eine &hnliche Behandlung gestatten die Operatoren —id/dz und z- aus
L(H#(C)). Bei Verwendung der zu Anfang dieses Paragraphen angege-
benen Isomorphie von A und 5#(C) gehoren zu diesen Operatoren die
Matrizen

P = —i(uG+1) und Q= (814),

fir die sich dhnliche Abschiatzungen wie fiir 4 und A* ergeben. Das
hat — wie oben bei 4 und 4* — die Konvergenz in .#,(&,) von

Plu] = 3Dy, u)P *)

Viu) = cP fir alle w e &’

und

Qo] = Zi (o] qjk)Q(k)

Ulg) = e@ fir alle p e &

zur Folge. Aus
ip,Ql- =1

ergibt sich mit Theorem 1.1 in [6]
i[P[u], Q9] - = {p.w)
fir alle uw € &', p € &, woraus wie iiblich
[Qle), Plul] - = nilp,up Plu]",

n=1,2,..., folgt. Mit Hilfe des eben Bewiesenen erhalten wir dann in
Z(S,) die Weylschen Vertauschungsrelationen

U(‘P1+‘P2) = U(‘P1) U(Q”z) ,
V(“l‘*‘“a) = V(ul) V(uz) ’
U(p) V(u) = e*Xv® V() U(g)

fiir alle ¢, @, 9, € &, u,u;,u, € &F’. Ganz entsprechend erhiilt man fiir

U(p) = eP"9), V(u) = Q'
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in #(S;) die Relationen
U(pr+ @2 = Ulgy) U(oy) ,

Viuy+ug) = V() Viuy),
Ulg) T(w) = €€ T(w) O(p)
fir alle ¢,¢@,,¢, € &, u, 4y, us € .
An Satz 2.1 ankniipfend betrachten wir als abschlieBendes Beispiel
noch die sog. 2. Quantisierung der Schrédingergleichung
0 02
. 0 no %
e (%) a2 ?

(siche Kastler [3, Chap. III]). Dabei handelt es sich in der iiblichen
Schreibweise um eine diese Differentialgleichung erfiillende operator-
wertige — ¥ (F)-wertige (E lokal konvex) — Distribution

(Z,1)

D(Z,t) = 2, 4, D(Z 1)
Z,t reell mit einem Orthonormalsystem (®,(%',1)), derart, daB
2k Di(Z,1) PpX(E7,0) = d( X -Z7);
von den A4, wird verlangt, dafi
[Ak>Aj]— = 0, [Alc’Aj*]— = 6k7‘1 .

Die Frage ist, auf welchen Rdumen E sich solche &(Z,¢) iiberhaupt sinn-
voll erkliren lassen. Definieren wir die Fouriertransformation auf &
durch

+00
Fo(&) = (27) f lt) e dt

und verstehen wir unter M, den Multiplikationsoperator (€ £(&)) mit
der Funktion & — ¢ % 5o erfiillt die Familie (¥(4),), der £(&;)-wer-
tigen, j=1,2,3, Distributionen

Y(A)g] = A[F* M, Fg), ¢,
fiir jedes 4 € #(%) die Differentialgleichung

2

.0 0
? Et T(A)’ = - 5‘%‘“2 T(A)t,

da F-'M,F mit d/dZ kommutiert. Fiir
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(*) A = 2¥(—id)dX —i%-)

erhilt man dann in ¥(A4), eine Distribution @(%,t) der oben erwihnten
Art. Weitere solche Distributionen lassen sich mit den bisherigen Sitzen
leicht finden, z.B. wenn man einen beliebigen Automorphismus J von &
nimmt und

A= J12 Y —id/d¥ —i%-)J

wahlt. Bei &, konnen wir auf Grund der vorangegangenen Abschéitzun-
gen ebenfalls (*) nehmen.
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