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SUR LE PROLONGEMENT DES FONCTIONS AFFINES

N.BOBOC et GH. BUCUR

0.

Soient X un espace compact, H un sous-espace de fonctions continues
(réelles, complexes ou quaternioniques) qui contient les fonctions con-
stantes et qui sépare les points de X, F' un sous-ensemble fermé de X
qui contient la frontiére de Choquet de X par rapport & H et H, un
sous-espace de fonctions continues (réelles, complexes ou quaternioniques)
H-affines sur X. Le but de ce travail est de présenter des théorémes de
prolongement d’une fonction H-affine sur ¥ & une fonction de H,. Nous
étendons ainsi un résultat de E. Alfsen [1].

Soient X un espace compact, €(X,R) 'espace linéaire des fonctions
réelles continues sur X et H un sous-espace linéaire de ¥(X, R) qui con-
tient les fonctions constantes et qui sépare les points de X. Nous dé-
signerons par S le cone convexe min-stable engendré par H, ¢’est-a-dire
I'ensemble de fonctions continues s sur X pour lesquelles il existe une
famille finie (k;);.; d’éléments de H telle que

zeX = s(x)=inf; ;h(x).

Pour toutes deux mesures de Radon positives u,,u,, sur X nous dé-
signerons par

IZR: 9%
la relation

$€Fy = w(s)Spals) .

Cette relation est une relation d’ordre sur ’ensemble .#,(X) des mesures
de Radon positives sur X. Size X et u € A4 (X), la relation

14 <H Ex
est équivalente & la relation

heH = u(h)y=h(z).

Recu le 22 février 1966.
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Une mesure y € .#_(X) s’appelle H-minimale (ou simple minimale) s'il
n’existe pas des mesures v € A (X), v+ pu, telles que v< 5 .

On sait (voir par exemple [3, propositions 1.5 and 1.6]) que I’ensemble
de mesures minimales est un sous-cone convexe de .# (X) relativement
complet et solide par rapport & I'ordre de .# (X).

Une mesure de Radon réelle u s’appelle H-minimale (ou simple mini-
male) si la mesure positive |u| est minimale.

L’ensemble de points x€ X pour lesquels la mesure ¢, est minimale est
appelé la frontiére de Choquet de X par rapport & H et sera noté par
ogX.

Soit F un sous-ensemble fermé de X. Une fonction ¢ sur F (finie ou
non) sera nommée I-concave si on ait

xel, pLye,, pl(X—F)=0 = pu(s)=<s(x).

(Pour une mesure de Radon positive x4 sur un espace compact ¥ et pour
une fonction f sur Y (finie ou non) nous noterons par u(f) l'intégrale
supérieure de f. Pour tout ensemble 4 < X nous écrirons u(4) au lieu
de u(x4) ol x4 est la fonction caractéristique de A.) Une fonction f sur
F (finie ou non) s’appelle H-affine si f et —f sont H-concaves sur F. Nous
désignerons par S* le cone convexe de fonctions H-concaves sur X qui
sont inférieurement bornées et inférieurement semicontinues. Un en-
semble A = X est dit H-frontiére si la relation suivante est satisfaite:

seFy*, sz0sur A = 20 sur X.

On sait (voir par exemple [3, corollary 2-1]) qu’'un ensemble 4 <X est
H-frontiére si et seulement si on ait A > 95X, ¢’est-a-dire que la frontiére
de Choquet de X par rapport & H est le plus petit ensemble H-frontiére.

Puisque (voir par exemple [4], [5]) toute fonction fe F* est 'enve-
loppe supérieure d’'une famille filtrante croissante de fonctions f'e %,
pour qu’un ensemble fermé F < X soit H-frontiére il faut et il suffit que

heH, hz0sur F = hz0 sur X.

De méme il en résulte que pour toutes deux mesures u,v € A (X) telles
que
p <y, wWEX-F)=oX-F)=0

ol F est un ensemble fermé, et toute fonction H-concave f sur F infé-
rieurement semicontinue et inférieurement bornée, nous avons u(f) < »(f).

Soit F' un ensemble fermé H-frontiére et f une fonction sur F (finie
ou non). Nous désignerons par @7, Q,F les fonctions sur X definies par
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Q,F = inf {«(z) | s F*, s2f sur F},
QF = sup {i(x) | —te Fy*, t<f sur F}.

(Voir H. Bauer [2].) On peut voir que la fonction @F est H-concave,
que

QJF = _Q—fFa QfF = ij »
et que
F(x

zeF = QF(x)<f(x)<QF(x).

D’autre part, si la fonction f est supérieurement semicontinue et supéri-
eurement bornée nous aurons

Q) = inf {h(z) | he H, hzf sur F}

et la fonction @,F sera supérieurement semicontinue.
Nous rappelons le lemme suivant (voir [3, lemme 1-1]):

LeMME. Soient F un ensemble fermé H-frontiére et f une fonction supé-
rieurement semicontinue, supérieurement bornée sur F. Alors pour toute
mesure y € M (X) nous avons

w@F) = sup ((f) | v<gu, »(X—-F)=0}

et il existe une mesure py, po< ght, p(X —F)=0 telle que
ﬂ(QfF) = pio(f) -

La mesure p, peut étre choisie H-minimale st la fonction —f est H-concave
sur F.

De ce lemme il résulte en particulier qu'un ensemble fermé F est
H-frontiére si et seulement si pour tout x € X il existe u < z¢, telle que
#(X — F)=0. De méme pour tout ensemble fermé H-frontiére F, le sup-
port de toute mesure H-minimale est contenue dans F.

2.

Soit F un ensemble fermé H-frontiére et f une fonction réelle continue,
affine sur F. Dans la suite nous donnerons une condition nécessaire et
suffisante pour que f peut étre prolongée & une fonction réelle affine, con-
tinue sur X, ou peut étre prolongée & une fonction de H,, o H, est un
sous-espace fermé de €(X,R) de fonctions affines sur X. Nous obtenons
ainsi un résultat qui généralise un théoréme de E. Alfsen [1].
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ProrositioN 1. Soient F' un ensemble fermé H-frontiére et f une fonction
réelle continue sur F. Alors f est H-affine sur F si et seulement si

zeF = QF(z) = QF(z).

DEMONSTRATION. Si nous avons

QFf =QF sur F,
alors
f=Qf = @/ sur F,
et il résulte que f est H-affine & cause du fait que @,¥, @_/ sont H-con-
caves.
Supposons que f est H-affine sur F. Alors pour tout z € F il existe

une mesure u,,
Vo gt p(X—F) =0

telle que @F(x) = u,(f). Donc

QF (@) = p(f) = f(@).
Puisque —f est aussi H-affine sur ¥, nous avons
zeF = Q_F)=—f(z).

Donc @F(x)=Q,/F(x)=f(x) pour tout x € F.
La proposition 1 a été obtenue aussi par H. Bauer [2, Satz 4].

TutorEME 1. Soient F un ensemble fermé H-frontiére et f une fonction
réelle, continue, H-affine sur F. Alors il existe une fonction réelle, continue,
H-affine f sur X telle que fiz=[ si ct seulement si pour tout x € X et toutes
deux mesures H-minimales u,v e M (X) telles que

1y <t
on ait

u(f) = »(f).

DimonsTrATION. La condition est évidemment nécéssaire. Suppo-
sons que f satisfait & la condition annoncée. Nous montrerons que Q=
Q" d’ou il résulte que la fonction réelle

f=Qf =QJF

est continue, H-affine sur X et égale & f sur F.
Soit x€ X. Du lemme il existe deux mesures H-minimales u', u"’,

W Lpey M <Lpey
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telles que

QF @) = p'(f), @F (=) = u"(f).
Par hypothése, nous avons p'(f)=u"’(f). Donc QfF (x) = @F(x).

THEOREME 2. Soient F un ensemble fermé H-frontiére, f une fonction
réelle continue, H-affine sur F et H, un sous-espace fermé de €(X,R) de
Jonctions H-affines. Alors f peut étre prolongée a une fonction de H, si et
seulement st pour toute mesure (réelle) H-minimale p la relation

heH, = uh)=0
tmplique la relation

wf) =0.

DimonsTRATION. La condition est évidemment nécessaire.
Soit u une mesure (réelle) sur ¥ telle que

heH = uh)=0.

Pour achever la démonstration il suffit de démontrer que u(f)=0. Soit
u=u,~u_. Dulemme il existe deux mesures H-minimales y,,u, telles
que
B g My o <pg po
et telles que _ i
N+(QfF) = m(f)s /"'——(QfF) = po(f) -
Puisque
heHy = py(h)=p (h)=p_(h)=pyh),

il résulte que u,(f)=po(f). En vertu de la proposition 1 nous avons

QF =QF =f sur F.
Done p,(f)=p-(f).

3.

Soient (X;);.; une famille finie d’espaces compacts et X =@, X; la
somme topologique de (X;);.;. Considérons un sous-espace linéaire H de
%(X,R) qui sépare les points de X et qui contient toute fonction f sur
X telle que pour tout s € I la restriction fx, est constante. Pour tout
1 € I nous désignerons par H, le sous-espace linéaire de (X, R) définie
par

feH; <> 3heH, hy=Ff.

On peut remarquer que pour toute mesure u € .#,(X), tout 1 & I tels
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que u(X;)=u(X) et toute mesure » € A4 (X) la relation v < u est équi-
valente au couple de relations

v(Xi) = V(X)’ 4 <H1‘u .

Il en résulte que pour tout ensemble fermé F < X, une fonction f sur ¥
est H-concave (resp. H-affine) si et seulement si pour tout 7 € I la fonc-
tion fipax, est H;-concave (resp. H-affine).

De méme, un ensemble A = X est H-frontiére si et seulement si, pour
tout ¢ € I, AnX,; est H; -frontiére. Donc on a

aII)( = @iEIaHiX‘I: .

Puisque chaque fonction de Sy* (c’est-a-dire une fonction H-con-
cave, inférieurement semicontinue, inférieurement bornée) est 1’en-
veloppe supérieure d’une famille filtrante croissante d’éléments de ¥,
nous avons que la relation u < v implique la relation

se Pyt = u(s)=v(s).
Donc la relation u< v est équivalente a la relation
vel = w<yy;

ou pour tout ¢ € I, u, signifie la restriction de u & X;. De ce fait on dé-
duit qu’une mesure u € .4 (X) est H-minimale si et seulement si pour
tout 1 € I la mesure u; =y x, est H;-minimale.

Soient X un espace compact, C le corp complexe, €(X,C) 'espace
linéaire des fonctions complexes continues sur X et H un sous-espace de
%(X,C) qui contient les constantes et qui sépare les points de X.

Soient X, =X,=X et ¥(X;®X,,R) I'espace des fonctions réelles
continues définies sur la somme topologique X ,®PX,. Un élément f de
€(X,®DX,, R) sera noté par fi@®f, ol f; (resp. f,) est la restriction de f &
X, (resp. X,).

Une mesure réelle u sur X,®X, sera notée par pu,@Pu, ol u,; est la re-
striction de u & X,;. Nous noterons par y ’application linéaire réelle

w: %(X:C) ind %(X1®X2y R)
définie de la maniére suivante:

f=fi+ifs = v(f)=f1Df2,

et par ¢’ 'application de I’espace linéaire réel des mesures complexes sur
X dans Pespace de mesures réelles sur X,PX, définie de la maniére sui-
vante:

p=py+ gy = Y (1) = @®(— 1) -
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L’ensemble y(H) est un sous-espace réel de €(X,@X,, R) tel que
H@feypH) = (—f)®f € p(H) .

Une fonction f € €(F,C) ou F est un sous-ensemble fermé de X s’appelle
H-affine si la fonction y(f) est y(H)-affine sur la somme topologique
F®F. On voit tout de suite que f=f, +if, est H-affine sur F si et seule-
ment si f;, f, sont (Re H)-affines sur F.

Une mesure complexe u s’appelle H-minimale si la mesure y’(u) est
y(H)-minimale. Evidemment u=py,+iu, est H-minimale si et seule-
ment si les mesures u,,pu, sont (ReH)-minimales.

L’ensemble des points x € X tels que ¢, est H-minimale s’appelle la
frontiére de Choquet de X par rapport & H. Un ensemble 4 < X est dit
H-frontiére si la somme topologique A@A est p(H)-frontiére. On voit
qu’'un ensemble F<X fermé est H-frontiére si et seulement si pour
tout e H on a

Supxeth(x)l = SupxeFlh(x)l .

De la définition d’une mesure H-minimale il en résulte que son support est
contenu dans tout ensemble fermé H-frontiére.

Soit H, un espace linéaire complexe de fonctions continues H-affines
sur X. Puisque

fidfaepHy) = (—f)®f1e p(Hy),

une mesure complexe y s’annule sur H, si et seulement si la mesure réelle
y'(u) s’annule sur y(H,).

THEOREME 3. Soient F un ensemble fermé H-frontiére, f une fonction
H-affine sur F et H, un sous-espace complexe fermé de €(X,C) de fonctions
H-affines sur X. Alors f peut étre prolonger a une fonction de H, st et seule-
ment st pour toute mesure complexe u, H-minimale, la relation

heH, = uh)=0
implique la relation
u(f) =0.

DimonsTrATION. L’assertion résulte des considérations précédentes et
du théoréme 2.

Soient X un espace compact, K le corp des quaternions, €(X,K)
I’espace linéaire sur K des fonctions continues sur X & valeurs dans K
et H un sous-espace de €(X,K) que contient les fonctions constantes et
qui sépare les points de X

Soient Xg=X,=X,=X,=X et €(@%_,X..R) I'espace des fonctions
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réelles continues définies sur la somme topologique ®2_,X,. Un élément
f de €(@3_,X,, R) sera noté par ®3_,f, ol f, est la restriction de f & X,.
Nous désignerons par y 'application linéaire réelle

p: €(X,K) ~ %((—BLOXC, R)
définie de la maniére suivante:

f=fotifi+ifat+kfs > () =B ofe »

et par ¢’ I'application de I’espace linéaire réel des mesures quaternioniques
sur X dans I'espace des mesures réelles sur ®?_, X, définie de la maniére
suivante:

B= o+ iy + s + kg — 9’ (1) = (— po) Dps Dpe®ug -

Une fonction fe € (F,K) ou F est un ensemble fermé de X s’appelle
H-affine si la fonction y(f) est y(H)-affine sur la somme topologique
FOFOFDF. Evidemment fe €(F,K) est H-affine sur F si et seule-
ment si pour toute mesure yu € A4 (F) et tout x € F la relation

heH = u(h)=h(x)

implique la relation u(f)=f(x).

Une mesure quaternionique p sur X s’appelle H-minimale si la mesure
v'(u) est w(H)-minimale. Si z € X, la mesure ¢, est H-minimale si et seule-
ment si pour tout mesure u € A4 (X) la relation

he H = u(h)="h(x)

implique u=e¢,. L’ensemble des points z € X tels que la mesure ¢, est
H-minimale s’appelle la frontiére de Choquet de X par rapport & H.
Un ensemble 4<X est dit H-frontiére si la somme topologique
ADADADA est yp(H)-frontiére. De la définition d’une mesure H-mini-
male il en résulte que son support est contenu dans tout ensemble fermé
H-frontiére.
Soit H, un sous-espace fermé de €(X,K) de fonctions H-affines sur X.
Puisque
S1®(—fo)Dfs®(—f2) € p(H,) ,
[o®f1&f:Bfs € p(Hy) = | [e®(—fo)D(—fo)Dfr € p(H,) ,
[s®f@(=f)D(—fo) € p(H,) ,

on déduit qu’une mesure quaternionique y sur X s’annulle sur H, si et
seulement si la mesure réelle y'(x) s’annule sur y(H,).

THEOREME 4. Sotent F un ensemble fermé H-frontiére, f une fonction
H-affine sur F et H, un sous-espace fermé de €(X,K) de fonctions H-affines

Math.Scand.26 — 4
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sur X. Alors f peut étre prolongée & une fonction de H, si et seulement si
pour toute mesure quaternionique u, H-minimale, la relation

heH, = u(h)=0
implique la relation
u(f) =0.

L’assertion résulte des considérations précédentes et du théoréme 2.

REMARQUE. Les théorémes 2 et 3 généralisent les résultats de E. Alfsen
[1] puisque pour chaque mesure minimale, la complémentaire de la fron-
tiere de Choquet a la mesure intérieure (Baire) égale a zero (voir par
exemple [2, Satz 2 und Satz 3]).
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