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KONVEXE OPTIMIERUNGSAUFGABEN IN
TOPOLOGISCHEN VEKTORRAUMEN

WOLFGANG W. BRECKNER und IOSIF KOLUMBAN

Wie W. Fenchel [5, S. 105-115] gezeigt hat, kann man mit Hilfe des
Konzepts der konjugierten Funktionen auf elegante Weise Dualitéts-
und Sattelpunktsitze fiir konvexe Optimierungsaufgaben in endlich-
dimensionalen Vektorrdumen erhalten. Der Wert dieser Theorie wird noch
dadurch hervorgehoben, dass aus ihren Sitzen alle bisher bekannten
Dualitdtsaussagen fiir Programmierungsaufgaben folgen (siehe dies-
beziiglich [3]).

Fenchels Untersuchungen wurden von A. Brendsted [2], U. Dieter [4],
J. J. Moreau [8] und R.T. Rockafellar [9] fortgesetzt und auf unend-
lichdimensionale Vektorrdume iibertragen. Unter einer Optimierungs-
aufgabe in einem topologischen Vektorraum Z iiber dem Korper R der
reellen Zahlen versteht man dabei im allgemeinen das folgende Problem:

Gegeben sei eine nichtleere Teilmenge & von Z und ein auf & de-
finiertes reelles Funktional y. Bestimme diejenigen Elemente z,e &
welche der Gleichung

X(zo) = infzeﬂ'%(z)
geniigen.

Schon H. W. Kuhn und A. W. Tucker [7], L. Hurwicz [1, S. 38-102]
u.a. haben darauf hingewiesen, dass bei Anwendungen auch allgemeinere
Optimierungsaufgaben auftreten konnen, und zwar kann y die Menge 2
in einen halbgeordneten topologischen Vektorraum F abbilden, und
gesucht werden diejenigen Elemente z, e &, fiir die x(z,) ein minimales
Element (im Sinne der Ordnungsrelation von F) der Menge y(Z) ist.
Eine Optimierungsaufgabe dieser Art wird auch in der vorliegenden
Arbeit untersucht, wobei Dualitits-, Sattelpunkt- und Existenzsitze
bewiesen werden. Als Hilfsmittel wird eine entsprechende Verallge-
meinerung des Begriffes der konjugierten Funktion benutzt.

1. Bezeichnungen.
Ein topologischer Vektorraum F iber dem Korper R der reellen Zahlen

Eingegangen am 11. Juli 1968.



228 WOLFGANG W. BRECKNER UND IOSIF KOLUMBAN

heisst halbgeordnet, wenn fir gewisse Paare (fy,f,) € F x F eine reflexive,
transitive und antisymmetrische Beziehung f, <f, erklirt ist, die folgende
Eigenschaften besitzt:

(Hy): aus fy = f, folgt fi+fSfo+f fr jedes f e F;
(H,): aus f, £ f, folgt Afy < Af, filr jede reelle positive Zahl A.

(Wir benutzen fiir die Ordnungsrelation aus F und fiir die in R das-
selbe Zeichen =<.)

Zwei Elemente f; und f, eines halbgeordneten topologischen Vektor-
raumes F sind vergleichbar, wenn eine der Beziehungen f, <f,, fo<f;
gilt. Ist jedes Paar (f,.f,) € F x F vergleichbar, so heisst F geordnet.

Bezeichnet 05 das Nullelement des halbgeordneten topologischen

Vektorraumes F, so ist die Menge

Kp={f|feF, 0p=f}

ein echter spitzer konvexer Kegel mit 0, als Scheitel, den man auch
Kegel der positiven Elemente nennt. (Wir benutzen die Terminologie
von [6].)

Ist fi=<f,, aber fi=%f,, so schreiben wir f;<f,. Die Negation von
J1<f, wird mit f, «f, bezeichnet.

Die Menge der auf dem topologischen Vektorraum F stetigen linearen
Funktionale bezeichnen wir als den dualen Raum F* von F. Ist F
halbgeordnet, dann sei

Kgo = {f*| f*eF* f*(f)20 fir alle fe K}
und

Kp, = {f*| f*eF* f*(f)>0 fir alle fe Kz\{0z}}.

Im folgenden bezeichnet w die Menge der natiirlichen Zahlen mit der
iiblichen Ordnung.

Ein halbgeordneter topologischer Vektorraum F % {05} heisst Fundamen-
talraum, wenn folgende Bedingungen erfullt sind:

(Fy): sind f,g Elemente von F und ist 0p<f, dann gibt es ein n € w,
8o dass g <nf ist;
(Fy): das Innere des Kegels Ky ist nicht leer.

BerspiELE. Im n-dimensionalen Vektorraum R™ fithren wir eine
Topologie mit Hilfe der Norm

”f” = (Z?=1 iz)}’ wobei f= (flafza- .. :fn) € R~,
ein. Sind f=(fi.fa- - -:fn) und g=(41,9s,- - -,9,) zwei Elemente von R™,
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so definieren wir f<g durch f=g¢ oder f;<g; fir alle i=1,...,n. Wie
man leicht sieht, ist R in bezug auf diese bindre Relation ein Fun-
damentalraum.

Definiert man dagegen die Ordnungsrelation f<g¢ in R™ durch f;<g¢;
fir alle ¢=1,...,n, so erhdlt man zwar einen halbgeordneten topolo-
gischen Vektorraum, doch keinen Fundamentalraum, denn Bedingung
(F,) ist nicht erfiillt. In der Tat, setzt man z.B. f=(1,0,0,...,0) und
g=(1,1,1,...,1), so gibt es keine natiirliche Zahl n fiir die g <nf ist.

Im folgenden bendtigen wir ofters

Hivrssarz 1.1. Es sei F ein Fundamentalraum und f,g € F. Dann gibt
es ein BElement h € K 5 und ein Element hy € — K g, fiir welche die Beziehungen
hy<f<hund hy<g<h gelten.

Bewels. Es sei f, € F und 0p<f,. Nach (F,) gibt es ein 7, € 0, so
dass f<mn.f, ist und ein 7, € w, s0 dass g<n,f, ist. Setzen wir n =
max {n,,n,}, dann ist h=nf, ein Element aus K und es gilt f <A, sowie
g<h.

Es sei nun g, € K so gewdhlt, dass —f<g, und —g<g, ist. Fir das
Element h;= —g, € — K gilt dann A, <f und %,<g.

2. Die primire und die duale Optimierungsaufgabe.

In unseren weiteren Ausfithrungen seien X und Y stets zwei nicht-
leere konvexe Teilmengen eines reellen topologischen Vektorraumes
Z und F ein Fundamentalraum. Weiterhin sei ¢ eine konvexe Abbildung
von X in F, d.h. es gilt

(P(lxl +(1 “1)%) < g(ry) + (1= A)p(,)

fiir alle z;,z, € X und alle 1€ [0,1]. v sei eine konkave Abbildung von
Y in F, d.h. es gilt

Mp(yy) + (1=Ap(s) < w(Ayy+(1-1)y,)
fiir alle y,,9,€ Y und alle 1 €[0,1].

DeriniTION 2.1. Ein Element z € Z heisst zuléissig, wenn es ein Element
des Durchschnitts X nY ist.

Im folgenden bezeichnen wir die Menge der zuldssigen Elemente
mit 2.
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DEFINITION 2.2. zy€ & ist ein Minimalelement, wenn fiir jedes zu-
ldssige Element z die Beziehung

o(2) —p(2) £ 9(20) —p(2)
gilt.

Die primdire Optimierungsaufgabe lavtet dann: ist & nicht leer, so be-
stimme die Minimalelemente.

Um die duale Optimierungsaufgabe formulieren zu kénnen, bilden wir
die folgenden Mengen:
X' = {(z*.f*) | 2*€ Z*, f* € K§., sup,.x[2*(x) —f*(p(x))] < + o},
'Y = {(z*,f*) | 2*€ Z*, f* € K}., inf, y[2*(y )= *(w(®))]> —oco} .

Ist X’ nicht leer, so verstehen wir unter dem zu ¢ konjugierten
Funktional das auf X’ definierte Funktional

¢'(Z*,f*) = sup,ex[2*(x) = *(p(x))] .

Ahnlich definiert man das zu y konjugierte Funktional
'V)(Z*sf*) = infer Z*(y) "f*('/’(y))], (Z*;f*) €'Y
Ist fe F ein beliebiges Element, so sei
(W+f)@5F*) = "pEf*) = f*(f)  fir alle (2*,f*)e'Y .

"(w+f) ist das zu y+f konjugierte Funktional, wobei die Abbildung
yv+f durch

(w+) ) = vy +f fir alle ye Y,
definiert ist.

DzrriNition 2.3. Ein Funktional (z*,f*)e Z*x F* heisst zulissig,
wenn es ein Element des Durchschnitts X'n’Y ist.

Im folgenden bezeichnen wir die Menge der zulidssigen Funktionale
mit 2.

DerFiNiTION 2.4. fe F ist ein Indikator des zuldssigen Punktlonals
(2*,f*), wenn

FX(f) = "pE*f*) — ¢'(2*.f*) .

Aus dieser Definition folgt sofort, dass zwei Indikatoren eines zu-
lassigen Funktionals entweder gleich oder nicht vergleichbar sind.
Ist F ein geordneter Fundamentalraum, so besitzt also jedes zuldssige
Funktional genau einen Indikator.
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Hrivrssatz 2.1. Es sei 20 € Z. Ist fe F ein Indikator des zulissigen
Funktionals (z*,f*), so gilt

P(z0) = p(29) & [

Beweis. Wir nehmen an es sei ¢(zy) —y(z,) <f. Wegen f*e K, gilt
dann
(1) FHp(z0) —9(z0)) < f*(f) = "p*.f*) — ¢'(*.f*) .
Beachtet man andererseits die Definitionen von ‘y{z*,f*) und von
@'(z*,f*), so ergibt sich die Ungleichung

YEES*) = @' (250*) = [H(e(20) — () »
die (1) widerspricht.
DeriniTioN 2.5. Ein Funktional (z,*,fo*) € Z’ ist ein Maximalfunk-
tional, wenn es einen Indikator f, € F besitzt, so dass fir jedes zulissige

Funktional (z*,f*) und fir jeden Indikator fe I' von (z*,f*) die Be-
ziehung f, «f gilt.

Die duale Optimierungsaufgabe lautet dann: ist Z' nicht leer, so bestimme
die Maximalfunktionale.

Minimalelemente und Maximalfunktionale kann man mengenméssig
charakterisieren. Zu diesem Zweck bilden wir im Raum ZxF die
Mengen

[X,¢] = {(z,9)| xeX,g€eF, p(x)<g},
Y, v+fl1={(.9)| ye Y, ge F,g<v(y)+f},

wobei f ein beliebiges Element des Fundamentalraumes F ist. Analog
bilden wir im Raum Z* x F* x R die Mengen

[X, ’] = {Z* f* I Z*,f*)EX’,(XER, ‘P'(z*,f*)éo‘}»
(Y, (4] = {@50%0) | @59 €'Y, xe R, a = pl*f*)~f*(f)}-

Dann gilt
HiLrssatz 2.2. Ein Element 2y € Z ist genau dann ein Mintmalelement,
wenn gilt
(@) (X, ¢ln[Y,p+f] =0 faralle fe T, f<gz)—y(z) -
BewEls. Notwendigkeit. Es sei z, ein Minimalelement. Wir nehmen
an, es gebe ein fe F, f< (z) —(2,), fiir das
(X, eIn[Y,p+f]1 + 0
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ist. Ist (2,9) ein Element dieses Durchschnitts, so gilt
P() —9(2) = 9 —9(=) = f < 9z) — v(20) ,

was der Minimalitdt von z, widerspricht.
Hinldnglichkeit. Es sei (2) erfillt. Wére z, kein Minimalelement, so
wiirde es ein Element z, € & geben, fiir welches die Ungleichung
P(21) — p(21) < @(20) — p(20)
gilt. Dann hitten wir aber
(21, 9(21) € [X, @] 0 [Y,p+(z) —9(21)],

was unserer Voraussetzung widerspricht.

HivrssaTz 2.3. Es ses (2%,f*,«) e [X,¢'1n['Y, (v+f)]. Dann gibt es
einen Indikator g € I' des zuldssigen Funktionals (z*,f*), so dass f<g 1st.

BewEis. Aus (z*,f*,«) e [X',¢'In['Y, (w+[)] folgt die Ungleichung
(p'(z*,f*) So = ’W(z*,f*) _f*(f) .

¢'(@*f*) = "p*f*) = f*(f)
so geniigt es g gleich f zu setzen, damit die Behauptung resultiert. Es
sei daher

(3) @25 f*) < "pE*f*) = F* ().

Nach Hilfssatz 1.1 gibt es ein h € F, so dass 0, <h und f< 4 gilt. Wegen
f*e K%, ist dann f*(h) >0 und fiir ein geniigend grosses n €  haben
wir

(4) F*(nh) > "p(z*,.f*) — ¢'(2*.f*) .
Die reelle Funktion
P(2) = "p(a*,f*) — @' (@*.f*) = Af*(f) — (1= 2)f*(nk)
ist fir 1 €[0,1] stetig und nimmt wegen (3) und (4) die Werte P(0) <0
und P(1)>0 an. Daher gibt es ein 1, € ]0,1[, fiir das
P(h) = "p(z*,f*) — ¢’ (2*,f*) — [¥(Af + (1= 2g)nh) = 0

ist; d.h. g=4, f+(l-—— Ao)nh ist ein Indikator des zuldssigen Funktionals
(2*,f*). Wegen f<nh gilt f<g.

Ist nun

HILFSSATZ 2.4. (20*.fy*) € &' ist genaw dann ein Maximalfunktional,
wenn es etnen Indikator f,€ F besitzt, so dass gilt
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(5) (X In['Y,'(y+f)] =G furalle feF,fo<f.

Bewzis. Notwendigkeit. Es sei (zg*,f,*) ein Maximalfunktional. Wir

nehmen indirekt an, es gebe fiir jeden seiner Indikatoren f, € F ein
Element fe F, f; <f, so dass

XS Inl'Y, "(p+)] + 0

gilt. Ist (2*,f*,&) ein Element dieses Durchschnitts, so besitzt das
zulissige Funktional (2*,f*) nach Hilfssatz 2.3 einen Indikator ge F
mit f<g. Daraus folgt f,<g. Dann kann (z,*,f,*) aber kein Maximal-
funktional sein.

Hinldnglichkeit. Es sei (5) erfiillt. Wir nehmen an, es gebe ein zu-
lassiges Funktional (z,*,f,*), das einen Indikator f, e F besitzt, fiir
welchen die Beziehung f,<f, gilt. Dann ist aber

(zl*rfl*: (P,(zl*:fl*)) € [X,’(PI] n [' Y: ,(1/"+f1)] b]
was unserer Voraussetzung widerspricht. Also gilt fiir jedes zulissige

Funktional (2*.f*) und fiir jeden Indikator fe F von (z*,f*) die Be-
ziehung f, «f; d.h. (2,*.fo*) ist ein Maximalfunktional.

3. Dualitéitssitze.

DerintTioN 3.1. Es sei W eine Teilmenge von Z und Int(W) ihr
Inneres. Eine Abbildung n: W — F heisst an der Stelle z e Int(W)
nach oben beschrinkt, wenn es eine Umgebung U des Nullelements 6,
und ein Element h € F' gibt, so dass die folgenden Bedingungen erfiillt
werden:

(By): 2+ UcW;
(B,y): w(Z+2)<h fir alle ze U.

Hiurssatz 3.1. Es sei fe F und Int([X,9]) n[Y, p+f1=0. Gibt es
en zZ e %, das innerer Punkt von X ist, und ist die Abbildung ¢ an dieser
Stelle zZ nach oben beschrinkt, dann ist

(X ¢In['Y, (y+f)] + 9.

BewEss. Da ¢ an der Stelle Z nach oben beschrinkt ist, gibt es eine
Umgebung U des Nullelements 6, und ein Element k€ F, so dass
Z+U <X und @F+2)<h ist fir alle ze U.

Es sei nun f, ein innerer Punkt des Kegels K. Dann gibt es eine
Umgebung V des Nullelements 60, mit fo+ V< Ky, woraus
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@ htfy) + UxV < [X,g]
folgt. Demnach gilt
& h+fy) € Int((X,g)) .
Da [X,¢] und [Y,yp+f] konvexe Mengen sind, gibt es nach dem Satz
von M. Eidelheit [6, S. 191] eine abgeschlossene Hyperebene H, welche

die Mengen [X,p] und [Y,p+f] trennt und die keinen inneren Punkt
von [X,¢] enthdlt. Da diese Hyperebene die Form

H={z9)|2€2, geF, 2*z)—f*g)—a=0}

besitzt, wobei (z*,f* ,&) € Z* x F* x R, gilt ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit

(65 SUDG, el x, 1 (25 (@) —=f*(9)] = & = infy ey, pin[2*@) —F*(9)] -

Um zu zeigen, dass f* ein Funktional aus Ky, ist, nehmen wir an, es
gebe ein Element f, € F, 0, <f,, mit f*(f;) <0. Fir ein geniigend grosses
n € w gilt dann die Ungleichung

(7) 2X@)—nf*(f)—« > 0

und wegen (F,) auch nf; >@(Z). Dann ist aber (zZ,nf;) ein Element aus
[X, 9] und Ungleichung (7) steht also im Widerspruch zu (6). Folglich
ist f*e Kg..

Nun kénneén wir beweisen, dass f* aus K%, ist. Zu diesem Zweck
nehmen wir an, es gebe ein Element f, € F', 0 <f,, mit f*(f,)=0. Da
F ein Fundamentalraum ist, gibt es wegen (F,) ein n € w, so dass die
Beziehung nf, > — (y(z) +f) gilt. Dann ist aber (z, —nf,) ein Element aus
[Y,p+f], und wegen (6) haben wir

(8) 2*Z)— o = 2*@) +nf*(fy) —x 2 0.
Ebenfalls wegen (F,) gibt es ein n; € w mit ¢(z) <n,f,, woraus
(9) fHe@) = mf*(fo) = 0
folgt. Da (Z, (z)) € [X, 9], ergibt sich aus (9), bei Beachtung von (6),
die Ungleichung
(10) @)= S 23 —fHpE)—a S 0.
Aus (8) und (10) folgt also z*(z)=«.

Wie vorhin gezeigt wurde, gilt (Z,h+f,) € Int([X,¢]). Da die Hyper-
ebene H keinen inneren Punkt von [X,¢] enthilt, ist dann wegen (6)

2¥E)—f*(ho) —x = —f*(he) < 0,
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wobei hy=h+f, gesetzt wurde. Fiir ein m € w mit hy<mf, gilt dann

f*(hy) > O,

1
m

f*(fa) 2

was unserer Voraussetzung widerspricht. Also ist (2*,f*) e Z* x K}..
Bei Beachtung von (6), folgt aus

(z,p(x)) € [X,p] fir alle xeX,

dass (z*,f*) ein Element von X' ist und dass ¢'(z*,f*) S« gilt.
Ebenso gilt wegen

(v, p)+f)e[Y,p+f] fir alle ye Y
die Ungleichung
a = 2%y) =) —f*(f) fir alle ye Y,
woraus (2*,f*)e’Y und o < 'p(e*,f*)—f*(f) folgt. Daher ist
(*.f* ) e [X¢ In 'Y, "(p+1)]-
BemeRKUNG. Verzichtet man auf Bedingung (F,), so ist Hilfssatz 3.1

im allgemeinen nicht giiltig. Dieses zeigt uns das folgende Beispiel.
Es seien Z =R und

={x| zeR, 220},
Y={y|yeR, yz1}.

Als F wihlen wir den euklidischen Raum R?, versehen mit der Ordnung
f<g genaudann, wenn f;<yg;, =12,

wobei f=(f1.fa), 9=(91,9.) zwei Elemente aus R? sind. Wie in § 1 fest-
gestellt wurde, ist dann (F,) nicht erfiillt. Die Abbildungen ¢: X - F
und y: Y — F seien folgendermassen definiert:

‘P(x) = (x7—x), 1/’(?/) = (070) .

Man sieht sofort, dass z=3 aus £ =XnY ist und dass ¢ an dieser
Stelle nach oben beschriankt ist. Fir f=(1,0) gilt dann

Int([X,p]) n[Y,p+f] =

und, wie man leicht feststellt, auch

(X ¢'In['Y, (y+f)] =
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Ahnlich wie Hilfssatz 3.1 beweist man

HirLrssaTz 3.2. Es sei fe F und [X,@]lnInt([Y,p+f])=0. Gibt es ein
zZe Z, das innerer Punkt von Y ist, und ist die Abbildung — vy an dieser Stelle
Z nach oben beschrinkt, dann ist

(11) (X' In['Y, (p+)] *+ 0.
Aus den Hilfsséitzen 3.1 und 3.2 folgt

KororLrar 3.1. Es set feF und [X,p]n[Y,p+f]=0. Gibt es ein
zZe Z, das innerer Punkt von X oder Y ist, und st die dazugehirige Ab-
bildung @ bzw. —yp an dieser Stelle Z nach oben beschrinkt, dann gilt (11).

KoROLLAR 3.2. Es set fe F und
(X, ¢'In['Y, (y+g)] +  furalle geF, g<f.

Qibt es etn Z e &, das innerer Punkt von X oder Y ist, und ist die dazu-
gehorige Abbildung ¢ bzw. —vy an dieser Stelle Z nach oben beschrimkt,
dann gilt (11).

Bewzis. Es sei Z € £ ein innerer Punkt von X und ¢ an dieser Stelle
nach oben beschrinkt. Wir zeigen, dass

Int ([X,@) N[V, +f] = O
ist. Dazu machen wir die Annahme, es gebe ein Element
(2:90) € Int ((X,@]) N [Y,p+/f].
Hieraus folgt ¢(z) <goSy(2)+f. Fir h=13}(p(z)+g,) gilt dann
p(z) <h < yp)+f.

g =1f+1(h—-v(),
so haben wir g<f und % <y(z)+g. Wiirde es ein
(#*f*a) € X9 In['Y, (p+9)]
geben, so hitten wir einerseits wegen ¢(z)<h die Ungleiohung A
2*(2) = f*(h) — & < 2%(2) = fH{9(2)) — & = P f*) - 20
und andererseits wegen h<(z)+g die Ungleichung

2¥(z) — fH(h)— o Z "p(2*.f*) — & + [¥(p(2)) — f*(R)
Z f*(g) +f*(v@) —f*(R) > 0.

Setzen wir



KONVEXE OPTIMIERUNGSAUFGABEN ... 237

Also ist
(X,¢'Inl'Y,(w+9)]1 =0,

was der Voraussetzung widerspricht.

Wenden wir nun Hilfssatz 3.1 an, so ergibt sich (11).

Ist Z ein innerer Punkt von Y und die Abbildung —y an dieser Stelle
nach oben beschrinkt, so zeigt man zunichst, dass

[(X,@lnInt ([Y,p+f]) = 0
ist, und wendet dann Hilfssatz 3.2 an.
Satz 3.1. Ist das zuldssige Element z, ein Minimalelement, gibt es

ein Ze %, das innerer Punkt von X oder Y ist, und ist die dazugehirige
Abbildung @ bzw. —y an dieser Stelle Z nach oben beschrinkt, so gilt

(12) (X% @I ['Y, "(p+p(z0) —9(20))] + 9.
Umgekehrt: gilt (12) fir ein zuldssiges Element z,, dann st z, ein Mini-

malelement.

BEewEis. Es sei Z € £ ein innerer Punkt von X und die Abbildung ¢
an dieser Stelle nach oben beschrinkt. Dann ist

Int ([X,]) N [Y, v+ @(z0) —9(29)] = 9,

denn wire (2,,h) ein Element dieses Durchschnitts, so hitten wir

P(21) — 9(21) < b —(z1) S (29) — 9(20) »

was der Minimalitét von 2z, widerspricht. Nach Hilfssatz 3.1 gilt dann (12).
Ist Z€ & ein innerer Punkt von Y und die Abbildung —v an dieser
Stelle nach oben beschrinkt, so zeigt man zunichst, dass

(X, @] nInt ([¥, v+ @(z) —9(2)]) = O

ist, und wendet dann Hilfssatz 3.2 an.
Um die Umkehrung zu beweisen, nehmen wir an, 2, sei kein Minimal-
element. Dann gibt es ein z; € 2 mit

@(21) — 9(21) < @(2o) — ¥(2o) -
Hieraus folgt fiir ein beliebiges Funktional

@ f*a) € [X,¢'1n['Y, "(p+¢(z0) —9(20))] ,
dass
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2*(2y) "‘f*(‘P(zl)) — o = 2*(z) “f*( 1) — & “f ( 21))
Z*f*)—o‘*f (p(= 21))
f*( ¥(2o)) f*( ¥(zy)) > 0

ist. Andererseits ist nach der Definition von ¢'(z*, f *)

2*(2y) —fHo(z) —x £ ¢'(@*f*)—a 20,

[\ HV (l

was den obigen Ungleichungen widerspricht.

SaTz 3.2. Ist z, ein zulidssiges Element, so sind die folgenden Behauptungen
dquivalent:

1% (z0*.fo*, @'(20%:fo*) € [X',9'1n['Y, (9 +p(20) — 9(20))];
2° (2%, fo*) st ein zulissiges Funktional und es gelten die Gleichungen

(13) ‘P' 20*.Jo*) = 20%(z0) — fo*(9(20))
(14) P(2o*.So*) = 2*(20) — fo*(¥(20));
3° (2p*,[o*) tst ein Maximalfunktional mit dem Indikator ¢(2,) —y(2,)-

BewEis. Aus 1° ergibt sich die Ungleichung
P(2o*.fo*) = "p(o*.fo*) — fo*(9(20) — 9(20)) -

Hieraus folgt einerseits, dass
#'(20%.J0%) = %*(2o) —fo*('/’(zo)) ‘fo*(‘P(zo) “'/’(zo)) = 2*(2) —fo*(q?(zo))
ist, und ande_rerseits, dass
— fo*(%(20)) = 20*(2o) — fo*(#(20)) + Sfo*(9(20) — ¥(20))
@' (2o*.fo*) + fo*(p(20) — (=) S "p(20*.fo*)

ist. Bei Beachtung der Definition von ¢'(zy*,fo*) und von ‘p(z,*,f,*)
erhilt man dann (13) und (14). Demnach folgt Behauptung 2° aus 1°.
Aus (13) und (14) folgt durch Subtraktion die Gleichung

(15) Jo*(@(z0) —9(20) = "p(20*.fo*) — @' (20*:fo*) »

die aber nichts anderes bedeutet, als dass ¢(2,) —(2,) ein Indikator des
zuldssigen Funktionals (zy*,f,*) ist.

Andererseits gilt nach Hilfssatz 2.1 fiir jedes zulédssige Funktional
(#*,f*) und fiir jeden Indikator fe F von (z*,f*) die Beziehung

P(20) — p(zo) [+
Also ist (2*,fy*) ein Maximalfunktional. Demnach folgt Behauptung
3° aus 2°.
Aus Behauptung 3° folgt wegen (15) sofort die Behauptung 1°.

IA
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KororrARr 3.3. Ist z, ein zulissiges Element, so gilt (12) genau dann,
wenn es ein Maximalfunktional mit dem Indikator @(z,) —w(z,) gibt.

Aus Satz 3.1 und Korollar 3.3 ergibt sich der folgende

DuaritAtssatz 1. Ist das zuldssige Element z, ein Minimalelement,
gibt es ein 2 € &, das innerer Punkt von X oder Y ist, und ist die dazuge-
horige Abbildung @ bzw. —v an dieser Stelle Z nach oben beschrinkt, so
gibt es ein Maximalfunktional mit dem Indikator @(z,) —(z,).

Umgekehrt: ist 2z, ein zuldssiges Hlement und gibt es ein Maximal-
Sfunktional mit dem Indikator @(zy)—y(2,), so ist zy, ein Minimalelement.

KoroLLAR 3.4. Ist das zuldssige Element z, etn Minimalelement, gibt es
ein Ze€ %, das innerer Punkt von X oder Y ist, und ist die dazugehorige
Abbildung @ bzw. —y an dieser Stelle Z nach oben beschrinkt, so gibt es
ein Funktional f,* € K§., das der Gleichung

(16) fo ( (zo)) = infzszfo*(‘P(z) —w(z))
geniigt.

Umgelkehrt: gilt Qleichung (16) fir ein zulissiges Element z, und fir ein
Funktional fo* € Kf., dann st z, ein Minimalelement.

Bewzis. Nach Dualitédtssatz I gibt es ein Maximalfunktional (z,*,fo*),
so dass

fo*(@(z0) = 9(20)) = "p(zo*.fo*) — @' (20*.So*)
ist. Hieraus folgt fiir alle ze &

JoX(@(20) —9(z)) < 2 2) fo*(w 2)) — [20*(2) = fo*(9(2))]

woraus (16) resultiert.

Um die Umkehrung zu beweisen, nehmen wir an, es gebe ein z; € &
mit

P(21) —p(z1) < @(20) —9(20) -
Hieraus folgt wegen f,* € K}. und wegen (16) die Ungleichung
fo*(p(z1) —9(21) < inf, zfo*(p(2) —9(2)) »

was nicht moglich ist. Demnach ist z, ein Minimalelement.

In unseren weiteren Ausfithrungen bendtigen wir eine zusitzliche
Bedingung:

(E): Es sei feF. Qibt es fir jedes ge F, f<g, ein Element z, € Z mit



240 WOLFGANG W. BRECKNER UND IOSIF KOLUMBAN
@(z,) —v(z,) <g, dann gibt es ein Element z€ & mit p(z)—y(2) g
fur alle ge F, f<g;

die wir kurz als Existenzbedingung bezeichnen.

Dvuavriritssatz 1I. Die Existenzbedingung (E) ses erfullt. Ist das zu-
lassige Funktional (zg*,fo*) ein Maximalfunktional, gibt es ein z € &, das
innerer Punkt von X oder Y ist, und ist die dazugehdrige Abbildung ¢
bzw. —vy an dieser Stelle Z nach oben beschrinkt, dann gibt es ein Minimal-
element z,, so dass @(zy) —p(z,) ein Indikator von (zy*,f,*) ist.

Umgekehrt: ist @(z,) —y(z,) etn Indikator des zulissigen Funktionals
(Zo*.fo*), wobei zy ein Minimalelement ist, so ist (2y*,fy*) etn Maximal-
Junktional.

Bewzis. Es sei (z*,f,*) € 2’ ein Maximalfunktional. Nach Hilfs-
satz 2.4 besitzt es einen Indikator f, € F, so dass gilt

X¢In['Y,'(py+f)] = 0 fir alle feF, fy<f.
Dann ist
(17) [X,pln[Y,p+f]l+ 9 fir alle feF, fo<f,

denn wire fiir ein fe F, fy<f,
X,g]ln[Y,p+f]1=0,
so miisste nach Korollar 3.1

[X¢'1n['Y, "(p+f)] + O
sein.
Da die Existenzbedingung erfiillt ist, gibt es wegen (17) ein z,€ &
mit

P(20) — y(zo) £ f fiir alle feF, fo<f.
Hieraus folgt

(18) Fo*(p(20) —9(20)) < Jo*(f) fiir alle fe F, fo<f.

Mit Hilfe eines Elements f, € F, f,<f, konstruieren wir die Folge
Jo = fo— 20"+ 217, new.

Dann gilt f, < f, fiir alle n € w und

limn—»oofo*(fn) = fo*(fo) .
Infolgedessen ist wegen (18)

(19) fo*(‘P(Zo) —9(z)) < fo*(fo) -
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Beachtet man nun einerseits, dass f, ein Indikator des Funktionals
(Zo*.fo*) ist, und andererseits die Ungleichung

Y(o*So*) — ¥’ (2*.fo*) < fo* ( 'I’(zo))
so folgt aus (19), dass
fo*(‘P(zo) —"l’(zo)) = "p(zg*,fo*) — ¢'(20%.S0*)

ist, d.h. @(z) —w(z,) ist ein Indikator des Maximalfunktionals (z,*,f,*)
Nach Dualitdtssatz I ist 2z, also ein Minimalelement.

Umgekehrt: ist ¢(z,) —y(2,) ein Indikator des zuldssigen Funktionals
(%o*,fo*), so folgt nach Hilfssatz 2.1 sofort, dass (z,*,f,*) ein Maximal-
funktional ist.

4. Sattelpunktsitze.
In diesem Paragraphen setzen wir voraus, dass Z lokalkonvex ist.

Satz 4.1. Es sei zg€ Z. Damit ¢(zy) — p(2,) esn Indikator des zuldssigen
Funktionals (zg*,fo*) tst, ist es notwendig und, falls fo*(¢(+)) (im Sinne
von [2, S. 7]) abgeschlossen ist, auch hinreichend, dass die Ungleichungen

(20) Ly(2,2*) £ Ly(20,%0%) S Ly(2,20%)
fur alle z€ Y und alle 2* € Z* = {2* | 2* € Z*, (2*,fy*) € X'} gelten, wobes

Ly(2,2*) = 2*(2) — fo*(v(2)) — ¢'(2*.fo*)

1.8t.

BrewEis. Notwendigkeit. Ist ¢(zy) —y(2,) ein Indikator von (z,*,fo*),
so haben wir

(21) Jo*(p(z0) —9(20)) = "p(2o*.fo*) — ¢"(2o*.So*)
Andererseits gelten fiir alle z € ¥ und alle z* € Z,* die Ungleichungen
Y(zo*,fo*) — @' (2*.fo*) £ Ly(2,20%) ,
Ly(20,2%) S 2*(29) — fo*(w(20)) — [2*(20) —fo*(#(20))]
= fo*(®(20) — 9(20)) -

Beachtet man (21), so folgt hieraus, dass
Ly(29,2*) = fo*(9(20) —9(20)) = Ly(2,25*)

ist, woraus sich die Ungleichungen (20) ergeben.
Hinldnglichkest. Aus der Ungleichung

Ly(2,2*) S Ly(2,2y*) fiir alle ze Y

Math. Scand.25 — 16
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folgt
(22) Ly(20,2%) = "p(20*.f0*) — ¢'(20*.f0*)
Aus
Ly(25,2%) £ Ly(25,2,*) fur alle z* e Z;*
folgt
(23) SUP,sez,+ [2%(20) — @' (2%, fo*)] — fo* (¥(20)) S Ly(29,2*) -

Definieren wir nun die Funktion ¢#: X - R durch
= fo*(p(x)) fir alle ze X,
so ist ¥ konvex und es gilt
P (2*) = @'(z*.fo*) fur alle z*e Z*,
wobei &' die zu ¢ konjugierte Funktion bezeichnet (siehe [2, S, 11]).
Nach einem bekannten Satz [2, S. 15] ist d(z) =9''(z,), d.h. es gilt
Jo*((20)) = 8UP.acz,e[2%(20) — @' (2%, fo*)] -

Daher kann man (23) auch folgendermassen schreiben:

Jo*(@(zo) —9(2)) = Li(2,20%) -
Wegen (22) haben wir also

Jo* ( —9(29)) = "p(z*.So*) — ¢’ (20%.fo¥)

Andererseits erglbt sich aus der Definition von ¢'(z,*,fy*) und von
w(zo*, fo*) die Ungleichung

Y(ze*.So*) — ¢'(20*./o*) S fo* ( —9(2)) -

Demnach ist
JoX(p(20) —9(z0)) = "p(20*:So*) — ¢'(2*.Jo*) »
d.h. @(z,) —p(2,) ist ein Indikator des zuldssigen Funktionals (z*,fo*).

Aus Dualitdtssatz I und Satz 4.1 ergibt sich der folgende

SATTELPUNKTSATZ 1. Ist das zuldssige Element z, ein Minimalelement,
gibt es ein Z € &, das innerer Punkt von X oder Y ust, und ist die dazu-
gehorige Abbildung ¢ bzw. —y an dieser Stelle Z nach oben beschrdnkt, so
gibt es ein Maximalfunktional (zy*,fy*), fiir welches die Ungleichungen (20)
gelten.

Umgekehrt: gibt es ein Mazimalfunktional (z*,fo*), fir welches die
Ungleichungen (20) gelten, wobei zy€ Z, und ist fo*(p(-)) abgeschlossen,
dann st z, ein Minimalelement.
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Ahnlich wie Satz 4.1 beweist man

SATZ 4.2. Es sei zy € Z&. Damit ¢(z,) —y(2,) esn Indikator des zuldssigen
Funktionals (zy*,f,*) ist, ist es notwendig und, falls fo*(y(+)) abgeschlossen
ist, auch hinreichend, dass die Ungleichungen

(24) Ly(2,20*) £ Ly(20,%*) = Ly(29,2%)
far alle z € X und alle 2* € Zy* = {z* | 2* € Z*, (2*,f,*) € 'Y} gelten, wobei

Ly(z,2*) = 2*(z) ‘“fo*(<P(z))""/’(z*’fo*)
1st.

Bei Beachtung von Dualititssatz I, ergibt sich dann aus Satz 4.2
der folgende

SATTELPUNKTSATZ I1. Ist das zuldssige Element z, esn Minimalelement,
gibt es etn Z € Z, das innerer Punkt von X oder Y ist, und ist die dazu-
gehorige Abbildung ¢ bzw. —vy an dieser Stelle Z nach oben beschrinlt,
so gibt es ein Maximalfunktional (2,*,fy*), fur welches die Ungleichungen
(24) gelten.

Umgekehrt: gibt es ein Maximalfunkitonal (24*,fy*), fiir welches die
Ungleichungen (24) gelten, wober zy€ &, und ist fo*(y(-)) abgeschlossen,
dann st z, ein Minimalelement.

5. Existenzsiitze.
Aus Dualititssatz IT folgt, dass es in & Minimalelemente gibt, wenn

a) die Existenzbedingung (E) erfiillt ist; und

b) es ein zulissiges Element z gibt, das innerer Punkt von X oder Y
ist und die dazugehérige Abbildung ¢ bzw. —y an dieser Stelle z
nach oben beschrinkt ist; und

c¢) esin &’ Maximalfunktionale gibt.

Der folgende Satz zeigt, dass es in & auch unter schwicheren Voraus-

setzungen Minimalelemente gibt.

ExisTENzSATZ 1. Ist die Existenzbedingung (E) erfullt, und sind die
Mengen &, &' nicht leer, so gibt es in & Minimalelemente.

Bewes. Es sei z€ 2 und (2*,f*) € Z’. Das Element fe F sei ein
Indikator von (z*,f*) und f, € F, f,<¢(z)—y(2), f; <f. Dann ist

[X:(P] n [Y’ 1/)+f1] =4,
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denn im entgegengesetzten Fall wiirde es ein 2z, € 2" mit

P(z1) —9(z) S fy < f

geben, was nach Hilfssatz 2.1 nicht moglich ist.
Es sei g; € F, ¢(2) —p(2) <g;. Dann ist

[X’(p] n [Y’ 1/"*‘91] =i= g:

denn (z,¢(z)) ist ein Element dieses Durchschnitts.
Nun konstruieren wir rekursiv fiir jedes n € w die Elemente

foo= {fn wenn  [X,@]n [Y,p+4(fu+g.)] + O,
YU Mftg.) wenn  [X,@]1n[Y,p+3(futg.)] =9,
g = { }futgn) wenn [X,@ln[Y,p+3(fu+9.)] + 0,
"1 g, wenn [X,@]n[Y,p+3(fr+9,)] = 0.

Man sieht sofort, dass

fn=0‘nf1+(l—0‘n)gl: neEw,
9n ﬂnfl'*'(l_ﬂn)gl: new,

ist, wobei die reellen Zahlenfolgen («,),c Und (B,)nce folgende Eigen-
schaften besitzen:

BrSBaS...SPuS. ..
b) 02f,<x,=1 fir alle n € w;
¢) «,—f,=2" fir alle new.

) K== . 2.

Hieraus folgt, dass die beiden Zahlenfolgen einen gemeinsamen Grenz-
wert y mit 0Sy =<1 besitzen und dass 8,<y = «, fir alle n € w gilt.
Es sei fy=yfi+(1—9)g9;,. Es kionnen nun zwei Fille eintreten:
1° Es gibt ein n, € w, so dass fy=g,, ist. Wegen

(X,pln[Y,p+gn] + O
haben wir dann

(25) [X,9ln[Y,p+g9] + 9 fir alle ge F, fy<g.

2° Fir alle n € w haben wir fy+g¢,. Trotzdem gilt auch in diesem Fall
Beziehung (25). In der Tat, ist g € F, f,<g, dann gibt es nach (F,) ein
k € w, so dass
(26) 91— Jf1 < k(g —fo)

ist. Wir wahlen nun ein 7y € w, so dass
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(27) 0 <y—PBh <k?
ist. Aus (26) und (27) ergibt sich dann die Beziehung

(V_ﬂno)(gl"‘fl) <g-—fo=9-v(fi—9) =91,
woraus
Ino = Pro(f1—91) +91 < g
folgt. Wegen
(X,pln[Y,p+9g,,] + 0
ist dann auch
(X,p]ln[Y,p+g] + F.

Da die Existenzbedingung erfiillt ist, gibt es wegen (25) ein zje &
mit
(28) 0(2y) —9(2,) < g fur alle geF, fy<g.

Wir zeigen nun, dass z, ein Minimalelement ist. Dazu nehmen wir an,
es gebe ein h € F, h < ¢(z,) — y(z,), fiir welches

(X,@ln[Y,p+h] £ O

gilt. Dann ist hy=e(2,) —y(25) —h+fo>fy, und wegen (28) haben wir
also @(2g) —y(2) Sh,. Hieraus folgt 2 <f,. Das Element » kann nicht
gleich f, sein, denn sonst hitten wir einerseits f,<®(z) —y(2,) und
andererseits wegen (28) die Ungleichung ’

P(z0) — p(z0) = ¥(fo+o(20) — ¥(z)))

die @(z,) —p(2,) = fp zur Folge hitte. Demnach ist h<fy. Man kann
nun zeigen, dass es ein n, € w gibt, so dass h<f, gilt. Da nach Kon-
struktion der Folge (f,)nco

[X»(P] n [Y’w+fn1] =0
ist, haben wir auch
[X,(P] n [Yﬂp+h] = @:

was unserer Annahme widerspricht. Nach Hilfssatz 2.2 ist z, ein Minimal-
element.

ExisteENzsaTz I1. Es ses Z'+0. Gibt es ein € Z, das tnnerer Punkt
von X oder Y ist, und st die dazugehérige Abbildung @ bzw. —vy an dieser
Stelle z nach oben beschrinkt, so gibt es in &' Maximalfunktionale.

BewEis. Es sei (z*,f*) € 2’ und fe F ein Indikator dieses Funktio-
nals. Weiterhin sei f, € F, f; <f. Dann ist
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[X@'In['Y, (p+f)] + O,
denn (z*,f*, ¢'(2*,f*)) ist ein Element dieses Durchschnitts.
Es sei g, € F, ¢(z)—v(z)<9g;, f<g;. Dann ist
(X9 In['Y, (y+g)] = O
denn wire (z;*,f;*,«) ein Element dieses Durchschnitts, so wiirde das
zuldssige Funktional (z,*,f,*) nach Hilfssatz 2.3 einen Indikator g € I
besitzen, fiir den
¢pR) —9(E) <g1 =9
gilt, was nach Hilfssatz 2.1 nicht moglich ist.
Nun konstruieren wir rekursiv fiir jedes » €  die Elemente

fun = {5 wenn  [X',¢'] 0 [, (p+3(fu+0,)] =
MU M+, wenn  [X¢'10['Y, (w4 4(fu+9s)
)
)

)
- {%(fn+9n) wenn  [X',¢'In['Y, (y+}(fut0,)] =
"1 g wenn  [X,¢'1n['Y, (y+3[fa+9a))] =|=0

]w

Man sieht sofort, dass

fo =0 fi+(1-0an)g,, new,
In = Baf1+ (1=Br)91, meEw,
ist, wobei die reellen Zahlenfolgen (x,)nc, UNd (8,)necw, Wie vorhin, die
Eigenschaften a), b) und c) besitzen. Es sei y der gemeinsame Grenz-
wert dieser beiden Zahlenfolgen und fy=yf;+(1—y)g,. Dann konnen
auch hier zwei Fille eintreten:
1° Es gibt ein n, € w, so dass f,=f, ist. Wegen

(X' In['Y, " (p+fu))] + 9
haben wir dann

(29) X 1n['Y, (y+9)] £ 9 fir allegelF, g<f,.

2° Fir alle n € o haben wir fy=+f,. Auch in diesem Fall gilt (29).
In der Tat, ist g€ F, g<f,, so zeigt man zunichst, dass es ein nge w
gibt, so dass g <f,, gilt. Hieraus folgt dann

(X In[Y,(y+9)] + 9.
Durch #hnliche Uberlegungen zeigt man, dass

(30) [X,¢'1n['Y, (w+h)] =0 fir alle heF, fo<h
gilt.
Nach Korollar 3.2 folgt aus (29), dass
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(X, In['Y, (w+/fo)] = O

ist. Es sei (2y*,fy* «) ein Element dieses Durchschnitts. Das zulissige
Funktional (zy*,f,*) besitzt dann nach Hilfssatz 2.3 einen Indikator
hy € F, fir den fy<hy gilt. Es muss fy="7, sein, denn im Falle f,<h,
wiirde

(zo*.fo* ¢ (2% fo") € X', 010 [T, (p+ry)]

Beziehung (30) widersprechen.
Wendet man nun Hilfssatz 2.4 an, so ergibt sich aus (30), dass (2y*,f,*)
ein Maximalfunktional ist.

SCHLUSSBEMERKUNG. Die duale Optimierungsaufgabe wurde mit Hilfe
der Mengen X’ und 'Y formuliert. Wie aus den Beweisen dieser Arbeit
ersichtlich ist, kann man sich im Falle eines normierten Fundamental-
raumes F in der Definition dieser Mengen sowie in den weiteren Aus-
fiihrungen auf diejenigen Funktionale f* € K%, beschrinken, fiir welche
If*|l=1 ist. Fiir F =R erhilt man dann genau die beiden Optimierungs-
aufgaben, welche die anfangs zitierten Autoren behandelt haben.

LITERATUR

1. K. J. Arrow, L. Hurwicz, and H. Uzawa, Studies in linear and non-linear programmsing,
Stanford University Press, 1958.

2. A. Brondsted, Conjugate convex functions in topological vector spaces, Mat. Fys. Medd.
Danske Vid. Selsk. 34, nr. 2 (1964).

3. U. Dieter, Dualitdt bei konvexen Optimierungs-(Programmierungs-)Aufgaben, Z. Unter-
nehmensforschung 9 (1965), 91-111.

4. U. Dieter, Optimierungsaufgaben in topologischen Vektorrgumen. 1: Dualitdtstheorie,

Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb. 5 (1966), 89-117.

. W. Fenchel, Convex cones, sets and functions, Lecture notes, Princeton University, 1953.

. G. Kothe, Topologische lineare Rdume I, Springer-Verlag, Berlin-Gdéttingen—Heidelberg,
1960.

7. H. W. Kuhn, and A. W. Tucker, Nonlinear programming, Proceedings of the Second
Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Probability, University of
California Press, 1951, 481-492.

8. J. J. Moreau, Fonctions convexes en dualité, Faculté des Sciences de Montpellier, Sémi-
naires de Mathématiques, 1962.

9. R. T. Rockafellar, Extension of Fenchel’s duality theorem for convex functions, Duke
Math. J. 33 (1966), 81-90.

S o

MATHEMATIK-MECHANIK-FAKULTAT DER tBABE§~BOLYAIc-UNIVERSITAT.
CLUJ, RUMANIEN



