MATH. SCAND. 25 (1969), 218-226

DIE ANZAHL DER LOKALEN MAXIMALSTELLEN
EINES STATIONAREN GAUSZSCHEN PROZESSES

WERNER FIEGER

In mehreren Verdffentlichungen ist die Anzahl der Schnittpunkte
eines stationdren GauBschen Prozesses xz(f) mit einer Niveaulinie unter-
sucht worden. Ito [5] und Ylvisaker [6] haben gezeigt, dall der Erwar-
tungswert der Anzahl der Kreuzungspunkte eines stationiren GauB3schen
Prozesses z(t) mit stetigen Pfaden mit dem Niveau Null genau dann (mit
endlichem Wert) existiert, wenn das zu z(f) gehorige Spektralmall dF
die Beziehung [A2dF < o erfiillt. Die gleiche Aussage gilt auch fiir die
Kreuzungspunkte mit einem beliebigen Niveau yp. Fiir nicht-stationire
GauBlsche Prozesse sind entsprechende Aussagen in [1] und [3] angegeben.

In dieser Arbeit wird gezeigt, daBl der Erwartungswert der Anzahl
der in einem endlichen Intervall liegenden lokalen Maximalstellen eines
stationdren GauBschen Prozesses z(f) genau dann existiert, wenn fiir das
zugehorige Spektralmaf [A*dF < oo gilt (Satz 1). Ferner wird der Er-
wartungswert der Anzahl der lokalen Maximalstellen von z(f) mit Maxi-
malwert >y berechnet (Satz 2).

Die Aussage, dafl die Bedingung [A*dF < oo hinreichend fiir die Exi-
stenz des Erwartungswerts der Anzahl der in einem endlichen Intervall
liegenden lokalen Maximalstellen eines stationiren Gaufschen Prozesses
ist, ist schon in [1] enthalten!.

Einige Hinweise, die eine elegantere Beweisfithrung ermdglichen und
die in Lemma 1 und Beweisteil a) zu Satz 1 verwendet sind, verdanke
ich Herrn K. Ito.

Mit z(t) bezeichnen wir einen fiir ¢ € [0,a] erklirten reellen stationiren
GaufBlschen ProzeB mit stetigen Pfaden und mit Ex(t)=0, varz(t)=1;
r(t) sei die Kovarianzfunktion von x(f):

Eingegangen am 29. Marz 1968.
1 Die in [1] Seite 67 dazu angegebene Gleichung ist wie folgt zu verbessern:

B[M(0)+m(w)] = 51 (—r"(0)/r" ()} .
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r(t) = cov(a(s), x(s+1)) = Ex(s)z(s+t),

dF das zu z(t) gehdrende SpektralmaB. Soweit es angebracht ist, den
Gaufllschen Prozell z(t) als Familie von iiber einem Wahrscheinlichkeits-
feld (2, R,p) meBbaren Funktionen zu betrachten, schreiben wir fiir
den Prozefl z(t) auch x(f,w). Wir nennen 7z, eine lokale Maximalstelle
des Pfades x(t,w,), wenn z(7,w,) < x(7,, w,) fiir jeden Wert 7 einer hin-
reichend kleinen Umgebung von 7,; entsprechend erkliren wir den Be-
griff »lokale Extremalstelle«. Wir setzen fiir = € (0,a)

k(t,w) := 1, falls v eine lokale Maximalstelle
von z(t,w) ist,
:= 0 sonst
und

k(r,y,w) := 1, falls 7 eine lokale Maximalstelle
von z(t,w) mit x(z,w) >y ist,
:= 0 sonst,

ferner fir 0<t, <t,<a

m(tlyt2; Q)) = zte(tl,tz] k(T, (D) ’
m(ty,a; w) 1= m(t;,a—0; w)

und
m(ty,be; y,0) 1= Zze(z,,tgjk(‘fy%w) ,
mt,a;v,w) = m(t,a—0; y,0) .

Es ist m(w) := m(0,a; w) die Anzahl der in (0,a) liegenden lokalen Maxi-
malstellen, m(y,w) := m(0,a; y,w) die Anzahl der in (0,a) liegenden
Maximalstellen mit einem Maximalwert >y; fiir diese beiden Zufalls-
groBen schreiben wir auch kurz m,m(y). Wegen

{w :m(tl’ t2_ O’w) Z 1} = .Zt1§11<12<r3§t2 {a) ‘max (117(‘[1, w)7x(T3’ (U)) é x(Tz’ w)}
(74, Ty, T3 rational)

und der f-MeBbarkeit von k(t,, o) gilt

{w:m(t,ty; )21} € R,
und folglich ist

o mlty ty; ) 2 1)

= 'Zt1=m<q<---<fn=ta{w cm(T, 4, 7,; 0) 21 fiir v=1,...,n} € ®

(tys+ .., T,y rational) fir n=2,3,... (vgl. hierzu [3, Lemma 4.1]);
also ist m(t;,t,; ) ®-meBbar fir 0<t, <t,<a und damit m(t,,¢,; w) ein
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iiber [0,a] definierter ZahlprozeB im Sinne von [3]. Ahnlich zeigt man,
daB m(ty,t,; v,w) ein ZahlprozeB ist. Diese beiden Zahlprozesse kénnen
moglicherweise fiir gewisse f,,{, den Wert + oo mit positiver Wahr-
scheinlichkeit annehmen.

Fiir die Zufallsgré8en m,m(y) gilt

Sarz 1. Der Erwartungswert von m existiert genaw dann, wenn [A4dF < oo
tst. Ist [AAdF < oo, s0 gilt:
(1) Bm=(3afm)(—r""(0)}r"(0))},
(2) als Funktion von t ist x(f,w) fast sicher in keinem Teilintervall von
[0,a] konstant.

Sarz 2. Unter der Voraussetzung [A*dF < oo ist

+00
Emy) = a f b(z) dz

mit
b(z) ._( r'"'(0 )) exp(—32%) (r;— 1) exp(— $2%(r, — 1)) +
. (2 )%_ 1 1
2(r1—1)"1/2
+z f exp(—1y?) dy},

r _ III/(O)
1 (7‘”(0))2

2.

Beim Beweis von Satz 1 benutzen wir zwei Lemmadta.

Lemma 1. Ist [A2dF < oo, s0 gibt es einen stationdren separablen Gauf-
schen Prozef3 y(t) mit Spektralmaf A2dF, derart daf3 zu jedem 7€ (0,a)
zwei Folgen ,,7,,... und v/,7,,... mit v,/'v, 7,/ \v und

p(x(r)—-x(rn) _ y(r)> _

T—1,

P (x(t) - x(":n')

-1, " y(r)) N

existieren, und es ebenso je eine Folge gegen 0 bzw. a konvergierender Werte
mat der entsprechenden Eigenschaft gibt.
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Bewzis. Aus [5, Proposition 1 und Proposition 2] folgt, daB es einen
stationdren Gauflschen Prozef} y(t) mit Spektralmall 22dF gibt, gegen den
(2(t+ k) — 2(t)) /A fiir & — 0 im Quadratmittel und damit auch nach Wahr-
scheinlichkeit fiir jedes ¢ € [0,a] konvergiert; folglich gibt es zu jedem
7€ (0,a) zwei Folgen 7,,7,,... und 7,7,,... mit 7,7, 7,"\\v und
der Eigenschaft, da

x(t)—x(rn_) und m(r)—x(r,i)_

’
T—T, T—1,

fir n - oo stark gegen y(t) konvergiert. Das gleiche gilt natiirlich fiir
jeden stochastischen Prozeli, der sich fiir jedes = von y(z) nur um eine
p-Nullmenge N, unterscheidet; wir konnen daher y(¢) als separabel vor-
aussetzen. Fir diesen Prozef y(t) gilt:

Ey@) =0,

cov (y(s),y(s+1)) = —r"'(t),
vary(t) = —r"(0),
cov(x(s),y(s+1t)) = 7'(t) .

Unmittelbar einzusehen ist

Lrevmma 2. Ist f(t) eine in [v',7"'] stetige Funktion, und gibt es zwei
Folgen =,',,"" mit v,/ ', 7,/ /7" und

o TN JE =10
n—>00 T =T n—>co T —7T,

so hat f(t) in (',7"') mindestens eine lokale Maximalstelle.

BEwEIs vox SaTz 1.

(a) Wir gehen zuniichst von der Voraussetzung [A*dF < o aus. Dann
hat der in Lemma 1 eingefiihrte GauBsche Proze8 y(t) in [0,a] mit Wahr-
scheinlichkeit Eins stetige Pfade [4]; wir konnen, da bei einer Abénde-
rung von y(t) auf einer p-Nullmenge N < die in Lemma 1 angegebenen
Eigenschaften erhalten bleiben, annehmen, daB y(f,w) fiir jedes w € 2
stetig ist. Einfache Berechnungen zeigen

Ela(7y) — (7)) - [7; y(u)du]® = 0
tir 0= 7, <7,2a; es gilt daher
p(a(ry) —a(ry) = [ y(u)du) = 1

fir 0< 7, < 7,<a und somit
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p(2(7y) —#(7y) = [22 y(u)du fiir rationale 7,,7, mit 0< 7, <7,5a) = 1,
also wegen der Stetigkeit der Pfade x(t, ), [{y(u,w)du

P((7) —2(7y) = [2 y(u)du fiir 0<7,<7,50) =1
und
p(da(7, 0)/dr=y(r,0) fir ve[0,a]) = 1.
Wegen

P(y(t, w) =0 fiir irgendein nicht ausgeartetes Teilintervall von [0,a]) = 0
(vergl. [5]) gilt daher

p(x(t,w) ist in irgendeinem nicht ausgearteten Teilintervall von
[0,a] konstant) = 0.

Sehen wir von den Elementen o einer p-Nullmenge N <@ ab, so ist
weiter, da wegen [A2(A2dF) < co mit Wahrscheinlichkeit Eins die Anzahl
der Nullstellen von y(f) endlich ist und y(f) keine tangentiale Nullstelle
(d. h. keine Nullstelle " mit y(z,w) <0 fiir eine ganze Umgebung von <’
oder y(7,w) = 0 fiir eine ganze Umgebung von ') hat, 7, genau dann eine
lokale Maximalstelle von z(¢,w), wenn fiir jede hinreichend kleine Um-
gebung U(z,) von 7,

Y(r,0) > 0 fir 7€ U(r) N[0,7,),
y(t,w) < 0 fir 7€ U(ry) N (74a]

gilt. Da somit mit Wahrscheinlichkeit Eins m(w) gleich der Anzahl der
in (0,a) liegenden Kreuzungspunkte von y(t,w) mit dem Niveau Null ist,
existiert Em und ist gleich

(3ajm) (=" (0)/r"(0))} .

(b) Existiert £m, so existiert natiirlich auch der Erwartungswert der
Anzahl der lokalen Extremalstellen von (). Da zwischen je zwei Kreu-
zungspunkten von (¢, w) mit dem Niveau Null mindestens ein Extremal-
punkt von z(f,w) liegt, existiert folglich auch der Erwartungswert der
Anzahl der Kreuzungspunkte von z(¢) mit dem Niveau Null, was wieder-
um [A?dF < oo zur Folge hat. Nach Lemma 1 existiert daher ein sepa-
rabler stationirer GauBscher Proze8 y(t) derart, dafl es zu beliebigen 7’,
7"’ mit 05 v/ <7'' < a stets zwei Folgen v,’,7,’,... und 7,"”,7,”,... gibt
mit 7,"\7’, 7,”"./'7" und

P (x(:):fit") == y(r’)) =1,
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» (x(r"’z—w("f,n") — y(t”)) =1.

-1,

Da x(t) stetige Pfade hat, gilt nach Lemma 2

p((t, w) hat in (z’,7"") mindestens eine lokale Maximalstelle)
z p(y(z') >0>y(z"))
und somit
Em(7',7") Z p(y(z')>0>y(z"'))

fir 057" <7 <a. Da fir 07’ <1’ <7 <a stets
m(t’, 7" o) +m(r", 7" w) = m(r',v""; w)

ist, gilt fiir jede Zerlegung 0=7,<7,<...<7,=a von [0,a]

n

> p(y(r,1)>0>y(7,) < BEm < .

v=1
Folglich existiert der Erwartungswert der Anzahl der Kreuzungspunkte
von y(¢) mit dem Niveau Null ([2], [5]) und somit gilt [A*dF < co.

3.
Beim Beweis von Satz 2 benutzen wir einige der in [3] iiber ausschip-
fende Mengensysteme angegebenen Sitze und

LeMMA 3. Ist g(7) eine reelle, fiir T € [0,a] definierte, beschrinkte Funk-
tion, so ist die fir 051’ <t Za erklirte Intervallfunktion h(r',v"):=
g(v"" —7') genau dann diber [0,a] Burkill-unterteilungsintegrabel, wenn
lim, og(7)/v existiert.

Falls das Burkill-Unterteilungsintegral [3h(.,.) existiert, gilt

fh(.,.) = alimg-@.

no T

Bewgis. Der in der Arbeit [2] angegebene Satz (2.1) und Beweisteil 3
zu Satz (2.5) zusammen mit dem Nachweis, dal aus der Existenz von
Jok(.,.) notwendigerweise lim, g(7)=0 folgt, liefern den Beweis fiir
Lemma 3.

Wegen Lemma 3 kann man in den in [3] bewiesenen Sitzen iiber aus-
schépfende Mengenfunktionen S(7’,7"), 0= 7' <" Za, die Aussage »das
Integral [¢p(S(.,.)) existiert« durch die Aussage »lim,,p(S(0, 7))/ exi-
stiert« ersetzen, sofern p(S(z',7"’))=p(8(0,7" — ")) fiir 0= 7' < 7" <a ist.
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BEWEIS vON SATZ 2:

(a) Mit y(t,w) bezeichnen wir wiederum einen (wegen [A¢dF < co nach
Beweisteil (a) zu Satz 1 existierenden) separablen stationiren GauBschen
ProzeB mit

p(da(r,w)/dr=y(z,») fir ve[0,a]) = 1.
Fir die Mengenfunktion
Sy(z', 7" p) = { w y(v,0) > 0> y(z", w), (7", w) >y, m(r',7"’; w)=1}
gilt fiir 0< 1, < 1,< 735 @ stets
P(Sl("p"ai )= (S1(71, 725 ¥) + 81(7s, 753 7’))) =0.

Da weiter S;(z',7"";y) beziiglich des Zahlprozesses m(z’,7"; y,w) die
Eigenschaft [3, (3.5), (2)] hat und

Sy, 75 y) € {o:m(7, 7" y,0) 21}
erfiillt, gilt nach [3, Satz (3.5)]
lim, o p(m(0,7; ¥, @) 2 1)[7 = lim,p(8,(0,7; y))/*
und, da m(z',7"; y,w) die Eigenschaft I aus [3] besitzt (das bedeutet
hier, daBl m(’,7""; y,w) ordindr ist), nach [3, Satz (2.9)]

Em(y) = alim, ,p(8,(0,7; y))/z.
Da fiir

S(7',7"57) 1= {0 y(v',0) > 0> y(", »), z(7’,0) >y}
fir 057’ <7” <a die Beziehungen
8y, y) < 8(v, 75 9)
(87,7 y)—{w:m(x',v"; y,0)21}) = 0
und somit
p(Sy(7',7"59) £ p(S(¢',7";9)) £ p(m(v',7""; y,0)21)
bestehen, erhalten wir
Em(y) = alim, 4p(y(0)>0>y(7), z(0) >y)/.

(b) Sind g,,9,,9; drei unabhingige Gaulsche Einheitsvariable, so ist
die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung von (0), (0), y(7) gleich
der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung von g,, (—7"/(0))}g, und

r'(D)gy = 1" ()~ 1" (0) gy + (=" (0) = (' (1)) + ("' (2))%r""(0) ) 1gs;
folglich gilt
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p(y(0) > 0> y(7),2(0) > y)/z

(=r"(0))4r'(v)g 1+'n'"(1)r“1g2)

= -1 -
’p(g‘””lgpo’g“(( O+ O)(r ()~ (7))}

- (2n)3/2 f f f RO dyy dy, dy,

Y1>7 ¥2>0 ys<cyiy2;7)
mit
= (=r"(0))} " (D)yy + 7" (7)ye
((r"(0))2+ 7 (0)(r'(7))2 — (r()?)t
Wegen [A4dF <o existiert r"”’(v) und ist stetig; elementare Berech-
nungen ergeben deshalb

lim,oc(y1,92; 7) = R(?/l—(""’”(o))_}yz)
mit der Abkiirzung

C(Y1,Ya; T) 1=

R:= ((r""(0))[r"(0)2 — 1)~

Wenden wir den Satz von der majorisierten Konvergenz an, so erhalten
wir

ﬁmmop(y(o) >0> y(T): (Z)(O) > )’)/t

- 21 yg2
= (2r)-32 f f 1P +ysd dy,dy,dy, ;
Y1>y Y¥2>0 y3<R(y;—(—r"(0)-1/2 yg)

wegen
Ry;
et dy, dy, = f (=r"(0)} (g1 — ya R)e t ¥ dy,
¥2>0  ya<Ry1—(—r"()~12yy) —o0
Ry
= (=r"O)p [ e dy, + BA(—rr (o))t

ergibt sich

Em(y) =a f b(z) dz .
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